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Gleichseitige Hyperbel und Parallelogramme.

Von GYuLA Sz.-NAGY in Szeged.

1, Ich werde hier den Satz beweisen :

I. Ist A,B,A,B; ein Parallelogramm II, so ist der Ort der Punkte P in
der Ebene, deren Abstinde von den gegeniiberliegenden Eckpunkten des Pa-
rallelogramms ein gleiches Produkt
(1) PA,. PA,— PB,.PB,
ergeben, eine gleichseitige Hyperbel H, die gleichseitige Hyperbel von II. Der
Mittelpunkt von H liegt im Schnittpunkt der Diagonalen von II. Ist Il ein
Rechteck (oder ein Quadrat), so zerfillt seine Hyperbel in die Mittelparallelen.
Ist II ein Rhombus, so liegen seine Diagonalen in den Asymptoten der Hyperbel
H. Die gleichseitige Hyperbel H trennt das Punktpaar A, A, vom Punktpaar B,B,.

Dieser Satz gilt auch dann, wenn das Parallelogramm I degeneriert
ist. Dann liegen die Strecken A, A, und B,B, in einer Geraden und haben
denselben Halbierungspunkt. Die eine Strecke kann in einen Punkt, in den
Halbierungspunkt der anderen Strecke zusammenfallen.

Zum Beweis des Satzes I kann man annehmen, daf die Diagonale
A,A; von II in der x-Achse liegt und vom Anfangspunkt des rechiwinkligen
Koordinatensystems halbiert wird, so daf

,=1(a,0), Ay=(—a,0), B,=(b,¢), By=(—b,—c) und P=(x.))
sind. Dann sind
PA. PA,=|(x—al 4] [(*+a)*+ )] = (24 ) —2a(x* - ) +a'
PB,. PB,=[(x—b)+(y ~ ] [(x+0)*+(y+0)'|=

=+ )y)—2(0°— ) (x*—y") —8bcxy+ (b*+ )

Daraus ergibt sich also die Gleichung
(2) PA,PA,— PB,PB,=2(b*—c*—a*) (x*— %) +8bcxy 4 a* — (b*+c2)*=0.

Diese Gleichung stellt die gleichseitige Hyperbel des Parallelogramms
II dar. Verbindet eine beliebige Linie L einen der Punkte A, und A, mit
einem der Punkte B, und B,, so hat sie mit der Hyperbel (2) mindestens
einen Punkt gemeinsam. Die linke Seite von (2) ist ndmlich eine stetige
Funktion des Punktes P=(x,y) auf L, deren Wert am Anfang bzw. am
Ende von L negativ bzw. positiv ist. Die Linie L tritt also die Hyperbel (2)

mindestens einmal {iber. Die Punkte A, (h=1,2) werden also von den
Punkten B, (k=1, 2) durch die Hyperbel (2) getrennt.
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Die Hyperbel (2) zerfdllt dann und nur dann in zwei (senkrechte) Ge-
raden, wenn a?= b+ ¢ ist, also OA,— OA,— OB,= OB, sind. Dann ist
IT ein Rechteck. Ist IT ein Rhombus, so sind &==0 und ¢=#0. Die Gleichung
(2) hat dann die Form

—2(@*+¢) (x*—y) +a*—c*=0, oder 2(x*—)?) —(a®*—c*) =0.

Die Koordinatenachsen sind also Achsen dieser Hyperbel. Die Haupt-
achse féllt in die Gerade der lingeren Diagonalen des Rhombus. Ist II de-
generiert, so ist c=0. Die Hyperbel (2) hat dann die Gleichung

2(*—a") (x*—y")+a*— b* =0 oder 2(x* —)*)—(a*+-6*)=0.

Im Falle 6=c¢ =0 erhdlt man den Satz

Bezeichnet 0 den Halbierungspunkt der Strecke F,F,, so ist der Ort der
Punkte P in der Ebene, fiir welche PF,.PF,= PO ist, eine gleichseitige
Hyperbel mit den Brennpunkten F, und F,.

Die Hyperbel H*

(3) H(x,p)=x"—y"—1=0
gehort z. B. den Parallelogrammen mit den Eckpunkten (+}/3, 0) und (0, + 1);
ti— —g—, 0] und (i_l_/%' OJ; bzw. (+}2,0) und (0, 0).

Zu jedem Parallelogramm gibt es. eine einzige gleichseitige Hyperbel.
Eine gleichseitige Hyperbel gehiort aber unendlichvielen Parallelogrammen an.

Die in die Koordinatenachsen zerfallende Hyperbel gehort offenbar den
Rechtecken an, deren Mittelparallelen die Koordinatenachsen sind. Die zur Hyper-
bel H* gehtrigen Parallelogramme lassen sich auf folgende Weise konstruieren:

Bezeichnet 20 die Hauptachsenlinge der gleichseitigen Hyperbel des
Parallelogramms II mit den Eckpunkten (a,0), (,¢), (—a, 0) und (—b, —c)
(b+4c+0), fihrt eine Drehung um den Punkt O die Hauptachse der Hyperbel
(2) in die x-Achse und II in das Parallelogramm II’ iiber und sind die Pa-
rallelogramme II' und II'(p) in bezug auf den Ahnlichkeitspunkt O dhnlich
mit dem Verhiltnis ¢: 1 ihrer entsprechenden Diagonalen, so gehort H* zu IT'(p),
Das Parallelogramm // bzw. seine gleichseitige Hyperbel wird namlich durch
die Drehung und dann durch die Ahnlichkeitstansformation in //’(¢) bzw. H*
iiberfiihrt.

2. Uber die eingeschriebenen Parallelogramme einer gleichseitigen Hy-
perbel gilt der Satz

Il. Liegen die Edckpunkte eines Parallelogramms II auf einer gleichseitigen
Hyperbel H, so sind die Winkel, unter denen die gegeniiberliegenden Seiten
des Parallelogramms von einem beliebigen Punkte der Hyperbel aus erscheinen,
entweder gleich oder supplementdr.

Zum Beweis dieses Satzes kann man annehmen, daff H die Hyperbel
(3) ist. Sind z=x+-iy, Z2=x—1iy, S0 ist
(4) (22—3)(2*=3)—(2*+ 1) (2*+1)=—8 H(x,)).
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Diese Identitat driickt aus, daf die Hyperbel H* zu dem Rhombus mit

den Eckpunkten (43, 0), (0, +1) gehort, weil
(?—3)(2*—3)=|22—3 und (4 1) (Z+1)=|22+1]

sind. Die Hyperbel H* 146t sich durch die Gleichung
3) |23 —|2+1P=0
darstellen. Geniigen die konjugiert komplexen Zahlen z und Z dieser Glei-
chung, so liegen die Punkte z und Z der komplexen Ebene auf der Hyperbel
H*. Liegt der Punkt P=(x,y) auf H*, so sind z=x+iy und z=x—Iiy
Wurzeln von (5).

Die Nullstellen 2 und —2 jedes Polynoms von der Form

(—3)+er(22+1)

-geniigen der Gleichung (5). Diese Punkte liegen auf der Hyperbel H* ynd
ihre Verbindungsstrecke ist ein Durchmesser von H*.

Ist A,B,A,B, ein der gleichseitigen Hyperbel H*eingeschriebenes Pa-
rallelogramm, so sind die zu A,, A, bzw. B,, B, gehdrigen komplexen Zahlen
a, —a bzw. b, —b Nullstellen eines Polynoms von der Form

(6) f(2) = (2*—3) +e'*(2*+ 1) =(1 +€'*) (2*—a") bzw.
g() = (2*—3) + e (2 + 1) = (1 +€?) (22— ).
Sind U, V, 2 und u beliebige Zahlen und bezeichnet U bzw. V die .
konjugierte der Zahl U bzw. V, so besteht die Identitit
(M U+aV)(U+uV)— (V+ul) (V+i0)=(1—ip) (UTU—VV)
Sind
U=22=3, V=241, A=0¢%, y=—=p¢¢, u=+1,
so sind
U+AV=f@), V+uU=e"tg(z), U+uV=g(2), V4+1U=e"f(2),
f@)=(1+€) @—a?), f(2) = (1 +e) (2—a), g@) = (1 +?) @~ b9,
g(Z)=(+4e"?)(2?—b* und UU—VV=—8H(x,Y).
Aus (7) ergibt sich also die Identitat
f2) 8(2)—ei*-N g(2) f(Z) =—8(1—e'*P) H(x,y).
Ist (x,y) ein beliebiger Punkt der Hyperbel H* (H(x,y)=0) und ist
z=2x--1iy, so besteht also die Gleichung
(14-e@)(14e-i8) (22— a?) (22— b?) — ei®(1 +e-i®) e~ B (1 -e'#) (22— b%) (22— a?) =0,
oder
OO Sl s A o el (z+b _E_j—_d_]:
2—a® b "(z—-a 2—5) 2+a Z4-0)
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Der Winkel, unter dem eine Seite des Parallelogramms A,B,A,B, von
einem Punkt P der Hyperbel H* aus erscheint, ist kleiner als =, weil P auf
keiner Seite des Parallelogramms liegt.

Bezeichnet w,, ®,, ®; bzw. w; den (mit Vorz_eLchen _iers%nen) Winlﬁel
(|o,l, |@,], |@]], |@3| <7), unter dem der Vektor A,B,, A;B,, A,B, bzw. A,B,
von einem Punkt z der Hyperbel H" aus erscheint, so sind

b—z z-b zZ—da z-+b z+4a
w, = arc =arc =1arc——, w,=—arc > =arc*+_,
a—z Z—a zZ—0b z+a Z4b
' z+0b zZ—a " z2—b Z-4-a
w) == arc + =arc —— und w;=arc =14arc _+_.
zZ—a zZ+0b 2+4a zZ—0b

Aus der Gleichung (8) ergeben sich also die Winkelkongruenzen

20, 4+2w,=0 und 2w+ 2w;=0 (mod 27),
oder
o, +w, =0und o +o;, =0 (mod n).

Hieraus erhdlt man wegen der Ungleichungen |@,| < 7 und |w,| <=,
daB |o,+ w,| =0 oder |w,+w,| == ist. Im ersten bzw. zweiten Falle ist
also [w,| =|w,| bzw. |®,|+ |®w,| = =. Entsprechende Relationen bestehen auch
fiir die Winkel o] und w;. Damit ist der Satz Il bewiesen.

Beim Beweis lift sich der Rhombus mit den Eckpunkten (43, 0),
(0, + 1) durch ein zu H" gehdriges anderes Parallelogramm ersetzen.

Dem Satz II entspricht der folgende Satz eines Kreises: Von einem
Punkt eines Kreises aus erscheinen die gegeniiberliegenden Seiten eines ein-
geschriebenen Rechteckes unter gleichen oder supplementdren Winkeln, und
zwar: fiir das eine Paar der gegeniiberliegenden Seiten sind diese Winkel
gleich, fiir das andere Paar aber supplementdr.

Der Satz Il it sich auf folgende Weise ergdnzen:

Liegen die Ecdkpunkte A, und B, eines der gleichseitigen Hyperbel H
eingeschriebenen Parallelogramms A,B,A,B, auf demselben Teilvon H und be-
zeichnet y, bzw. y, den zur Seite A,B, bzw. A,B, gehdrigen (endlichen) Hyper-
belbogen, so erscheinen die gegeniiberliegenden Seiten des Parallelogramms von
einem Punkte der Bogen y, und y, aus unter supplementdren Winkeln, von
einem auferhalb beider Bogen liegenden Punkte der Hyperbel aus aber unter
gleichen Winkeln.

Dies ist klar, wenn der Hyperbelpunkt z genug weit liegt, weil dann
|, 4 |w,| <7t und |e;|+|w;| <7 und deshalb ®,+ w,=0 und w4+ w;=0
sind. Bewegt sich nun ein Punk! z auf der Hyperbel stetig ohne irgendeinen
Eckpunkt des Parallelogramms zu {ibertreten, so verdndern sich die Winkel
w,, 0, ©], o, inzwischen stetig. Ubertritt aber z z. B. den Punkt A,, so
springen die Winkel @, und o) um =, die Winkel », und o] verindern sich
aber stetig. Daraus folgt die Richtigkeit der Erginzung.
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3. Fallen die Halbierungspunkte der Strecken A,P;, und P,P, nicht
zusammen, so ist der Ort der Punkte P, fiir die
) PP, PP,— PP, PP,, oder PP, PP!— PP;PP}=0
ist, eine zirkulare Kurve C dritter Ordnung, weil die zweite Gleichung von
(9) in rechtwinkligen Koordinaten die Form

(10) (ax+by) (x*+)y") +cx*+dxy+ey+fx+gy+h=0
besitzt. Hier weicht mindestens eine der Zahlen a und & von Null ab, weil

(@ =2[(Xy+x,)— (X, x;)] und b= 2[(p.+y) — (11 + )]
sind. Die Asymptote der Kurve C ist parallel zur Geraden ax--by=0 also
senkrecht zur Verbindungsgeraden der Halbierungspunkte der Strecken P,P;
und P,P,, wenn P,=(x,,y,) (k=1,2,3,4) sind.

Sind die Strecken P, P, und P; P, symmetrisch beziiglich einer Geraden g,
so hat die Kurve C offenbar keinen reellen Punkt aufierhalb der Geraden g.
Dann zerféllt die Kurve C in die Gerade g und in einen Kreis mit imagindren
Halbmesser. Dieser Fall kommt vor, wenn das Viereck P,P,P,P, ein gleich-
schenkliges Trapez ist, dessen paralelle Seiten P,P; und P,P, sind.

4. Die Gleichung
(11) PP} PP;—¢*=0 (¢>0)
stellt in rechtwinkligen Koordinaten eine Cassinische Kurve vierter Ordnung
vom Radius ¢ her.

Die Potenz II* eines beliebigen Punktes P dér Ebene in bezug auf die
Kurve (11) bedeutet den Wert der linken Seite von (11) im Punkt P Be-
zeichnen r,, ry, r;, r, die Ldngen der Strecken, die auf einer Geraden g durch P
von P bis an die Kurve reichen, so ist I/* = r,r,ryr, und II* ist von g unab-
hédngig.’)

Die Punkte der Ebene, die in bezug auf die Cassinische Kurven von
demselben Radius o

H}‘Eﬁfﬁg— o*=0 und II; =PP; PPE-—-—Q‘ =0
gleiche Potenzen besitzen, liegen auf der Potenzlinie der zwei Kurven. Sie
hat die Gleichung
1T; — 11} = PP, PP,— PP; PP,—0.

Aus dem Vorangehenden folgt also der Satz

lll. Die Potenzlinie von zwei Cassinischen Kurven, wenn sie denselben
Radius und dasselbe Symmetriezentrum O haben, ist eine gleichseitige Hyperbel
mit dem Mittelpunkt 0. Haben die Cassinischen Kurven denselben Radius aber
verschiedene Symmetriezentra, so ist ihre Potenzlinie eine zirkulare Kurve dritter
Ordnung, deren Asymptote zur Verbindungsgeraden der Symmetriezentra senk-

recht ist.
(Eingegangen am 15. Januar, 1949.)

1) Gy. 5z.-Naay, Merkwiirdige Punktgruppen bei allgemeinen Lemniskaten, Acta
Scientiarum Math. Szeged, 13 (1949), 1—13,




