Uber konkave und konvexe Eikorperscharen.
Von H. HADWIGER in Bern.

1. Eine Klasse & konvexer Korper (Eikorper) des k-dimensionalen
euklidischen Raumes heilit konvex, wenn aus A, Be€f auf ¢ AXBBER
(¢,83=0,e¢+p3=1) geschlossen werden kann, wo die rechts dargestellte
Eikorperverkniipfung die MiNkowskischie Linearkombination bedeutet'), Eine
in einem Parameterintervall 1€/ definierte einparametrige Schar A(1)€ R
von Eikorpern einer konvexen Klasse & heifit in J konkav bzw. konvex, wenn
fiir § 7 € / beliebig, stets

(1) A(aE+pn)DaA(E) XBA(n)
bzw.
2) A(eE+pn)caAE)XBA(Y)

ausfillt, wo ¢,8=0,a+p8=1 ist*). Eine Sck-r, die zugleich konkav und
konvex ist heifit linear. Die triviale Schar A(1)= A ist linear.

Unsere Betrachtungen beziehen sich insbesondere auf Kanalklassen.
Eine Kanalklasse & soll die Gesamtheit aller Eikorper des Raumes umfassen,
deren Normalrisse auf eine feste Ebene E° alle zusammenfallen. Dieser
gemeinsame Normalrif ist ein (k—1)-dimensionaler Eikorper P°c E°. Die
durch den Ursprung O des Raumes gelegte, auf E° orthogonal stehende
Gerade G° soll Kanalachse heifien; die durch die Punkte von P° gelegten,
zu @G° parallelen Geraden G, die Kanalgeraden, erfiillen einen konvexen
Zylinder Z, den Kanal, der allen Eikdrpern A € 8 umschrieben ist.

Die Kanalklasse & ist eine konvexe Klasse. Bezeichnet E: eine durch
die Kanalgerade G hindurchgelegte i-dimensionale Ebene (1 =i=k), so
bilden die Durchschnitte AnE; (A€ &) eine i-dimensionale Kanalklasse &,
die dem Zylinder Z;= Zn E; zugeordnet ist.

Eine in einem Intervall J definierte einparametrige Schar von Eikorpern
A(A) € & der Kanalklasse & nennen wir Kanalschar. Eine solche heifit voll-

1) Der Begriff wurde von Brascuke [2], Seite 111, eingefiihrt.
%) Der Begriff der konkaven Schar wird bei Bonnesen —Fencued [3], Seite 32, erortert.
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konkav bzw. vollkonvex, wenn fir i=1,...,k die durch Schnittbildung
Ai(A)==A@)nE; erzeugte i-dimensionale Kanalschar fiir jede durch eine
Kanalgerade G hindurchgelegte Ebene E; eine konkave bzw. konvexe Schar
der durch den Schnitt mit E: aus & hervorgehenden Kanalklasse &; ist. Eine
Kanaiklasse, die vollkonkav und zugleich vollkonvex ist, nennen wir vollinear.
Es zeigt sich, daB es fiir die Kennzeichnung der Vollkonkavitdt geniigt, die
Schnittbedingung lediglich fiir i=4k zu stellen; die andern sind dann von
selbst erfiillt. Fiir die Vollkonvexitat geniigt die Schnittbedingung fiir i=1;
daB die andern erfiillt sind, 146t sich wieder folgern. Die triviale Kanalschar
A(Z)=A (A€ R) ist vollinear. — Mit einfachen Uberlegungen bestitigt man,
daf die beiden definierten Eigenschaften von Kanalscharen sich beim Schnei-
den und Projizieren im folgenden Sinn erhalten: (@) Ist £ = 2 und wird eine
(k—1)-dimensionale Ebene E durch eine Kanalgerade gelegt, so ist die durch
Schnittbildung aus der vollkonkaven bzw. vollkonvexen Kanalschar A(1)
entstehende (k—1)-dimensionale Schar A’(1)=A(4)n E wieder vollkonkav
bzw. vollkonvex. (b) Ist wieder k = 2 und ist E eine beliebige (k—1)-dimen-
sionale Ebene im Raum. so ist die durch orthogonale Projektion der Korper
der vollkonkaven bzw. vollkonvexen Kanalschar A(4) auf E entstehende Schar’
der (k—1)-dimensionalen Normalrisse A’(1)= A(A)!E; auch vollkonkav bzw.
vollkonvex. Liegt E zu E° parallel, so ist die projizierte Schar A’(4) trivial.

2. Die vorstehend erdrterten Begriffe erlauben es, die beiden sich auf
die Minkowskischen QuermaBintegrale W;(A) beziehenden Satze auszusprechen:

Satz 1. Ist A(R) eine im Intervall A € J definierte vollkonkave Kanalschar,
so ist das i-te Quermapintegral Wi;[A(A)] (i=0,1,..., k) eine im Intervall ]
konkave Funktion des Scharparameters i.

Satz II. Ist A(Z) eine im Intervall 4 € | definierte vollkonvexe Kanal-
schar. so ist das i-te Quermagintegral Wi[A(Z)] (i=0, 1, ..., k) eine im Inter-
vall | konvexe Funktion des Scharparameters A.

BEWEISE. Fiir k=1 sind die Aussagen trivial. Es ist W (4)=a, wo a
die Linge der Strecke A bezeichnet. Die Behauptungen fiir /=0 ergeben
sich mit der Bemerkung, da «A <88 eine Strecke der Linge ea - 8b ist.
Ferner ist W;(A) =2 (konstant), und die Behauptungen fiir i =1 sind trivial.

Es sei jetzt k> 1, und wir nehmen an, daf die Sidtze I und II schon
fiir alle Dimensionen bewiesen seien, die kleiner als k sind. Es liege nun
eine k-dimensionale Kanalschar A(4) vor. Fiir i=0 gilt

W[AD)] = VIA(D)] = j s[AWNGldG  (Ge 2).
Hierbei bedeutet V das Volumen, s die Liange der von einer Kanalgeraden G
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aus A(4) ausgeschnittenen Sehne, und dG die Translationsdichte der verschieb-
baren Geraden G; die Integration erstreckt sich iiber alle Kanalgeraden. Die
Behauptungen ergeben sich mit der Bemerkung, dal der Integrand nach
Definition der Schareigenschaften bereits konkav oder konvex ist, je nachdem
die Schar vollkonkav oder vollkonvex ist. Fiir i=1, ..., k greifen wir auf die
Integralrekursion von KUBOTA, wonach

WilA ()] = ﬁuj WalAd(Gu)de  (wef)

ist. Hierbei bedeuten wi-; das Volumen der (k—1)-dimensionalen Eirheits-
kugel, W/, das (i—1)-te Quermafintegral bezogen auf den (k—1)-dimen-
sionalen Raum und A’(4; u) den Normalrif des Scharkorpers A(4) auf eine
zur Raumrichtung # orthogonal stehenden Ebene E, und du die Richtungs-
dichte; die Integration erstreckt sich iiber die volle Richtungssphire £2. Bei
fester Richtung ist nun aber A’(4;u) eine (k—1)-dimensionale Kanalschar,
die ebenfalls vollkonkav oder vollkonvex ist, je nachdem die Schar A(4) die
erste oder die zweite Eigenschaft hat. Auf Grund der induktiven Annahme ist
der Integrand im ersten Fall eine konkave, im zweiten Fall eine konvexe
Funktion von 4. Damit resultieren die Behauptungen, und der Beweis
ist beendet.
Aus den beiden Sitzen ergibt sich noch das

Korollar IIL. /st A (%) eine vollineare Kanalschar, so sind die Quer-
mapintegrale W;[A(Z)] (i=0,1,...k) lineare Funktionen des Scharpara-
meters A.

3. Aus der Vielfalt spezieller Kanalscharen, auf welche unsere beiden
Sétze | und II angewandt werden konnen, greifen wir drei besondere heraus,
die einerseits die drei erdrterten Schareigenschaften illustrieren, andererseits
innerhalb geldufiger Fragenkreise zu teilweise neuen Resultaten fiihren.

Die erste Schar, durch

3) AR =(1—2)AxiB (A BES)

erkldrt, stellt eine im Intervall /(O =4 = 1) definierte und dort — wie man

miihelos bestdtigt — vollkonkave Kanalschar dar, die zwischen den beiden

Eikorpern A und B einer Kanalklasse & eine stetige Verbindung schafft.
Die Anwendung von Satz | ergibt die Beziehung

(4) Wi(eAXB8B) = a Wi(A)+8Wi(B) (¢,8=0,e+F=1),

welche den Satz von FENCHEL und ALEXANDROFF fiir den besonderen Fall
verschdrft, wo die beiden beteiligten Eikorper A und B einen {ibereinstim-
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menden Normalrif aufweisen®) Falls i=0 ist, handelt es sich um die
bekannte Verschirfung des BRUNN—MINKOWSKIschen Satzes*).

Setzt man speziell B=A, wo A das Spiegelbild von A beziiglich der
Eben E® bezeichnet, so stellt die Schar (3) eine kontinuierliche Interpolation
der BLAscHKEschen Symmetrisierung dar®). Die QuermaBintegrale sind dem-
nach konkave Funktionen des Symmetrisierungsparameters 4. Fiir den beziig-
lich E° symmetrischen Korper A= (1/2)Ax(1/2)A, der durch die Symmetri-
sierung aus A hervorgeht, gilt nach (4) also

) Wi(A) = Wi(A) (i=0,1,...4),

womit ausgesagt ist, daB die BLASCHKEsche Symmetrisierung die Quermaf-
integrale nicht verkleinert®). Das Gleichheitszeichen gilt in (5) fiir alle Kdrper
A im ftrivialen Fall i=k und dann noch fiir i=k—1, d. h. fiir die Norm,
die proportional der mittleren Breite ist.

Eine zweite spezielle Schar erkldren wir mit

(6) AR =U[(1—4)(GnA)xA(GnB)] (A,BeR;GeZ),

wo die Bildung der Vereinigungsmenge U sich iiber alle Kanalgeraden G
erstrecken soll. Sie ist ebenfalls im Intervall /(0 = 4 = 1) definiert und stellt
dort — wie unmitteibar aus der Definition folgt — eine vollkonvexe Kanal-
schar dar, die wieder eine stetige Verbindung zwischen den beiden Eikdrpern
A und B einer Kanalklasse & herstellt. Nach Satz Il sind die QuermaBinte-
grale der Korper dieser Schar konvexe Funktionen von 4.

Setzt man speziell B= A4, wo A wie oben das Spiegelbild von A in
bezug auf E° bezeichnet, so stellt die Schar (6) eine kontinuierliche Inter-
polation der STEINERschen Symmetrisierung dar’). Die QuermaBintegrale sind
hier konvexe Funktionen des Symmetrisierungsparameters 4. Fiir den

beziiglich E° symmetrischen Korper A, der durch Symmetrisierung aus A her-
vorgeht, resultiert

(7) Wi(A) = Wi(A) (i=0,1,...,k),

3) Die Aussage (4) ist stdrker als diejenige, die aus ihr dadurch hervorgeht, da
man aus den W; die (k—i)-ten Wurzeln zieht. Diese schwichere Form ihrerseits, die dann
allerdings ohne Nebenbedingung gilt, ist ein Sonderfall des sich auf allgemeine Mischvo-
lumina beziehenden im Text erwdhnten Satzes. Die Beweisskizzen finden sich bei FencheL
[4] und Acrexanororr [1].

1) Vgl. die Darstellung bei Bonnesen—FencheL [3], Seite 94.

5) Vgl. Begriff und Anwendung bei Brascuke [2], Seite 103.

%) Bei Bonnesen—Fencuer [3], Seite 73, wird das monotone Verhalten nur fiir Inhalt
und Oberfliche erwihnt.

7) Uber zahlreiche Anwendungen dieser Transformation vgl. PoLya—Szea6 [5], Seite

200—204,
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womit ausgesagt wird, dab die STEINERsche Symmetrisierung die Quermalk-

integrale nicht vergroBert®). Abgesehen vom ftrivialen Fall i= k steht das

Gleichheitszeichen in (7) fiir alle Korper A fiir i=0, d. h. fiir das Volumen.
Endlich bilden wir die Schar

(8) A(A) = AXiS

wo § eine in der Kanalachse G’ liegende Einheitsstrecke ist. Diese im Inter-
vall /(0 = 4 < =<) definierte Kanalschar, deren Korper durch ,teleskopartiges
Ausziehen“ aus A hervorgehen, ist vollinear, wie man direkt aus den Defi-
tionen ablesen kann. Nach Korollar IIl sind die QuermaBintegrale lineare
Funktionen von 4. In der Tat gilt die bekannte Beziehung

©9) Wi(AXAS) = Wi(A)+ [(k—i)/k] Wi(A") 4,

wo W’ das Quermafiintegral bezogen auf den (k—1)-dimensionalen Raum
bezeichnet und A’ der Nomralrif von A in der Richtung der Kanalachse ist.
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(Eingegangen am 7. Juli 1956.)

®) Es scheint, daf diese an sich plausible Tatsache bisher, abgesehen von den
trivialen Fallen W,=V (Inhalt) und W, = o, (Konstante), nur noch fiir W,=(1/k) F
(F = Oberfliche) und W,_, = (1/k) N (N=Norm) bewiesen worden ist. In diesen Fallen
gelingt der Nachweis mit Hilfe der Sreinerschen Formel fiir das Volumen der duberen
Parallelkdrper. Fiir Eikorper mit regulirem Rand (im Sinne der Differentialgeometrie) folgt
die Konvexitit der W, bei der kontinuierlichen Symmetrisierung auch aus allgemeineren
Ergebnissen von Voss [6], Seite 214, (Satz X), die in jiingster Zeit mit Verwendung analy-
tischer Hilfsmittel gewonnen wurden.



