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Uber das Stieltjes-Integral von Operatorfunktionen, II.

Von E. GESZTELYI (Debrecen)

Einleitung

Wir haben in [1] das Stieltjes-Integral von Operatorfunktionen durch Zuriick-
fiihrung auf gewdhnliche Stieltjes-Integrale von Zahlfunktionen definiert.

Hier werden wir das Stieltjes-Integral der Operatorfunktion f(Z) beziiglich
der Operatorfunktion g(4) unmittelbar als den Grenzwert der Summe

Z_f(‘fi)[g(li) —8(4- 1)]

definieren. Die Konvergenz ist naturgemidB im Sinne der Operatorenrechnung
zu verstehen [2]. Wir beschéftigen uns im § 1. mit den wichtisten Eigenschaften
des Integrals. Im Satz 1. wird die Existenz des Integrals bewiesen falls f(2) in [«, ff]
eine stetige Operatorfunktion, und g(4) in [a, f] eine Zahlfunktion von beschrinkter
Schwankung ist. Dieser Satz ist die Verallgemeinierung des bekannten entsprechenden
klassischen Satzes. Man sieht auf Grund von Satz 1., daB das in [1] eingefiihrte
Integral als Spezialfall des hier eingefiihrten Integrals entsteht.

Wir haben in [1] den Begriff einer Operatorfunktion von beschrinkter
Schwankung definiert. Es wird hier — im §2. — dieser Begriff in Verbindung
mit der allgemeineren Definition des Integrals weiter verallgemeinert. Wir zeigen,
daB man mit Hilfe der eingefiihrten Begriffe mehrere Sdtze aus der Klassischen
Theorie des Stieltjesschen Integrals auf Operatorfunktionen iiberfithren kann.

§ 1. Die allgemeine Definition
des Stieltjes-Integrals von Operatorfunktionen

Definition 1. Es seien f(4) und g(4) im reellen endlichen Intervall a=i=p
erklidrte Operatorfunktionen. Existiert der Grenzwert

lim 3 fEM) ™) —g ()] = a

A=+ g=
unabhingig von der Wahl der Zahlen

(1 gl el i =f =12 )
und
(2) Ay =EP =2 (i=1,2,...,n)
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bei der einzigen Voraussetzung

(3) lim max (A™—Ai{";) =0,

n—se i=1,....n
so sagt man, daBl die Operatorfunktion f(4) beziiglich der Operatorfunktion g(4)
in [, ff] integrierbar ist. Der Operator @ heiBt das Stieltjes-Integral von f(4) beziiglich
g(4), in Zeichen:

B n
[ 1Gydg() = lim 3 £EP)[g(4") — g G ).

n-vee j=1]

Die Konvergenz ist naturgemdB im Sinne der Operatorenrechnung zu verstehen ([2]).
Bemerkung. Diese Definition des Integrals ist offenbar viel allgemeiner als
die Definition des Integrals in [1] (und auch in [2]).
In der Theorie des gewdohnlichen Stieltjes-Integrals beweist man die Existenz
des Integrals jeder stetigen Funktion beziiglich Funktionen beschriinkter Schwankung.
Der folgende Satz ist die Verallgemeinerung dieses Klassischen Satzes.

Satz 1. Ist die Operatorfunktion f(.) im Intervall (x, ] stetig, ist ferner @(A)
eine Zahlfunktion die in (o, ] von beschrdnkter Schwankung ist, so ist f(1) integrierbar
in (o, ] beziiglich @ (2) und es gilt

B B
@ [ rdoGy = p={ [ £G. 1) do(D)},

wobei p#0 ein Operator ist mit der Eigenschaft, daf die parametrische Funktion
pf(A)={f(4, 1)} im Bereich D: {a=7.=f;0=t~< o} stetig ist. Das Integral

[
) Ft) = [ £, 0dp()
[ §
ist fiir jedes feste t =0 ein gewohnliches Stieltjes-Integral. Die Funktion F(t) ist im
Intervall 0 =t < o stetig.

BEwels. Es ist zu beweisen, daB3 die Folge der Operatoren
(6) a = 2 fEMeGMN ot (=12, ..)

konvergiert, falls die Zahlen A{” und /™ die Eigenschaften (1), (2) und (3) haben,
und der Grenzwert von (6) von der Wahl dieser Zahlen unabhiingig ist.

Es sei p #0 ein beliebiger Operator fiir den die parametrische Funktion pf(4) =
={f(4, 1)} in D stetig ist. (Es gibt einen solchen Operator p =0, da f(2) in [z, fi]
stetig ist.) Dann sind die Funktionen

(B0} = pa, = 3 pfE 00~ oG] =
(7)
= {g‘lf(éi"t Nl (4™ — (,o().}"_’l)]} n=12,..)
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offenbar in 0 =1 << stetig. Wir werden die fastgleichmiBige konvergenz in [0, =)
der Funktionenfolge (7) beweisen, d. h. wir werden beweisen, daBB die Folge (7)
in jedem geschlossenen Intervall 0=7=T gleichmidBig konvergiert. Es folgt die
gleichmiBige Stetigkeit aus der Stetigkeit von f(4,¢) im geschlossenen Gebiet
Dy: {a=A=p,0=r=T}. Ist folglich ein ein belicbiges £¢=0 vorgegeben, so gibt
es ein 6 =0 so, daB die Ungleichung

(8) G0 =100 0] < e

fiir jedes r€[0, 7] gilt, falls [A"—Ai"|<d ist, wo V(x, f)=tot. var. ¢(4) d. h. die
i€[a, B)
Totalvariation von @ (A) in [x, f]ist. (Man kann voraussetzen, da3 @ (4) nicht konstant

ist, also V(z, f)=0 ist.) Nach (3) kénen wir ein N =0 finden so, daB
9) AW —A" | < (i=1,2, sy B)

gilt fiir n > N. Ist nun A", = 1= A", so folgt wegen A{™, =&™ =" aus (9)

1M — 4] = |40 — 4| < 8.
Es gilt also nach (8)

(10) &M, 0—f(4, )| <
fiir jedes 1€[0, 7.

V( V. B AP, =1=2")
Die Funktion F(r)= ff(}., t)dp ist fiir jedes r=0 erklirt, da f(4, 7) fir jedes

x
feste 7 in A stetig ist, also das (gewohnliche) Stieltjes-Integral von f beziiglich ¢
existiert. Dann gilt

F0=F@) = 3 1", Dlo(i") — oG] - f S0, 1ydo(3) =

A:n} ’,m
= 2 [ doty- 3> [ 1 0dey =
- y A !!"’1
;tu)

: M:

f LA, ) —1(G D) d (D).

(nl

Ist nun n = N, so folgt aus (10) und aus bekannten abschiitzungen fiir das Stieltjes-
Integral

tu}

RO-FOI= 3| I e, -1, oo =

=2 o,
=3 [ e 0-f@nidve b = 3yl vam, i) = e,

Aj=1

(1[0, 7).
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Damit haben wir die fastgleichmidBige konvergenz von F,(f) bewiesen. Daraus
folgt die Stetigkeit der Grenzfunktion F(¢), da die Funktionen F,(f) stetig sind.
Wir haben also bewiesen, dass die Folge der Operatoren a, gegen den Operator
p~"{F(t)} strebt. Der Operator

[
P~ FW) = p= | [ G, 1) do ()]

hiingt nicht von der Wahl des Operators p ab, denn — wie es in [2] bewiesen ist —
hat eine Folge von Operatoren hichstens einen Grenzwert. Damit haben wir den
Satz 1. bewiesen.

Man kann leicht die folgenden Sitze verifizieren:

B 0
Satz 2. Existieren die Integrale f fi(A)dg(2) und f f2(A)dg(2) so existiert auch
’ a x
das Integral [ [, () +fo(dg() und es gilt

B B B
(11) [0 +100de) = [ £,()de+ [ f2(0) dg(h).

Satz 3. Wenn f(4) in [x, ] beziiglich g,(%) und g,(A) integrierbar ist, so ist in
diesem Intervall f(2) auch beziiglich g,(1)+ g,(2) integrierbar, und es gilt

B B B
(12) [ rGydig, )+ = [ 1G)de,(y+ [ £03) dea (3.
Satz 4. Ist ¢ ein beliebiger Operator, so gelten die gleichungen
B B
(13) [ sz = ¢ [ riydg(2)
B B
(14) [ rGydicgin = ¢ [ r(ydg()

falls die Integrale existieren.

Diese Sitze kann man ebenso beweisen, wie man die entsprichenden Sitze
fiir gewOhnliche Funktionen verifiziert.

Wir haben in [1] (Satz 8. S. 315) den Satz iiber die partielle Integration in einem
spezialen Fall (unter anderem bei der Voraussetzung der Stetigkeit) bewiesen. Wir
konnen hier diesen Satz ohne besonderen Bedingungen einfacher beweisen dank
der allgemeineren Definition des Integrals.

Satz 5. Ist f(A) integrierbar beziiglich g(1), so ist auch g(1) integrierbar be-
ziiglich f(2), und es gilt

# B
(15) [ eidr) = fBreB) —f@e@ — [ (3 de(.
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Den BeEwels werden wir Wort fiir Wort wie im Klassischen fiihren. Es seien
A™ und &/ mit den Eigenschaften (1), (2) und (3) gegeben. Dann gilt

a,= gEP)SG) — G + g EPIS L) — TGP + .. +GEM G —f O )] =
= JUP)E(ER) ~1UE) — 3 FGM s -8 &M

wo P’ =a und £®,=p ist. Da aus (1), (2), (3) ¢W=1"=¢",, und
lim max (&%, — &™) =0 folgt, hat man nach der Voraussetzung

nese i=1,..n

]
lim 3 ") e Ef0) - @) = [ fdde(h.

Es folgt also
lim Z' gEMU M) = )] = f(B) g(B) —f (@) g(x) —

A== j=

B
~ f fGydg() = [ g(ydf(a).
Satz 6. Wenn die Operatorfunktion f(4) in [x, p] stetig ist, dann existieren die

Integrale f fdo, f fdo, f fdo (x€la, B]) und es gilt

A X B
(16) [rvaeiy = [ fydoiy+ [ £de .

wobei @(2) eine beliebige Zahlfunktion ist, die in [x, f] eine beschrdnkte Schwack-
ung hat.

Beweis. Da die Funktion f(4) auch in [z, x] und [x, ] stetig ist, und ebenso
die Zahlfunktion ¢(A) auch in [, x] und [x, ff] von beschrinkter Schwackung ist,
so folgt auf Grund von Satz 1.:

x ] x B
[ 1dotr+ [ 1rdotn = p=\ [ 1G. 0o+ [ 16, 0o @] =
B
p f [0, 1y do (3} = f Gyde ().

§ 2. Operatorfunktionen von beschriinkter Schwankung

Wir haben in [1] den Begriff einer Operatorfunktion von beschrinkter Schwank-
ung erkldrt. Wir werden hier diesen Begriflf in Verbindung mit der allgemeineren
Definition des Integrals noch weiter verallgemeinern.
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Definition 2. Die Operatorfunktion g(4) heifit eine Funktion von beschrinkter
Schwanckung im Intervall [x, f], falls jede in [x«, ff] stetige Operatorfunktion f(4)
beziiglich g(4) in [x, f] integrierbar ist.

Bemerkung. 1st die Zahlfunktion ¢(4) in [z, f] eine Funktion von beschrinkter
Schwankung in gewdGhnlichem Sinne, so ist sie eine Funktion von beschrinkter
Schwankung auch im Sinne der Definition 2. Es ist nimlich nach Satz 1. jede in
[«, fi] stetige Operatorfunktion beziiglich ¢ (1) integrierbar.

Satz 7. Ist die Operatorfunktion g(4) in [, p) stetig, und ist @(A) in [, f] eine
Zahlfunktion von beschrankter Schwackung, so ist auch die Operatorfunktion

]
(1) (= [ gwdo(w

eine Funktion von beschrankter Schwackung. Es gilt fiir jede in [x, B] stetige Operator-
funktion f(1) die Formel
f

g
) [ rydciy = [ rvg@yde .

Wir bemerken, daB die Funktion G(4) nach Satz 6. in [x, f] definiert ist. Wir
beweisen zuerst den folgenden

Hilfssatz. Es sei p#0 ein Operator, fiir den die Funktion pf(i)={f(4, t)}
in D: {a=A=p, 0=t<-oo) stetig ist; es sei g0 ein Operator fiir den die Funktion
qg(A)={g(4, 1)} in D stetig ist; ferner sei ¢(2) in [x, f] eine Zahlfunktion von be-
schréinkter Schwankung. Ist ein beliebiges ¢ =0 vorgegeben, so gibt es ein é =0 so, daf

F Vid1sh)
3) 2 [ U@~ wlewdoti] = o=yt
ist, falls
4) 0=A,—A_ <o
und
(5) a=4=5E=4=
gelten,wobei V (&, n) =tot. var. @(u) ist.

S=u=y

BeEweis Des HiLrssatzes. Wir erhalten auf Grund von Satz 4. (oder Satz 1.)

Ai
{4y = pg [ U —~f@lgde () =

Ag-

(6) = f [pf (&) —pf(W)qg (W) do (1) =

Ai=1

= [ U, -1 0% g, ndo )},

Ai=1
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wo * das Faltungsprodukt bezeichnet, also

U ) —fu 0] %8G 1) = [ UG D —f(u, D)g(u, 1 =)t
0

ist. Da die Funktion
F(us 1-) = [f(éis T) ‘_f(auo t)]g(ﬂs 3w T)

fir jedes feste 7=0 im Bereich D,: {4, =p=4;; 0=1=1} stetig ist, und ¢@(4)
in [x, ], also auch in [4;_,, 4;] eine Zahlfunktion von beschrinkter Schwankung
ist, so folgt nach dem Fubinischen Satz {iber die Vertauschung der Reihenfolge der

Integration:
At

t Ay
| [Fwoddow = [ [ Fudoas.

Ai=1 0 0 Adi-1

So erhalten wir aus (6)
] A

(7 A= [ [ UG 0 Dlg, t—0) do de.

0 Ai=1

Die stetige Funktion g(u, # —1) ist im geschlossenen Bereich D, beschrinkt, also
gibt es ein K=0, dass

@®) |g(u, t—1)|=K
ist. Die stetige Funktion f(u, t) ist im geschlossenen Bereich D, gleichmiBig stetig,

d. h. zu jeder positiven Zahl ¢ existiert eine Zahl 6 >0 derart, daB fiir jede Zahl
t€[0, ] die Ungleichung

©) G D=1 )| = s
gilt, falls
(10) |&i—u|=<0

ist. (Wir konnen hier annehmen, daB8 die Funktion ¢(4) in [«, f] nicht konstant,
also V(a, f)=0 ist.) Erfiillt sich die Ungleichung (4) fiir dieses d, so erfiillt sich
wegen (5) auch die Ungleichung (10), falls 4, _, = u = 4, ist. Gilt die Ungleichung (4),
so gilt also auch die Ungleichung (9). So folgt also nach bekannten Abschiitzungen
aus der Theorie des Stieltjes-Integrals fiir jedes feste 7 €[0, 7] die Ungleichung

' f i ) —f, D] g (n, f—f)d«p(p)‘ =

(11)

& ’1'—19 Ai
:—Ea"rinﬁanxéh |f(Gi, O =S, 7)| lg(pt, t =) | V(Aimy, &) = %_%’_Ea, 2 )
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Wir erhalten also aus (7) und (11) die Ungleichung

1 = [ [ 1@ -1 D1g s 1—)do )| de =
0  Ai-1

(12)

& fs Vi1, 4) 4o _ V-1, %)

¥ Ve R

0
Damit haben wir den Hilfssatz bewiesen.

BEwEIS DES SATzES 7. Da f(4)g(4) in [z, fi] stetig ist, so existiert nach Satz 1
das Integral

]
a= [ f(hgMdp()
Wir werden zeigen, daB 3
a,= 2 fE)GUH) -GG )] ~a

falls n —+<-. Auf Grund von Satz 6. erhalten wir (die oberen Indizes schreiben wir
der Kiirze halber nicht aus)

]
a,-a= 2 GGG~ G-I~ [ fewde(w =

A=

= Zrel/f sl [z t0ds 0] -2 j () do () =

Ai=1

= 3 [ e —fwiewde .

i=1 Al-y

Aus der Stetigkeit von f(4) und g(4) folgt die Existenz von Operatoren p #0, g =0

so, daB die Funktionen pf(i)={f(4, 1)} und gg(4)={g(4, 1)} in D stetig sind.

Es sei nun ein ¢=>0 gegeben. Dann wihle man ein é =0 so, dass (3) gelte, falls

A;— A;j—y =0 ist. Wir konnen eine Zahl N finden mit der Eigenschaft, dass 4; —A;_, <¢

fir jedes i=1, 2, ..., n gilt, falls n=N ist, da max (4;,—A4,-;)—0 ist. So erhalten
i=1,..,n

wir unter Anwendung des Hilfssatzes:

pa [ L&)~ g(wdo(w)| =

Ai=1

n
\pga,—pqal = -Z.

= £ Vl’_{“"_l}) =
=i Vi, f) o

Daraus folgt, daB8 die Folge der Operatoren a, gegen a konvergiert, w.z. b. w.
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Satz 8. Wenn die Operatorfunktionen g,(A) und g,(2) in [z, ] von beschrinkter
Schwankung sind, dann ist auch c¢,g,(1) + ¢,£,(4) eine Operatorfunktion von beschrank-
ter Schwankung fiir beliebige Operatoren ¢, und c,.

Dieser Satz ist eine einfache Folgerung aus den Siitzen 3. und 4. Aus diesen
Sdtzen und aus Definition 2. folgt nimlich die Existenz des Integrals

B
| 2 fydle, £1() +e2 2]

fiir jede stetige Funktion /(1) und daher die Richtigkeit des Satzes.

Bemerkung. Wir haben in [1] gesagt, daB die Operatorfunktion g(2) in [«, f]
von beschrinkter Schwankung ist, falls sie sich in der Form

g(4) =*=Z: fgktﬁ-)dcok(uwrg(a)

darstellen 1dBt, wo die Operatorfunktionen g, in [x, p] stetig sind, und die Zahl-
funktionen ¢, in [«, ff] von beschrinkter Schwankung sind.

Aus den Sitzen 7. und 8. folgt, dass g(4) auch im Sinne der Definition 2. eine
Funktion von beschrinkter Schwankung ist.

Satz 9. Ist die Operatorfunktion g(/) in [«, ] von beschréinkter Schwankung,
so ist g(2) auch in einem beliebigen Teilintervall von [x, ] eine Operatorfunktion
von beschrdnkter Schwankung. Ist ferner (1) eine beliebige in [x, f] stetige Ope
rator funktion, so gilt die Gleichung

B 4 I
(13) [ rndey = [ rydey+ [ rndg(ay

Sfiir willkiirliches 7y € [, f].

BeEweEis. Die Funktionen

A) fi =A=
1 E ] SR

f(y) fir y=isp
und

f(y) fir asisy

7= {f(i) fir y=A=§

sind in [x, f] stetig. Ist in der Tat p #0 ein Operator, fiir den die Funktion pf(1) =
={f(Z, t)} in D stetig ist, so ist auch die Funktion

! SO, 1) fir asisy
pfl("):{f(?,r) fir y=i=sp
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in D stetig. Anlich beweist man die Stetigkeit von f,(4). Dann existieren die Integrale
# 8

f Jrdg, f f>dg. Folglich konvergiert die Summe
2 1@)le)-g0-0]

'
gegen das Integral f f1(4)dg(2). Diese Behauptung bleibt auch dann richtig, wenn
man den Punkt y l::ei jeder Einteilung des Intervalls [x, f] als Teilungspunkt wibhlt.
Wir koénnen also annehmen, daB es zu jeder natiirlichen Zahl »n eine natiirliche
Zahl i,=n gibt, fiir die (™ =1y ist. Dann gilt (die oberen Indizes sind nicht ausge-
schrieben)
iz:fl (C)[g(2) —g(4i-y)] = 2] [1(E)[g(2) —g(4- )] +
n In
+ : Z [iE)[g(A) —g(4i- )] = ‘;’; f1E)[g(4) —g(Ai- DI+S(D[e(B)—g ()]~

i=in+1

B
~ [ £,G)dg (3
fiir n—<-. Da f,(&)=/(&) ist fir i=i,, so folgt

lim Z'f(’f)[ﬁ'(fl —g(4i-)] = ff.(i)dg'(»')—f(zﬂe(ﬁ) -&()].

n—+e= =

Damit haben wir bewiesen, dal3 das Integral ff().)dg(i) existiert, und

(14) f (3 dg(2) = f £,()dg() ~ () [2(B)—g ()]

ist.
Gleicherweise folgert man aus der Gleichung

3 /@00 —g (-] = Zf(\.f)[g(xo gl ]+

+: Zlfz(é)lg{?a) g(2,- )] = f(Ng(y)—g@)]+ Zfz(fn)[&'(f) g (-l

=int+

wo E,‘:E,-“ﬂ, Ix=}-e,.+k- n=n—i, sind, dal das Integral ff dg existiert, und
¥

B i
(15) [rvde@y = [ £:(de()—1)le ()~ (@)



Uber das Stieltjes-Integral von Operatorfunktionen, I1. 323

gilt. Aus der Definition von f,(4) und f,(4) folgt f,(4)+/>(2)=f(7)+f(y). Wir
erhalten also aus (14) und (15)

¥y B B
[rrdgiy+ [ rydey = [ 1) +£:(0dg () —1()g(B)— g ()] =

8
= [ U +1( de()—F()e(B) — g (@) =
i % B #

= [ F(ydg()+1() [ de()—1DIg(B)—g@)] = [ F(Ddg(i),

a
"

da fdg().)=g(ﬁ)—g(at) aus der Definition 1. sofort folgt. Damit haben wir die
Gle;chung (13) bewiesen.

Das Integral existiert fiir ein beliebiges Intervall [x,, f,1S [« f]. Aus (14)
B
folgt niamlich die Existenz des Integrals _]fdg da f,€[x, f] ist. Aus(15) folgt die

B
Existenz des Integrals ffdg wegen «, €[«, f,]. Damit haben wirden Satz 9 bewiesen.

Satz 10. Wenn fiir jede in [, f] stetige Operatorfunktion f(2) die Gleichung

B [
(16) [ rGydg, () = [ fidyde, ()

gilt, wo g,(%) und g,(2) in [z, P) stetige Operatorfunktionen sind, so unterscheiden
sich g, (1) und g,(2) in einer Konstante, d. h. es gilt g,(2) —g,(2) =c.

Bewels. Aus (16) erhilt man

]
[ 1Gydig, ()~ g:(0) = 0.

Setzt man g(4) =g, (4) —g,(4), so ist die folgende Behauptung zu beweisen:
Gilt

/4
(17) [ £Gyda(zy =0

fir jede in [z, ] stetige Operatorfunktion f(4), so ist g(4) = ¢ eine Konstante.

Wir werden die folgende Behauptung beniitzen:

Ist die Operatorfunktion g(4) in [, f] stetig und von beschrinkter Schwankung,
so gilt die Formel:

B 2 oy
(18) f g(Hdg(d) = 5_@2 g*(®)
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Das Integral (18) existiert, denn g(A) ist einerseits stetig, andererseits von
beschriinkter Schwankung. Also ist die stetige Operatorfunktion g(4) integrierbar
beziiglich g(2). Dann gilt nach Satz 5.

: ;
[ gde(i) = g(Bg(B) — 2@z — [ g(3)de(h),

und daraus erhilt man (18).
Die Formel (14) geht in unserem Fall (falls man u statt y schreibt) in

[ ryde(2) = —f@wleB)—g ]

8
iiber, da nach (17) f f1(2)dg(2)=0 ist. Setzt man f(1)=g(4), so bekommt man

[ e(dg() = —g(wlg(B)—gw).

Wendet man die Formel (18) an, so erhidlt man die Gleichung

£ 8 _ _gle(h) -0
oder
(19) &2 () —2¢(Wg(p)+g*)=0.
Da wegen (17) und (18) g%(2) =g>(p) ist, so geht (19) in

[g(1) —g(B) =0
tiber. Also gilt g(u)=g(p) fir jedes u €[a, f] d. h. g(u) ist konstant.
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