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Uber die verallgemeinerten uniformen Strukturen
von Morita und ihre Vervollstindigung

Yon W. RINOW (Greifswald)

Uniforme Strukturen konnen nach Tukey [4] durch Systeme von Uber-
deckungen definiert werden. Auf dieser Grundlage hat MoritA [1] den Begriff
der uniformen Struktur verallgemeinert. Ein beliebiges Uberdeckungssystem auf
einer Menge heilit nach Morita eine uniformity. Dieser Begriff wird schrittweise
verschirft zur 7-uniformity, reguldr uniformity und completely regulir uniformity.
Die letzte ist mit der Tukeyschen uniformen Struktur identisch. In den zitierten
Arbeiten hat Morita den Vervollstindigungsproze auf die verallgemeinerten
uniformen Strukturen zu iibertragen versucht. Andere Konstruktionen gibt
Suvzuki [3] an. Diese Ansiitze fiihren jedoch nur fiir den Fall der regular uniformity
zum Ziel. Im allgemeineren Falle ergibt die iibliche Konstruktion durch Cauchy-
filter, die sogenannte einfache Erweiterung, jedoch keine Vervollstindigung. Diese
kann fiir die 7-uniformities nur durch einen transfiniten Iterationsprozefl erreicht
werden. Ferner ergibt sich, daB3 die unterliegende Topologie der allgemeinsten uni-
formity stets schwach reguldr im Sinne von SCHANIN [2] ist.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wic man die genannten Schwierig-
keiten vermeiden kann. Wir gehen von gefilterten Uberdeckungssystemen aus.
Diese sind mit den T-uniformities von Morita identisch. Die einem Uberdeckungs-
system unterliegende Topologie wird jedoch schwicher gefaBt als bei Morita,
so daB jeder topologische Raum uniformisierbar wird. Die Aquivalenzrelation
zwischen Uberdeckungssystemen wird dagegen gegeniiber Morita verschirft.
Die Aquivalenzklassen sind die verallgemeinerten uniformen Strukturen. Wir ziehen
den Namen Uberdeckungsstruktur vor, um beim Vergleich mit den Moritaschen
und anderen Arbeiten Verwirrungen in der Nomenklatur zu vermeiden. Der Begriff
der Uberdeckungsstruktur wird verschiirft zu dem der schwach reguldren und der
reguliren Uberdeckungsstruktur. Diese entsprechen genau den 7-uniformities bzw.
regulir uniformities bei Morita. Es erwzist sich weiterhin als notwendig, den Begriff
des Cauchyfilters von Morita abzuschwichen zum Begriff des Fundamentalfilters.
Fiir die Zwecke der Vervollstindigungstheorie wird es dann notig, den Begriff
des Fundamentalfilters schrittweise zu verschirfen. Entsprechend erhalten wir
auch verschiedene Vollstindigkeitsbegriffe. Die reguliren Uberdeckungsstrukturen
sind dadurch ausgezeichnet, daB die genannten verschiedenen Begriffe des
Fundamentalfilters sowie der Vollstindigkeit zusammenfallen und mit den Morita-
schen Formulierungen identisch wearden.

Der bekannte VervollstindigungsprozeB fiir uniforme Strukturen kann nun-
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mehr auf beliebige Uberdeckungsstrukturen iibertragen werden. Es werden drei
Vervollstindigungen V(#%), Vo(#), V() einer Uberdeckungsstruktur % konstruiert.
Va(a) und V°(%) sind strikte T,-Erweiterungen und kdnnen durch Maximaleigen-
schaften charakterisiert werden. V(%) ist eine strikte 7',-Erweiterung und % sowohl
als auch V'(%) sind schwach regulire Uberdeckungsstrukturen, V(%) kann in
eindeutiger Weise bis auf dquivalente Erweiterungen charakterisiert werden. Hieraus
folgt, daB V(%) in einem gewissen Sinne weiter ist als die Vervollstindigung von
Morita durch den eingangs erwihnten transfiniten IterationsprozeB. SchlieBlich
wird gezeigt, dal} % stets so gewihlt werden kann, daB jede strikte T,-Erweiterung
eines beliebigen 7';-Raumes (M, T) durch die Vervollstindigung V(%) einer passend
gewihlten, mit der Topologie 7 vertriglichen, schwach reguliren Uberdeckungs-
struktur % erzeugt werden kann. Dies ist die Verallgemeinerung eines Ergebnisses
von Morita iiber reguliire Erweiterungen eines reguliren Raumes.

1L U={U,|xc A} und B = {B,|f¢c B} scien zwei Systeme von Uberdeckungen
derselben Menge M. M heilt feiner als VB, U <V, wenn es zu jedem fEB ein x€ A
gibt, so daB die Uberdeckung U, feiner ist als die Uberdeckung ®B,. Dabei heiBt
bekanntlich U, feiner als B,, U, <V,;, wenn jedes Element von 12U, in wenigstens
einem Element von ¥, liegt. Die Relation U <% ist reflexiv und transitiv. Ist 2 =3B
und B <1, so heillen U und B dquivalent U~ B. Dies ist die von Morita [I, ]
zu Grunde gelegte Aquivalenzrelation.

Ist ein Uberdeckungssystem U ={1,|xc A} auf einer Menge M gegeben, so
erzeugt |J U, eine Topologie t(2) auf M, die unterliegende Topologie. U heilit

af A

T-feiner als v, U<<o, wenn U <v und t(U)21(v) gilt. Auch diese Relation ist
reflexiv. und transitiv. Gilt U<<p und v=<1l, so heien U und v 7-dquivalent
U~v; es ist alsdann () =1(v). Ein Uberdeckungssystem {21,/ € A} heiBt gefiltert,
(7-uniformity bei Morita [1, 1], Bedingung B), wenn es zu jedem o"€A4 und "€ A4
ein « € A4 gibt, so dall U, <2, und U, <. ist. Sind U und v dquivalent, so ist U
genau dann gefiltert, wenn auch v gefiltert ist. Die Relation U=~wv ist eine auf
der Menge aller gefilterten Uberdeckungssysteme von M definierte Aquivalenz-
relation. Jede Aquivalenzklasse beziiglich dieser Relation heiBe eine Uberdeckungs-
struktur % auf M und M =|%| die Trigermenge von %. Je zwei Representanten
derselben Uberdeckungsstruktur % besitzen dieselbe unterliegende Topologie.
Diese wird als die % unterliegende Topologie (%) definiert. Ist auf M eine Topologie
T und eine Uberdeckungsstruktur % gegeben, so heiBt # mit T vertriglich, wenn
T=1(%) ist. (Morita benutzt eine schirfere Vertriglichkeitsbedingung). Die
Relation =2l induziert offensichtlich auf der Menge aller Uberdeckunsstrukturen
auf M eine Ordnung: % <%, 9 ist feiner als ¥. Es gilt % <¥" genau dann, wenn
jeder Representant von % T-feiner ist als jeder Representant von ¥ ist. Aus # <7~
folgt ©(%)2t(¥").

Ausgehend von einem beliebigen Uberdeckungssystem W ={,|xc A} auf
M kann auf folgende Weise eine Uberdeckungsstruktur erzeugt werden: Es sei
Ayy.y @y€A. Dann ist U, A...AU, ={U;n...nU,|U,€Y,, ..., U,ell,} cine
Uberdeckung von M, und zwar ist sie grober als jede Uberdeckung von M, die
feiner ist als jede der Uberdeckungen 2, , ..., 2, . W={, A ... AN, |o;,...,2,EA;
n=1,2,..} ist ein gefiltertes Uberdeckungssystcm, welches 1l enthilt und fir
welches () =7(2) gilt. U definiert daher eine Uberdeckungsstruktur, die durch
U erzeugte Uberdeckungsstruktur. Ist 2 Reprisentant einer Uberdeckungsstruktur
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u, so ist U gefiltert und T-dquivalent zu . Also ist auch U ein Representant von %,
und zwar offensichtlich ein Reprisentant, fiir welchen die simtlichen Uberdeckungs-
elemente eine Basis fiir ©(%) bilden, die gegeniiber endlichen Durchschnitten abge-
schlossen ist.

In jeder Uberdeckungsstruktur liBt sich ein Reprisentant auszeichnen:
U ={U,|x€ A} sei ein beliebiger Represintant von %, B ={B,|fic B} sei das System
aller ﬁberdeckungen von M durch beziiglich 7(#) offene Teilmengen, so daf3
wenigstens ein U, feiner ist als B,. Es ist nach Definition A S B und B T-dquivalent
zu . B heiBt ein voller Repriisentant von %. Wenn 28 ein beliebiges Uberdeckungs-
system mit U<=W, so ist wegen (W) S t(U) =1(#) stets WS B, Hieraus ergeben
sich leicht folgende Sitze:

1. 1:  Jede Uberdeckungsstruktur U auf M, besitzt genau einen vollen Repriisentanten.
Er ist dadurch gekennzeichnet, daff er jeden Repriisentanten von U als Teil-
menge enthdlt. Es ist U <" genau dann, wenn der volle Reprdsentant von
#" Teilmenge des vollen Reprisentanten von U’ ist.

1.2:  Das System aller Uberdeckungen einer Menge M ist voller Reprisentant
der feinsten Uberdeckungsstruktur auf M. Die unterliegende Topologie ist
die diskrete.

1.3: T sei eine Topologie auf M. Das System aller beziiglich T offenen Uber-
deckungen von M ist voller Repriisentant der feinsten mit T vertrdglichen
Uberdeckungsstruk tur.

Ist auf M ein Uberdeckungssystem 1, = {11, |x € A} gegeben, so heiBit bekanntlich
die Vereinigungsmenge aller Elemente einer Uberdeckung ,, welche einen nicht
leeren Durchschnitt mit einer gegebenen Teilmenge X von M haben der Stern von X;
er sei mit S7,(X) bezeichnet. Fiir Sz,({x}) schreibt man kurz S, (r) U={u, |atEA}
heiBt ein schwach regulires Uberdeckungssystem wenn es zu je endlich vielen
Uy, ..., U, UU, und jedem xeU,n ..NnU, ein a€A gibt, so daB St(x)c

xEA
~U,;N...nU,. Aquivalent mit dieser Definition ist die folgende: {S7,(x)x€ A}

ist fiir jedes x € M eine Basis des Umgebungsfilters von x beziiglich der Topologie
7(2). Dies ist gerade dic Bedingung A bei Morita. Unter einer schwach reguliren
Uberdeckungsstruktur U versteht man eine Uberdeckungsstruktur, die einen schwach
reguldren Reprisentanten besitzt. Aus der Bemerkung iiber die unterliegende
Topologie folgt sofort, daBl jeder Reprisentant einer schwach reguliren Uber-
deckungsstruktur schwach regulir ist.

1.4:  Fiir schwach reguldre Uberdeckungss; steme fillt der Begrift der T-Ver-
feinerung und damit der T-Aquivalenz mit dem der Verfeinerung bzw. Aqui-
valenz zusammen.

Bewers: Sind U=, |x€ 4) und B =(B,|f€B) schwach reguldr und ist U
feiner als B, so gibt es zu jedem GE1(B) und x<€ G ein f€B mit Sty(x) G. Wegen
U <=1 existiert ein x€ A mit U, <B,. Hieraus folgt S7,(x) S St,(x) C G. Also ist
Ger(U). Es ist somit (V)< 7(U). Entsprechend folgt () S (V).

Damit ist der Zusammenhang mit der Arbeit von Morita hergestellt: Eine
mit einer Topologie T vertrigliche 7-Uniformitdt nach Morita ist identisch mit
dem Begriff des Reprisentanten einer mit 7" vertriiglichen schwach reguliren Uber-
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deckungsstruktur. Zwei mit 7T vertrigliche 7-Uniformititen sind genau dann im
Sinne von Morita dquivalent, wenn sie Representanten derselben schwach reguliren
Uberdeckungsstruktur sind.

In Ubereinstimmung mit Morita nennen wir ein Uberdeckungssystem [ =
= (U,|x € A) regulir, wenn 2 schwach regulir ist und wenn es zu jedem o€ A ein o' ¢ A
gibt, derart, daBl zu jedem U’ €2, ein(von U’und x abhéngiges) 2" € 4 mit S, (U")c U
fiir wenigstens ein U€ U, existiert (Bedingung C bei Morita). il heiBt vollstindig
reguldr, wenn U schwach regulir ist und wenn es zu jedem z€A4 ein 2" €A gibt,
sodaB (S7,(U)|U€U,.) eine Uberdeckung von M ist, die feiner ist, als U, (Stern-
verfeinerung von ,). (Bedingung D bei Morita).

1.5: Sind W=Q,|acA) und B =(B,|pcA) dquivalent, und ist W regulir bzw.
vollstindig reguldr, so ist auch B reguldr bzw. vollstindig reguliir.

Beweis: Essei fi€ B, dann existiert ein o € 4 mit U,<B,. Zu x existiert ein o’ € 4°
sodaB fiir jedes U’ €, St,(U")S U fiir ein 2”"€ A und ein U€ll, gilt. Es sei f'¢B
so gewidhlt, daB v, <0, gilt. Jedes V'€ B, liegt in einem U €ll,. o sei das zu
U’ und gehorige Element von A. Dann existiert ein "€ B mit 8, <U,.. Es ist
Sty (V') S St,(V") S St,(U’). Also liegt Stz(V’) in einem U, und wegen U, <V,
auch in einem Ve B,. Damit ist gezeigt, daB B regulir ist. Im vollstindig reguliren
Falle schlieBt man so: Zu jedem B, existiert ein U, <B,. {S1,(V)/Ucl,} sei eine
Sternverfeinerung von ,. Man wihle '€ B so, daBl 8B, <, gilt. Jedes V'Y,
liegt in einem U’€U, und es ist St(V')E St,(V)E St,(U"). Folglich ist
{Stp(V)|V’' €8} <{St,(U) €W} <U,<B,.

Eine Uberdeckungsstruktur # heiBt regulir bzw. vollstindig regulir, wenn
% einen reguldren bzw. vollstindig regulidren Reprisentanten besitzt. Es ist alsdann
jeder Reprisentant von # regulidr bzw. vollstindig reguldr. Vollstindig regulire
Uberdeckungstrukturen sind mit den uniformen Strukturen im iiblichen Sinne
identisch und sind stets auch regulir. Nach Morita [1, I] gelten folgende Siitze:

1.6: Ist U eine schwach regulire, bzw. regulire bzw. vollstindig regulire Uber-
deckungsstruktur, so ist die unterliegende Topologie (W) schwach regulir

bzw. geniigt dem Trennungsaxiom T, bzw. dem Trennungsaxiom von
Tychonoff.

1.7: T sei eine schwach regulire bzw. eine Ti-Topologie auf M. Dann ist das
Uberdeckungssystem, welches aus allen beziiglich T offenen Uberdeckungen
besteht, voller Reprisentant einer schwach reguliren bzw. reguliren Uber-
deckungsstruktur.

Der Begriff der gleichmiBigen Stetigkeit mull gegeniiber Morita etwas abgeindert
werden: % bzw. %’ seien Uberdeckungsstrukturen auf M bzw. M’ und U, =
={U,lx€ A} bzw. W ={U,|«" €A’} seien Reprisentanten von % bzw. %’. Eine Ab-
bildung f von M in M’ hei3t beziiglich U, U’ gleichmiBig stetig, wenn sie beziiglich
(), ©(A) stetig ist und wenn es zu jedem '€ 4" ein a€ 4 gibt, so daB U, feiner
ist als die Uberdeckung {f~'(U’)|U’€,}. Diese Definition ist unabhiingig vom
gewihlten Reprisentanten, denn es gilt:

1.8:  Ist B=Wund W <"V U, B Uberdeckungssysteme auf M, W, B’ Uberdeckungs-
systeme auf M) und ist f beziiglich X, X’ gleichmdpig stetig, so ist [ beziiglich
B, B’ gleichmiifig stetig.
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Der Zusammenhang mit den Moriatschen Formulierungen ergibt sich aus

1.9: [ sei eine Abbildung von M in M’. W= (U, \x€ A) bzw. W ={U,|a" € A} seien
Uberdeckungssysteme auf M bzw. M’. W sei schwach regulir und es gebe
zu jedem o' € A" ein € A, so daff W, <{f~"(U")|U’cN,}. Dann ist f beziig-
lich ©(M) und (") sretig.

BeweEls: Essei xe M, G offen bzgl. t(2) und f(x)€ G". Fiir ein gewisse weAd
gilt S1,(/(x))EG". Zu diesem 2 existiert ein x€ A mit W, <{/~Y(U")|U’ €U}
Es sei xcU, Ucll,. Dann gilt USS(U’) fiir ein U’€ll,, woraus f(x)eU’'S
< S1,(f(x)) S G’ folgt. Mithin ist f in jedem Punkte x€ M stetig.

Eine Abbildung f heilit ein beziiglich #, #’ uniformer Isomorphismus, wenn
/ eine eineindeutige Abbildung von |#| auf |%’| ist und wenn / sowohl als auch /!
beziiglich # und %" gleichmiBig stetig sind. Existiert ein uniformer Isomorphismus
von # auf #’, so heiBen # und #” uniform dquivalent.

2. U={U,|ac A} sei Reprisentant einer Uberdeckungsstruktur # auf M.
Ein Filter @ auf M heiBt ein Fundamentalfilter beziiglich %, wenn es zu jedem
2€A ein X¢ @ und ein Uell, mit X¢ U gibt. Zur Rechtfertigung dieser Definition
sei B={W, fic B} ein belicbiges Uberdeckungssystem auf M, und es sei U<,
Dann gibt es zu jedem f€ B ein 2€ 4 mit U, <W,. Wenn dann Xe @, XS U und
Uell, ist, so existiert auch ein Fe®8, mit US V, also X< V. Die Definition des
Fundamentalfilters ist folglich unabhiingig vom gewiihlten Representanten. AuBer-
dem folgt:

2.1 Ist U <", so ist jeder Fundamentalfilter beziiglich %" auch ein Fundamental-
filter beziiglich U".

2.2:  Jeder Filter, der feiner ist als ein Fundamentalfilter beziiglich #, ist ein Fun-
damentalfilter beziiglich .

Fiir die Zwecke der Erweiterungstheorie sind Verschiarfungen des Begriffs des
Fundamentalfilters erforderlich. Zunichst seien ecinige vorbereitende Definitionen
gegeben. T sei eine Topologie auf M und @ ein Filter auf M. @ heiBt ein offener
Filter beziiglich 7, wenn es zu jedem X ¢ @ eine beziiglich 7 offene Menge G mit
Ge @ und G X gibt, wenn also die in @ enthaltenen, beziiglich 7" offenen Mengen
eine Filterbasis fiir @ bilden. Ist U ={l,|x€ A} Reprisentant einer Uberdeckungs-
struktur % auf M, so heiBt ein Fundamentalfilter @ beziiglich % ein U = Filter,
wenn es zu jedem X € @ endlich viele Mengen U,, ..., U,€¢ U U, mit U, n... U, €D

acA
und U, n... nU, € X gibt. Ein U-Filter ist also ein offener Fundamentalfilter beziiglich
., der durch Elemente von |J U, erzeugt wird. Fiir den vollen Repriisentanten

A acA
B ciner Uberdeckungsstruktur # fillt der Begriff des B-Filters mit dem des offenen
Fundamentalfilters beziiglich # zusammen. Ist @ ein beliebiger Fundamental-
filter beziiglich %, so erzeugen die Elemente von U U, die in @ enthalten sind,

xc A
einen Filter @,. &, ist offenbar ein U-Filter und @ ist feiner als &,. Ein Filter,
der fiir jeden Repisentanten U von % ein U-Filter ist, heiBe ein #-Filter. Solche
Filter existieren, denn man sieht leicht ein, daB fiir jedes x¢ M der Filter 7, aller
Umgebungen von x beziiglich ©(#) ein #-Filter ist. Wihrend nun jeder Funda-

D21
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mentalfilter @ feinerals ein U-Filter ist, ndmlich @, ist im allgemeinen nicht jeder
Fundamentalfilter feiner als ein #-Filter. Ein Filter, der feiner ist als ein %-Filter,
heiBe ein strikter Fundamentalfilter. Nach 2. 2 ist jeder strikte Fundamentalfilter
auch ein Fundamentalfilter.

2.3:  Jeder beziiglich ©(U) konvergente Filter ist ein strikter Fundamentalfilter
beziiglich .

BEwEls: Ist @ konvergent gegen x, so ist @ feiner als der Umgebungsfilter
T, von x und dieser ist ein #-Filter.

U={U,|xc A} sei Reprisentant einer Uberdeckungsstruktur #. Ein Funda-
mentalfilter @ auf M heiBit ein schwacher Sternfilter beziiglich %, wenn es zu jedem
Xe® ein xc A gibt, so daB aus Ucll, und U€ @ stets US X folgt. Der Begriff
des schwachen Sternfilters ist unabhingig vom Reprisentanten il. Dies folgt aus
Satz 2.4.

2.4: Ist U~ B und & ein schwacher Sternfilter beziiglich ‘B, so ist ® auch ein schwa-
cher Sternfilter beziiglich .

Beweis: Es sei X€ @ und € B, so daB aus VE®B,; und Ve @ stets VS X folgt’
Man wiihle U, <9B,. Ist dann U€ll, und U€ @, so existiert ein VeB, mit US V.
Hieraus folgt Ve @, also US VC X,

2.5: Jeder schwache Sternfilter beziiglich % ist ein minimaler Fundamentalfilter
beziiglich U, d.h. ein Fundamentalfilter beziiglich U, der keinen Fundamental-
filter beziiglich U als echte Teilmenge enthdlt. Jeder minimale Fundamental-
filter beziiglich % ist ein U-Filter.

Bewers. @ sei ein schwacher Sternfilter und ¥ ein Fundamentalfilter beziiglich
% mit ¥ < @. Es sei X¢€ ®. Dann existiert ein a€ A ({U,|x€ A} Reprisentant von %),
so daB aus Ucll,, Uc® folgt USX. Da ¥ Fundamentalfilter beziiglich # ist,
existiert ein U, mit U Y. Fiir dieses U gilt US X. Folglichist X¢€ ¥, also ¥ = &.
Sei nunmehr @ ein minimaler Fundamentalfilter beziiglich #. @, sei der durch
die in [J U, gelegenen Elemente von @ erzeugte Filter. @, ist ein Fundamental-

aCA
filter beziiglich % und es gilt @, < @, also sogar @, =&. Dies gilt fiir jede] Wahl
des Reprisentanten il von %. Folglich ist @ ein #-Filter.

2.6: U sei eine schwach regulire Uberdeckungsstruktur auf M. Dann ist fiir jedes
X€M der Umgebungsfilter T, von x beziiglich (%) ein schwacher Stern-
filter beziiglich .

BEwEls: Es sei V' eine beliebige Umgebung von x und U={2,|xc A4} cin
Reprisentant von #. Da % schwach reguldr ist, existiert ein 2 €4 mit S7,(x)E V,
also aus Uell,, U€ T, folgt US V. T, ist daher ein schwacher Sternfilter beziiglich %.

2.7: @ sei ein schwacher Sternfilter beziiglich U, der gegen einen Punkt x¢€|¥U|
konvergiert. Dann ist ® mit dem Umgebungsfilter von x beziiglich t(%) identisch.
(Folge von 2. 5).

Ein Filter @ auf M heiBt nach Morita [1, I] ein Cauchyfilter beziiglich eines Uber-
deckungssystems U ={2 |x € A}, wenn es zu jedem €A ein a’€A und ein Xc&
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gibt, so daBl S7,(X)Z U fir wenigstens ein Uc, gilt. Jeder Cauchyfilter beziiglich
A ist offenbar ein Fundamentalfilter beziiglich . Der Begriff Cauchyfilter ist auch
beziiglich einer Uberdeckungsstruktur unabhiingig vom Reprisentanten definiert.
Dies folgt aus der leicht zu beweisenden Tatsache: Sind 2, B Zquivalente Uber-
deckungssysteme von M, so ist jeder Cauchyfilter beziiglich Ul auch ein Cauchy-
filter beziiglich 8.

Fiir die Zwecke der 7';-Erweiterungen ist es notwendig, den Begriff des Cauchy-
filters abzuschwichen: Ein Filter @ heiBt ein schwacher Cauchyfilter beziiglich %,
wenn er feiner als ein schwacher Sternfilter beziiglich % ist.

2.8: Jeder Chauchyfilter beziiglich U ist ein schwacher Cauchyfilter beziiglich U
und jeder schwache Cauchyfilter beziiglich A ist ein strikter Fundamental-
filter beziiglich U«.

Beweis: @ sei ein Cauchyfilter und U ={l0,/x€ 4} ein Repriisentant von %.
{St,(X)|X€ @, ac A} erzeugt einen offenen Filter St,(®), den Sternfilter von ¢
beziiglich . Es gilt St,(®) S @. {S1,(X) X € ®, xc A} ist eine Filterbasis fiir Sz, (®).
Denn sei a',2"€A4 und X', X"€®, so existiert ein €A mit U, <, U, <U,.;
dann aber folgt St (X' nX")SE St (X)nSt(X")E St,(X)nSt,.(X”). Da @ ein
Cauchyfilter ist, ist Sty(®) ein Fundamentalfilter. Es sei nun X € St,(®) beliebig.
Dann existiert ein €4 und ein Y@ mit St(Y)SX. Ist U, und U€ Sty(P)
so ist Ue @ und daher UnY =0, also US S1,(Y)E X. Folglich ist Sty(®) ein
schwacher Sternfilter beziiglich %. Der zweite Teil der Behauptung ist eine Folge
aus 2. 5.

2.9: U sei eine schwach regulire Uberdeckungsstruktur auf M. Dann ist jeder
beziiglich ©() konvergente Filter ein schwacher Cauchyfilter. (Folge von 2. 6).

2.10: % sei eine regulire Uberdeckungsstruktur auf M. Dann sind die Begriffe
Fundamentalfilter, strikter Fundamentalfilter, schwacher Cauchyfilter und
Cauchyfilter sowie die Begriffe minimaler Fundamentalfilter, schwacher
Sternfilter identisch.

Bewers: U ={ |x< A} sei ein Reprisentant von % und & ein Fundamental-
filter. Zu jedem «€ A existiert ein UcU, mit Uc ®. Da U reguldr ist, gibt es ein
o’ € A, so daB fiir jedes U’ €. ein " € A existiert, so daB S7,.(U’) in einem Element
von 1, liegt. Man wibhle ein solches U’ €1l,., welches in @ liegt. Dann ist St,.(U")
in einem Element von 2, gelegen. Folglich ist @ ein Cauchyfilter. Hieraus und
aus 2. 8 folgt der erste Teil der Behauptung. Wegen 2. 5 geniigt es zu zeigen, daf
jeder minimale Fundamentalfilter @ ein schwacher Sternfilter ist. Wie im Beweis
von 2.8 betrachte man den Sternfilter S7,(®). Da schon gezeigt ist, daB @ ein
Cauchyfilter ist, ergibt sich aus dem Beweis von 2.8, daB St,(®) ein schwacher
Sternfilter ist. Wegen der Minimalitit von @ gilt @ = Sr,(®).

Den verschiedenen Begriffen des Fundamentalfilters bzw. Cauchyfilters ent-
sprechen auch verschiedene Vollstindigkeitsbegriffe. Eine Uberdeckungsstruktur
% auf M heiBt fundamental vollstindig bzw. schwach fundamental vollstindig
bzw. stark vollstindig bzw. vollstindig, wenn jeder Fundamentalfilter bzw. strikte
Fundamentalfilter bzw. schwache Cauchyfilter bzw. Cauchyfilter beziiglich (%)
konvergiert. Jede fundamentalvolistindige Uberdeckungsstruktur ist schwach
fundamental vollstindig, jede schwach fundamental vollstindige ist stark vollstindig
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und jede stark vollstindige ist vollstindig. Fiir regulire Uberdeckungsstrutruren
fallen diese Begriffe nach Satz 2. 10 zusammen. Der Begriff der Vollstindigkeit
fallt mit dem der Vollstindigkeit nach Morita zusammen.

2. 11: T sei eine Topologie auf M und Uy die feinste mit T vertrigliche Uberdeckungs-
struktur. Dann ist Uy fundamental vollstindig.

BEwEIS: @ sei ein nicht konvergenter Fundamentalfilter beziiglich #. Dann
existiert zu jedem x € M eine offene Umgebung U,, derart daBB U, nicht in @ enthalten
ist. {U,|x¢€ M} ist eine Uberdeckung, die zum vollen Repriisentanten von % gehort.
Da @ Fundamentalfilter ist, miite U,< @ fiir wenigstens ein x€M gelten.

3. U={U, 2|4} sei ein Uberdeckungssystem auf M und N eine Teilmenge
von M. Fiir jedes U, bilde man die Spur auf N: U, ={UnN|UEW,}. U={UU,|x€ A}
ist dann ein Uberdeckungssystem auf N, die Spur von U auf N. Offenbar gelten
folgende Sachverhalte: Die U unterliegende Topologie 7(2) ist gleich der Spur
von () auf N. Ist U feiner bzw. 7-feiner als B, so gilt das Entsprechende fiir ihre
Spuren. Aquivalente bzw. T-dquivalente Uberdeckungssysteme haben #quivalente
bzw. T-dquivalente Spuren, und gefilterte Uberdeckungen haben auch gefilterte

Spuren. Es ist daher auch die Spur # auf N einer Uberdeckungstruktur # definiert.
Es ist leicht einzusehen, daB die Spur einer schwach regulidren bzw. reguldren Uber-
deckungsstruktur wieder eine schwach regulire bzw. regulire Uberdeckungsstruktur
ist.

Ist MS M’ W ={U;xc A} ein Uberdeckungssystem auf M’, U={U,|x€ A}
die Spur von W’ auf M und M ecine beziiglich t(’) dichte Teilmenge von M’, so
heiB3t 1" eine Erweiterung von . Es ist dann der topologische Raum (M’, ©(’))
eine Erweiterung des topologischen Raumes (M, t(2)), d.h. (M, t(2)) ist ein in
(M7, 7(’)) dichter Teilraum. Eine Uberdeckungsstruktur %’ auf M’ heiBt eine
Erweiterung der Uberdeckungsstruktur % auf M, wenn M eine beziiglich ©(%’) dichte
Teilmenge von M” und % die Spur von %’ auf M ist, wenn also jeder Reprisentant
von %’ Erweiterung eines Repridsentanten von # ist.

Wir werden im folgenden nur strikte Erweiterungen betrachten. Diese sind
so definiert: Der topologische Raum (M’, T”) sei eine Erweiterung des topologischen
Raumes (M, T). Fiir jede beziiglich 7" offene Menge G sei O, (G) die Vereinigung
aller beziiglich T offenen Teilmengen G’ von M’, fiir die M NG’ =G ist. 0,.(G)
ist beziiglich 77 offen. Ist {Oy(G)|G € T} eine Basis von 77, so heiit (M’, G) eine
strikte Erweiterung von (M, G). Wir bemerken noch, daB der Operator Oy. fol-
gende Eigenschaften besitzt: M NnOy.(G)=G; GS H genau dann, wenn Oy (G) <
S Oy (H); Op(GnH)=0,(G) nOy(H).

Ein Uberdeckungssystem 2’ bzw. eine Uberdeckungsstruktur %" auf M’ hei3t
eine topologisch strikte Erweiterung des Uberdeckungssystems U bzw. der Uber-
deckungsstruktur # auf M, wenn W’ bzw. %’ eine Erweiterung von I bzw. # ist
und wenn die Erweiterung (M’, (")) bzw. (M’, ©(%’)) von (M, (2)) bzw. (M, (%))
strikt ist.

'’ sei eine Erweiterung von # und U ={lU,|x€ A} ein Reprisentant von #.
Die Trigermengen von #° bzw. % seien M’ bzw. M. Man setzte O,.(,)=
={O(U)\UEW,} und O (U)={0y () xc A}. Oy, ist fiir jedes « ein
System von beziiglich ©(#’) offenen Teilmengen von M’. U sei nun gleich der Spur
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eines Reprisentanten W' ={l;xc A4} von #’. Dann gilt U'SO0n(U’nM) fiir
U’el;, € A. Hieraus folgt, daB O,,.(1,) fiir jedes x€ A eine beziiglich 7(%’) offene
Uberdeckung von M’ ist und U, = O,.(,) gilt. O,(N) ist daher ein Uberdeckungs-
system auf M’ mit U <<Oy.(U) und man zeigt leicht, dall O,.() auch gefiltert ist.
Im allgemeinen ist O,.(U) jedoch kein Repridsentant von #’.

Man definiere: Eine Erweiterung %’ von % heifit uniform strikt, wenn fir
jeden Reprisentanten U von # O,.() ein Reprisentant von %’ ist.

3. 1:  Jede uniforme strikte Erweiterung U’ von U ist auch topologisch striki.

Beweis: U ={U,|lxc A} sei ein Repridsentant von #. Dann ist O,.(2) ein
Reprisentant von %’. Die Topologie (%) wird daher erzeugt durch {Oy.(V)|Vel,,
acA}. Ist Get’), x’€G’, so existieren U;ell, (x€4;i=1,...,n) mit
X' €0uAU,) N... "0y (U,) = Oy (U; Nn..."U,)EG" und U Nn...nU,€1(%). Folg-
lich bilden die Mengen O,(G) mit G € 1(%) eine Basis fir (%’).

Eine Erweiterung %’ von % heiBt ein Ty-, bzw. T,-Erweiterung, wenn t(%’)
eine 7,- bzw. T,-Topologie ist. Es ist alsdann auch (%) eine T,- bzw. T,-Topologie.

Wir konstrmeren nunmehr eine topologisch strikte To-Erwelterung, die gewisse
Vollstindigkeitseigenschaften besitzt. U= {1! x€ A} sei Reprisentant einer Uber-
deckungsstruktur % auf M und (%) sei eine T,-Topologie. Die Menge aller -
Filter, die von den Umgebungsfiltern der Punkte x € M bzgl. ©(%) verschieden sind,
sei mit Fy bezeichnet. Man definiere Ey(X)=Xu{®|Pc Fy, X ®}, wobei X eine
beliebige Teilmenge von M ist. Ey ist eine Abbildung der Potenzmenge von M
in die Potenzmenge von M'=M UF;. Es gelten, wie man leicht zeigt, folgende
Beziechungen: MnEy(X)=X, XY genau dann, wenn Eu(X)CE,,(Y) und
B XN Y)=ElX)NEJLY). {El.(U)fUEH} ist fiir jedes ¢ A eine Uberdeckung
von M’, deren Spur auf M gleich 2, ist. Das letzte ist klar. Fiir x € M gilt offenbar
x€UZ Ey(U) fiir wenigstens ein UEII,. Es sei @#€ F,. Da @ ein Fundamental-
filter beziiglich  ist, existiert ein U, mit U< @, also ist @€ E(U). Wir setzen
E Q) ={Ey(U)|Ucl,} und E, (M) ={E,Q,)|acA}. E4Q) ist ein Uberdeckungs-
system auf M’, und die Spur von Ey(21) ist gleich . Aus der Monotoniceigenschaft
des Operators E, folgt: U, <2, genau dann, wenn E,Q,) = E, QL )(x, o €A4).
Hieraus ergibt sich leicht, daB E,(2) gefiltert, also Reprisentant einer Uberdeckungs-
struktur %"= E (%) auf M’ ist. Ferner ist (%) gleich der Spur von ©(#’), denn
jedes U¢ U U, ist Spur von Ey(#%). Es sei nun @< Fy. Jede Umgebung von @ be-

zugllch r(»Y/) enthillt eine Umgebung von @ der Form Ey(U,)n... nEy(U,) mit
3 PP F A U U,. Der Operator E, ist endlich durchschnittstreu; es gilt daher

E(U))n.. nEu(U)_Eu(U N...nU,). Die Spur von Ey(U,n...nU,) ist gleich
U,n...nU,, also nicht leer; d. h M ist in M’ beziiglich ©(%") dlcht

Damit ist bereits gezeigt, daB E,() eine Erweiterung von U mit der Triiger-
menge M’ ist. Es ist damit auch %’ eine Erweiterung von %. Wir zeigen nunmehr:
Ey(G)=0y,(G) fir jedes Get(#). Offenbar gilt MnEW(G)=Mn O0y(G)=0G.
@ sei ein Element von F; mit @< Ey(G). Dann ist GE€®. Da & ein U-Filter ist,

existieren U,,...,U,ce UU, mit U, n...AU,€® und U,n...nU,SG, woraus
aEAd

PcE(U,Nn...nU,)=Ey(U)) N... nEy(U,) S Ey(G) folgt. EW(U,)N...nEy(U,) ist
eine beziiglich ©(#’) offene Menge mit der Spur U, n...nU,. Nach Definition
des Operators Oy gilt E(U, n...nU)EO0u(U,n...nU,)E 0y(G), also
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@D € 0)(G). Damit ist Ey(G)Z 0y(G) gezeigt. Es sei jetzt ®P€0yA(G), PE Fy.
Da 0, (G) beziiglich ©(%’) offen ist, existieren U,, ..., U, € U U, mit ®€ E(U,) ...

x€A
. NEy(U)E0x(G). Es folgt U, n...nU, P und U,n...nU,EG, also GEP
und @€ Ey(G). Folglich gilt auch 0,.(G)E Ey(G). Aus der eben bewiesenen
Gleichung Ey(G) = 0yAG) fiir G€1(%) ergibt sich, daB %’ eine topologisch strikte
Erweiterung von # ist, denn nach Definition von ©(%’) ist {EW(U)|U€U,, a€ A}
ein Erzeugendensystem von t(#’) und wegen der endlichen Durchschnittstreue
von Ey ist {Ey(G)|G €1(%)} eine Basis fir ©(%’).

Fiir #(%’) gilt das T,-Trennungsaxiom. Sind x, yé M mit x# )y, so existiert
eine beziiglich ©(#) offene Menge G, die einen der beiden Punkte x, y enthilt, den
anderen dagegen nicht; dann ist E,(G) eine ebensolche Menge, die beziiglich ©(%’)
offen ist. Im Falle @ ¢ F;, und x € M existiert nach Definition von Fy eine beziiglich
(%) offene Menge G, die in einem der beiden Filter @, 7, (Umgebungsfilter von x)
enthalten ist, im anderen dagegen nicht. Ey(G) ist dann eine beziiglich 7(%’) offene
Menge, die genau einen der beiden Punkte @, x enthilt. SchlieBlich seien @, @, € F,
mit @, ®,. Da ®,, ¢, verschiedene beziiglich (%) offene Filter sind, existiert
eine beziiglich 7(%) offene Menge G, die in genau einem der beiden Filter @, @,
enthalten ist. Ey(G) ist dann eine beziiglich 7(%’) offene Menge, die genau einen
der beiden Filter enthilt.

SchlieBlich zeigen wir, dafl %’ fundamental vollstindig ist. @ sei ein Funda-
mentalfilter beziiglich %’. @ enthilt also zu jedem x € A ein Element U, von Ey(11,).
Die Elemente U,(x€A) erzeugen einen Filter ¥’. ¥’ ist ein E,()-Filter. Man
zeigt leicht, daf} die Spur ¥ von ¥’ ein U-Filter ist. Es ist also ¥ € Fy, oder ¥ gleich
dem Umgebungsfilter eines Punktes x¢ M. In beiden Fillen ist {E,(X)/X¢<¥}.
Basis des Umgebungsfilters beziiglich ©(#’) von ¥ bzw. x. Dieser Umgebungs-
filter ist groBer als ¥’. Ist ndmlich Ey(X)(X€Y¥) ein Element des Umgebungs-
filters von ¥ bzw. x, so existiertein X" €Y mit M nX'SEX, MnX'€¥, denn ¥ ist
die Spur von ¥’. Da ¥’ ein EyQ)-Filter ist, darf X" dabei als Durchschnitt
E U)n...nE(U) (U,, ..., U,e U U,)angenommen werden. Dann wird M nX’=

a€Ad
=U;n...nU,EX und Ey(MnX')=Ey(U,)n... nEy(U,) S Ey(X). Folglich ist
Ey(X) Element von ¥, Nun ist @’ feiner als " und daher feiner als der Umgebungs-
filter beziiglich 7(U’) von ¥ bzw. x. Mithin konvergiert @” beziiglich t(%’).

3.2: Zu jedem Reprisentanten W einer Uberdeckungsstruktur % auf M, deren
unterliegende Topologie dem T,-Axiom geniigt, existiert eine fundamental
vollstindige, topologisch strikte Ty-Erweiterung Ey(¥) von .

Bemerkung: Ist B der volle Reprisentant von %, so besteht Fy aus den simt-
lichen beziiglich (%) offenen Fundamentalfiltern von %, die von den Umgebungs-
filtern der Punkte x € M verschieden sind. Es ist dann M UF,EM UFy und die
©(Ey(%)) unterliegende Topologie ist gleich der Spur von t(Eg(#%)) auf MUF,.
Wir bezeichnen Ey(%) mit V(%) und nennen V(%) die maximale T,-Vervoll
stindigung von 7.

Un die Existenz einer uniform strikten Erweiterung zu zeigen, fiihren wir-
folgende Konstruktion durch: # sei eine Uberdeckungsstruktur auf M und (%)
eine Ty-Topologie. Statt F, legen wir die Menge F, aller %-Filter zugrunde, die
von den Umgebungsfiltern aller Punkte x€ M verschieden sind. Offenbar ist F,
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gleich dem Durchschnitt aller Mengen F,, wobei U alle Repriasentanten von #
durchliuft. Aus dieser Bemerkung folgt sofort, daB bei jeder Wahl des Repriisentanten
U={U,|zc A} fiir jedes a€ A die Spur von Ey(U,) auf M”=MUF, eine Uber-
deckung von M” ist. Den auf M"” eingeschrinkten Operator E, bezeichnen wir
mit E,, also E,(X)=Xu{® ®cF,, Xc®} fir XS M. Fiir jeden Reprisentanten
U von % erhalten wir so die Erweiterung E, (1), die Spur der Erweiterung E,(1I)
auf M”. Die Spur von E, () auf M ist wieder . B ={B,|f¢ B} sei ein weiterer
Reprisentant von #. Zu jedem f¢ B existiert ein x€A4 mit U, <B,;. Dann folgt
leicht aus der Monotonie von E,, daBl auch E,,)= E, ;) gilt. Aus Symmetrie-
griinden sind daher E,(M) und E,(R) dquivalent. Die unterliegenden Topologien
1(E,(W)) und t(E,(B)) sind die Spuren von 7(£y(2)) und t(E,(B)) auf M”. Es
sei G” offen beziiglich 7(E,(2)) und x"€G”. Dann existieren U,, ..., U,€ U U,
acA
mit x"€EL(U)N...nEx,(U)SG". Ist x"eM, so ist x"€U,n...nU,.
EJU))N...NEy(U,) ist offen beziiglich 1(Eg(B)) und die Spur auf M” ist
mit  E(U,)n...nEy(U,) identisch, also beziiglich 7(E4(8)) offen. Sei nun
X"=®cFy,. Dann ist U=U,n...nU,eP. Da & ein -Filter ist, existieren
Vi V,EUBmit Vin...nV,edVin...nV,SU. Bsist D€ Eg(V, n...nV,) S
BERB

CEAU)SG" und Ey(V n...nV,)=Eu(V,)N... nEg(V,) die Spurvon Eg(V;) ...
..nEg(V,) auf M”, also beziiglich t(£,(8)) offen. G” ist daher auch beziiglich
E ,(B) offen. Aus Symmetrie-griinden folgt, daB £,(2) und E,(¥B) sogar T-dquivalent
sind. E,(U) definiert daher unabhédngig vom gewihlten Reprisentanten auf M”
eine Uberdeckungsstruktur %” und %" ist eine uniforme strikte Erweiterung von %.
Die %” unterliegende Topologie 7” ist die Spur von t(Ey()) auf M”. %" ist
daher eine T,-Erweiterung von #. Analog wie im Falle der Erweiterung E,()
zeigt man, daB #” schwach fundamental vollstindig ist. Man hat nur zu beriick-
sichtigen, daB #” eine uniforme strikte Erweiterung von # ist und daB unter
dieser Bedingung die Spur eines % ”-Filters ein %-Filter ist. Wir bezeichnen diese
Erweiterung #” mit V°(#), die T,-Vervollstindigung von #.

3.3:  Zu jeder Uberdeckungsstruktur % auf M, deren unterliegende Topologie
dem Ty-Axiom geniigt, existiert eine schwach fundamental vollstindige,
uniform strikte Ty-Erweiterung V().

3.4: U sei eine _topologische strikte Ty-Erweiterung von . Dann existiert eine
beziiglich ., V() gleichmapig stetige und beziiglich ©(U), W(V3U)) topolo-
gische Abbildung von || in |VYU)|, welche die Punkte von |%| festldpt.

Bewers. (M, T') bzw. (M,T) seien die % bzw. % unterliegenden topologischen
Riume und U ={2,/x € 4} der volle Reprisentant von %. Der unterligende topolo-
gische Raum der maximalen 7,-Vervollstindigung V%) sei (M’, T’) also
M’ =M UF,. T; sei der Umgebungsfilter eines beliebigen Punktes $¢ M bzgl T.
Fiir ¥€ M ist die Spur von 75 auf M der Umgebungsfilter 7; von & beziiglich 7.
Fiir £< M — M ist die Spur ®; von T; auf M ein beziiglich 7 offener Fundamental-
filter von %, also ®@;€ Fy. X - ®; fir X¢ M — M und XX fiir € M definiert eine
Abbildung S von M in M’ mit S(¥)=x fiir €M und S(M —M)EFy. — S ist
eineindeutig. Es sei %, y € ¥ — M und ¥+ j. Dann existiert nach dem 7,,-Trennungs-
axiom und wegen der topologischen Striktheit der Erweiterung % eine beziiglich



328 W. Rinow

T offene Menge G, so daBl etwa gilt ¥ €0y4(G) und 74 Ou(G). G liegt in der Spur
@; von T;. Angenommen G liege auch in der Spur @; von T‘ Dann existiert ein
l7€ T; mit M AV SG. Hieraus wiirde VS Oy (M mV)CO“(G) im Widerspruch zu
74 Oq(G) folgen. — Es sei S(¥)€ Ey(G) fiir ein ¥¢ M und ein G 7. Ist 3¢ M, so
ist X€G, also £€0u(G). Ist XM —M, soist S(¥)= ;¢ Ey(G), mithin G d;.
Es glbt ein V€ T; mit M AV S G. Folglich gilt xGVCOu (M V)< 04(G). Damit
ist STYEWG))= OM(G) fiir jedes G € 7" gezeigt. Da {Ey(G) G¢ T} und {Ox(G)GeT)
Basen fiir 77 bzw. T sind, folgt hieraus unmittelbar, daB S lopologxsch beziiglich 7,
T’ ist. — B = {$ﬂ|ﬂ€B} sei ein Reprisentant von # und B ={B,/f ¢ B} die Spur

von B auf M. Dann ist B ein Reprisentant von # und B=0g4(B). Nun gilt
“YE(|UeW)={0x(U)| U} =0zQ,) fir acA. Zu « existiert ein fcB
mit B, <U,. Hieraus folgt B, =O05(B,;)=05z,): d.h. § ist gleichmibig stetig.

3.5: U sei eine uniform strikte Ty-Erweiterung von 4. Dann existiert ein uniformer
Isomorphismus beziiglich U, V°(U) von U in |[VU).

BEwEIS: Wir verwenden dieselben Bezeichnungen wie im Beweis des vorigen
Satzes. Fiir jedes ¥¢ M ist Tg ein #-Filter. Da % uniform strikt ist, ist die Spur
von T ein #-Filter. Im Falle € M ist dies klar. Ist € M — M, so ist die Spur von
T: gle:ch Pz € Fy. B={B,/fc B} sei ein beliebiger Reprisentant von #. Dann ist
Ou(B) ein Reprascntant von #%. T; ist durch Elemente von U 0"(‘13,,) erzeugbar.

Hieraus folgt, daB ®; durch Elemente von U ‘Bﬂ erzeugbar |9t Es gilt daher &;=

= S(X) € Fy € Fy. Die Spur von (Vo)) auf Mui*,, ist gleich r(V"(U)J Mithin
ist S eine bezughch y i r(V°(4}']) topologische Abbildung von M in |Vo(#%)|. B=
={B,|f€ B} sei ein beliebiger Reprisentant von #. Dann ist Ox(B) bzw. £,(V)
ein Reprisentant von % bzw. V%), und es gilt: {S™Y(EuV))VeB,)=
={0z(V) Ve, fir fe B, woraus unmittelbar folgt, daB S ein uniformer Isomor-
phismus ist.

4. In diesem Abschnitt konstruieren wir eine 7',-Vervollstindigung. Wir gehen
von einer.schwach regularen Uberdeckungsstruktur i'/ auf M aus. Die unterliegende
Topologie t(#) sei eine T,-Topologie. Fg bezeichne die Menge aller schwachen
Sternfilter beziiglich %, die beziiglich ©(%) nicht konvergieren. Dann ist FgC F,,.
Es sei Eg(X)=Xu{®|P€Fs, Xe P} die Einschrinkung des Operators £, und
damit auch E, (1 Repisentant von %) auf M u Fg. Es ergibt sich, wie bei der Kon-
struktion von V°%), daB Eg(ll) unabhingig vom Reprisentanten M €% eindeutig
eine Uberdeckungsstruktur %’ = Eg(%) auf M U Fg definiert und daB %’ eine uniforme
strikte 7,-Erweiterung von # ist. Wir behaupten, daB %" schwach regulir ist.
Es sei @#¢c Fg und ®<G’, wobei G” beziiglich ©(%”) offen ist. Da %’ uniform und
damit auch topologisch strikt ist, existiert eine beziiglich ©(#) offene Menge G mit
PeE(G)SG". U={ll,jac A} sei ein Reprisentant von #. Da & ein schwacher
Sternfilter ist und G € @ gilt, existiert ein 2€ 4, so daB aus Ucll, und U€ & stets
UCS G folgt. Also folgt aus Eg(U) € Eg(U,) und @€ Eg(U) stets E(U)S E{(G)EG.
Im Falle x € M zeigt man ganz entsprechend, dafl aus Eg(U) € Eg(2,) und x € Eg(U) stets
Eg(U) € G’ folgt. Fiir jeden Punkt x” ¢ M U F und jede beziiglich 7(#”) offene Menge G*
mit x" € G” existiert daher ein € 4, so dafl der Stern von x” beziiglich Eg¢(ll,) in G*
liegt, d.h. %" ist schwach regulir. Mithin ist ©(%") eine schwach regulidre 7,-Topologie.
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Jede solche Topologie ist bekanntlich eine 7',-Topologie. — %" ist stark vollstindig.
Es geniigt zu zeigen, daB jeder schwache Sternfilter ¥’ beziiglich %" konvergiert.
¥ sei die Spurvon ¥’ auf M und X< ¥. Dann existiert ein X' € ¥ mit MnX'SX
und ein x€ A4, so daB aus Eg(U)€Es(U,) und Eg(U)e Y’ stets Eg(U)E X’ folgt.
Ist nun UeU, und U< Y, so folgt Eg(U)€ Eg(U,) und MnY S U fiir ein offenes
Y’ €W¥’. Hieraus ergibt sich YSE(MnNnY’')S E{(U) also Eg(U)€Y¥” und somit
Es(U)S X’. Dann aber gilt US MnX' S X. ¥ ist folglich ein schwacher Stern-
filter beziiglich . Wenn ¥ nicht beziiglich (#) konvergiert, so ist ¥ € Fg. Wenn
aber ¥ beziiglich (%) konvergiert, so ist ¥ nach 2.7 mit dem Umgebungsfilter
eines Punktes x€ M identisch. Wie im Falle der Erweiterung Ey(#%) schlieit man,
daBB ¥ gegen ¥ bzw. x konvergiert.

4. 1: U sei eine schwach regulire Uberdeckungsstruktur auf M, deren unterliegend e
Topologie dem T,-Trennungsaxiom geniigt. Dann existiert eine stark voll-
stindige, schwach regulire, uniform strikte T,-Erweiterung V(%) von .

4.2: U sei eine stark vollstindige, schwach regu!are, uniform strikte T,-Erweiterung
von %U. Dann existiert eine beziiglich U und Vo) gietchmaﬁfg stetige und

beziiglich 1(#), W Va(%)) topologische Abbildung S von | in VW), mit
S(x)=x fiir xé M und |V ()| S S(M). Uberdies ist S ein uniformer Iso-

morphismus von ."M auf |V(%).

Bemerkung: Aus 4. 2 folgt durch Vergleich mit Theorem 1 und 2 aus Morita
[1,11], S. 167, daB die durch einen transfiniten ProzeB erzeugte Vervollstindigung
von Morita uniform isomorph in |[V'(%)| unter Festhaltung der Punkte von |%|
abgebildet werden kann.

BEwEls. # sei nunmehr eine beliebige, stark vollstindige, schwach regulire,
uniform strikte 7,-Erweiterung von #. (M, T') bzw. (M, T) seien die unterliegenden
topologischen Riume. Wir betrachten wieder die im Beweis von Satz 3. 3 definierte
Abbildung S(%)=@; fiir ¥¢ M — M und S(%)=* fiir € M. ®; war dabei die Spur
von T;. Dannist @;¢ Fg, wobei B der volle Reprasentant von % ist, und S ist eine
beziiglich (%), (V"(J?l)) topologlsche und beziiglich 7, V"(iz) gleichmiiBig stetige
Abbildung von M in Vo#). Es sei WeFs, also ¥ ein schwacher Sternfilter.
{04(G)GEY, Ge T} erzeugt einen Filter ¥ auf M. Zu jedem X¢ ¥ existiert ein

GeY, GET mit Ozg(G)S X. Sei nun II—{II |x€ A} ein Reprisentant von % und
U={U,|xc A} die Spur von I auf M. Dann existiert ein ¢ 4, so daB gilt: Aus
Uell,, UeY folgt USG. Ist nun €U, und U € P, so folgt zuniichst T nMell,.
Ferner existiert ein VeW, VeT mit Og(V)SU, also VEM U und mithin
UnMEW. Es ist daher 0AMCSG und U< 00 nM)S 03(G)S K. Folglich
ist ¥ ein schwacher Sternfilter beziiglich #. Wegen der starken Vollstindigkeit
von % konvergiert ¥ gegen ein ¥¢ M und wegen der Minimaleigenschaft von ¥
ist ¥ = T;. Die Spur von ¥ ist daher gleich @;. Zu jedem X € ®; gibt es GEY, GET
mit MnOz(G)=GESX. Alsoist ;S V. d>- ist ein Fundamentalfilter und ¥ ein
schwacher Sternfilter. Mithin gilt sogar ¢;=1Y.

Es gilt daher M uUFsC S(M). Uberdies ist fiir ¥¢ M — M die Spur &% von
T; ein schwacher Sternfilter beziiglich %. Denn ist B ={B,|p € B} ein Repriisentant
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von 4, so ist O5(B) cjn Reprisentant von #. Ist ferner X € @;, so existiert ein X¢ 75
mit M XS X. Da % schwach regulir ist, gibt es ein f¢B, so daB der Stern von
% beziiglich der Uberdeckung Og(B,) in X liegt. Aus Ve B, Ve @; folgt Og(V) e T;
und daher %€ O0g(V)S X sowie VS M AL X. Es ist somit in diesem Falle sogar
S(M)=M UF,, und es folgt aus friiheren Uberlegungen (sieche 3.5), daB S ein
uniformer Isomorphismus ist.

4.3: (M, T) sei ein Ty-Raum und eine strikte Ty-Erweiterung des Ty-Raumes
(M, T). Dann existiert auf M eine mit T vertrigliche Uberdeckungsstruktur
U und eine topologische Abbildung S von M in |VAA)|, die die Punkte von
M festlipt. Ist (M, T) ein T,-Raum und eine strikte T,-Erweiterung von
(M, T), so existiert eine mit T vertrégliche schwach regulire Uberdeckungs-
struktur U und eine topologische Abbildung S von M auf V(%) die die
Punkte von M festlift. V(%) ist dabei sogar fundamental vollstindig.

BEwEss. = {fI,|x€A} sei das System aller offenen Uberdeckungen von
(M, T). W ist nach 1.7 und 2. 11 der volle Repriisentant einer fundamental voll-
stindigen mit 7 vertriglichen Uberdeckungsstruktur %. Die Spur von U bzw.
U sei U={U,xc A} bzw. %. # ist eine fundamental vollstindige, topologisch
strikte 7,-Erweiterung von %. Aus 3. 4 folgt der erste Teil der Behauptung. — Wir
zeigen nun, daB es zu jedem x€ A ein o’ € A gibt, so daB Og5(U,) <, gilt. Es sei
o€ A vorgegeben. Dann gibt es zu jedem x€ M ein Gz €T, so daB O;(G;) in einem
Element von 1l liegt; denn die Erweiterung (M, T) von (M,T) ist strikt:
{05(Gz)|% € M} ist eine offene Uberdeckung von (¥, T), also gleich einem Element
U, von . Die Spur von M, ist U, ={G;|¥c M} und es gilt OgQ)=10, <1I,.
B ={B,|f € B} seiein beliebiger Reprisentant von #. Dann gilt nach einer Bemerkung
in Abschnitt 3 ‘5[4:0;,(%) und jedes Oy (B,) ist eine offene Uberdeckung von
(M, T). Andererseits gibt es zu jedem €A ein 2’ €4 und zu o’ €A ein f€B mit
B, <1, und Oy(,) <10, Folglich ist 03(B,) <1,, d.h. 0,3(B) <, also Oz(B) ~ 1.
Wir behaupten, daBB O4(®B) schwach regulir ist, falls (M, T) ein 7,-Raum ist. Es
sei X€M, X€0g(V)n...n0x(V,) mit V,, ..., V“G,lg,,%" Da Og(V,)N... n0x(V,)

beziiglich T offen und % nach 1.7 schwach reguldr ist, existiert ein x€ A4, so daB
der Stern von & beziiglich 2, in Og(V;) ... n0u(V,) liegt. Zu = existiert ein o’ € 4
und zu o ein f€ B mit Og(21,) <1, und B, <1U,.. Der Stern von £ beziiglich O3(8,)
liegt wegen 0,—,(!135)-:0;,(1[()-\:1-[, im Stern von ¥ beziiglich 1,, also in Og( Vi) ...
... N0 g(V,). Nach 1.4 folgt aus der schwachen Regularitit und der Aquivalenz
von O(B) und U die 7-Aquivalenz. Hieraus folgt, daB % eine uniforme strikte
Erweiterung von % ist. Der zweite Teil der Behauptung des Satzes 4. 3 ergibt sich
somit aus 4. 2.

Bemerkungen: 1. Eine Uberdeckungsstruktur % heiBt finit, wenn sie einen
Reprisentanten M ={U,|x€ A} besitzt, so daB U, fiir jedes a€ A4 nur aus endlich
vielen Elementen besteht. Einen derartigen Reprisentanten nennen wir finit. Es
1Bt sich dann folgender Zusatz zu 4. 3 formulieren: Ist (M, T) kompakt, so kann
die Uberdeckungsstruktur U finit gewdhlt werden.
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2. Ist U eine beliebige finite Uberdeckungsstruktur, so ist t(V(#)) kompakt.
Ist nimlich B der volle Reprisentant von % und U ein finiter Reprisentant, so gilt
U B, woraus wegen der Monotonie des Operators Ey folgt, daB Ey(2) ein Uber-
deckungssystem von |[V(U)| und Eg(2) < Ey(B) ist. @ sei ein Ultrafilter auf | V(%))
Dann ist @ wegen der Finitheit von Eg(2)ein Fundamentalfilter beziiglich Eg(21)
und nach 2.1 auch beziiglich Ex(®B). Da V(%) fundamental vollstindig ist, konvergiert
@ beziiglich 1(Vo(%)).
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