Differenzierbarkeitseigenschaften
von Losungen hypoelliptischer Differentialgleichungen

Von ERICH MULLER-PFEIFFER (Jena)

Die zu untersuchenden Differentialgleichungen werden als Operatorgleichungen
Au=f interpretiert, so daB die Theorie der Differentialoperatoren angewendet
werden kann. Der zugrunde liegende Hilbertraum ist L,(E,), der Raum der im
n-dimensionalen euklidischen Raum E, definierten und im Lebesgueschen Sinne
quadratisch integrierbaren Funktionen. A4 ist der vorgelegten Differentialgleichung
entsprechend ein hypoelliptischer Differentialoperator ([S]). Die im folgenden be-
nutzte Methode, um Kenntnisse iiber Differenzierbarkeitseigenschaften von Lésungen
u der Gleichung Au=f in Abhingigkeit von der rechten Seite zu gewinnen, ist,
die Funktion f(x), x=(x,,...,x,)€E,, als Element gewisser Teilriume von
L,(E,) aufzufassen. Als solche Teilriume werden Ridume verwendet, die als Verall-
gemeinerungen der bekannten Sobolewschen Riume WI(E,) ([6]) anzusehen sind.
Die durch A bestimmte selbstadjungierte Erweiterung A von A bildet ihren De-
finitionsbereich D(A) auf einen solchen Teilraum ab und gibt gemidB Au=f den
AnlaB, sog. ,verallgemeinerte Losungen” ué D(A) zu definieren. D(A) ist in be-
stimmten verallgemeinerten Sobolewschen Rdumen eingebettet, woraus sich be-
stimmte Differenzierbarkeitseigenschaften einer Ldsung u(x) ableiten. A besitzt
nur stetiges Spektrum, dessen Lokalisierung durch die Konstruktion von Weyl-
schen Folgen bestimmt wird.

Der euklidische Raum E, wird als direkte Summe von s paarweise orthogonalen
Teilrdumen E, der Dimensionen n; dargestellt,

E, = Z@EM, e 2"]'
j=1

Entsprechend faBt man die » Komponeneten von x € E, zu s Teilmenge nzusammen

(1) X = (xl! s u) = (lxls 1X2s cey lxup 2X s ey Zxrr;v ciny Xy ey sxn,)'
Dann ist
(2) Jx=(j.\'l, ...,JX,J)GE,,J und 2$J.t=x.

J=1

Analog definiert man einen Vektor a=(2,, ..., ,), dessen Komponenten ; nicht
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negative ganze Zahlen sind, und benutzt zur Abkiirzung Multiindizes ([4, S. 4]):

x4 = (11, sesy d") — (1“1, 1“2, assy 11,,', 2“1, “ssy ZC(M, ’al‘. seny ,1,,. N

(3) n
2= (s s s |l = gl oyt

Damit definiert man

Xt=x7... xg
und die Differentialoperatoren
. A, s il e« I D T
Xk ‘- 3xk ] == A) eenpn il — il et TN | b ok ..‘xnj’

mit deren Hilfe auf der linearen Menge C5’(E,) der in E, finiten Funktionen folgende
Norm gebildet wird ([5]):

) ueCs(E), Nt = 3 3 ID#ul?.

J=1 |a|=l
Dabei sind die /; nicht negative ganze Zahlen, und |-|| ist die Norm des Raumes
L,(E,). Das Symbol [n, I; 5] ist eine formale Abkiirzung fiir das Indexbild L‘ il .

.
n und / kénnen also in diesem Zusammenhang auch als Vektoren n=(n,, ..., n,)
und /=(/, ..., /;) interpretiert werden.

Die Normen |+||,.1.5; und |+|| sind koordiniert ([3]); das bedeutet, daB jede
Fundamentalfolge von Funktionen aus Cg’(E,) in der Metrik der Norm |+, .4}
die Nullfolge in L,(E,) ist, sich auch als Nullfolge in der Metrik |- ||, ;5 erweist.

Das zeigt folgende Uberlegung.
{“m}mﬂ 1,2,...7 HME Can (En)’

sei eine Fundamentalfolge in der Metrik ||+||gy 1, fir welche lim |u,|| =0 gilt.
Dann ist {D7u,,},=4.,... wegen
D2 ul| = ||t n,1;57

eine Fundamentalfolge in L,(E,), die gegen ein Element w ¢ L,(E,) strebt. Fiir jede
Funktion ¢ € Cg(E,) gilt vermdge partieller Integration

J@ru)pdx = (=) [u,(D=g)dx,
En E,

woraus durch Grenziibergang f we dx =0 folgt; das bedeutet aber w=0. Aus
En

lim | D= u,|| = 0
folgt dann sofort .
lim "um”[n,i';s] =0.

m-—=oco

Die Vervollstindigung der Menge Cg(E,) in der Norm ||+||,.;; kann somit in
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den Raum L,(E,) eingebettet werden. Die Vervollstindigung fiihrt zu dem Hilbert-
raum W, . (E,),

u/["-f:s](gn) = LZ (Eu)’

der bei den folgenden Uberlegungen als Grundraum gilt.

Gebraucht wird weiterhin die lineare Menge S(E,) der .,schnell fallenden”
Funktionen ([4. S. 18])
(6) S(E,) = {9l c C~(E,), = |x*DP | = o=}

In (6) sind « und f beliebige Multiindizes. Es gilt folgender
Hilfssatz 1. S(E,) liegt im Hilbertraum Wy, ,.(E,) dicht.
BewEis. Es geniigt, die Inklusion

S(E) < Win11(E.)

zu zeigen, denn es ist Cg'(E,)c S(E,) und Cg'(E,) liegt in W, . (E,) dicht. Wenn
Y(x)€ S(E,) ist und x(r) durch

1, 0=:=1
7 ) =10, 2=¢

€ C([0, ==))

definiert wird, so bilden die finiten Funktionen

b =2y =12

eine Fundamentalfolge im Raum W, ;;(E,), was im folgenden gezeigt wird.

H

| 3 e Duy(d).D [Z[“:_]]_"[%Im

| j@+ y0=ja

®) 1D, (x) — D2y, (x)|| =

In (8) sind bei der Summation alle Mdglichkeiten zu beriicksichtigen, den Vektor
=%, .., j#,;) als Summe der Vektoren

€= (@155 jn) und ;0 = (;0y, ..., ,0,)
O=,0.=0, joatjoa= 05 A=1..,n)

darzustellen. Auf der rechten Seite der Gleichung (8) verschwindet jeder Summand
fir |x|=min (v, p), so daB fiir groBe Indizes v, u die rechte Seite beliebig klein
wird, da ¥(x) zu S(E,) gehort. Somit folgt

hm “'nbv = l)‘l.t.l"[m,l;.s'] o 0'

V, i~ 00

In W, .,(E,) strebt {i,} gegen ein bestimmtes Element y*, welches wegen

“'Pv" d’*" = H'ﬁv . lVII[...:;n
auch Grenzelement im Raum L,(E,) ist. Aus ,].i.'ll [y, =¥l =0 folgt dann ¥ =¥*,
was Y € W, 1.(E,) ergibt. Die Behauptung ist damit bewiesen.
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Hilfssatz 2. Die Normen |ully, ;s und

+
5 n; 1 2
lllgn,1:59 = [IIM!I2 + 2 2 I‘:Dj-i,ullz]
j=1r=1]
sind dquivalent.
Beweis. Offensichtlich gilt

”“HFn.l:s] = "ur.[[n,l;s]'

Fiir die Abschitzung in der anderen Richtung geniigt es, fiir einen beliebigen Multi-
index ;x, || =/;, und eine beliebige Funktion w€ S(E,) die Ungleichung

nﬂj 1
9) 1Dl = ey luli+¢; > 1Dy, ul
zu beweisen, wobei es unwesentlich ist, die positiven Konstanten ¢, und ¢, moglichst

scharf zu bestimmen. Die Abschitzung (9) kann mit Hilfe der Fouriertransformation

it l
(10) o) = @y fe“’“"’qo(x} dx

En

leicht nachgewiesen werden. Dazu setzen wir
é - (éls snvy C-,,) = (1619 ey lénp 2:1; "oy 2§u2; sesy sél’ ey sén,)

(1)

J%r

- ¥ < 1 4 -l
S = (JCI' ...,_,-éj,u), !.jgiz — jlrjér.[zs jgﬂ = {Tl jér .

Fiir jeden (reellen) Vektor ¢ und hinreichend groBe ¢, und ¢, gilt die Abschitzung
|62 = [;€41 ... Ijsznj!’_:"J = |£|* = ¢, + |6l =
(12)
=+ ([l + . +16a, ) = e+ + oo+ 80,1Y)
Da die Fouriertransformation (10) eine isometrische Abbildung vermittelt
([1, S. 78]), erhdlt man mit Hilfe von (12) die gewiinschte Abschitzung

|Dmul = | Dru)| = 1,E~7] = ¢4 7] +c Z 1,63 =

= ¢,|lull + ¢, éj HDji,“"-

Wir haben AnlaB, den Vektor x € E, auf eine zweite Art zu zerlegen:

X = (xl! Xy eeny xn) = (Txls "'$T-ri,’5xl g sany Exigs iy lxi‘)’

(13)

n=Rpt i, X=X e X
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Entsprechend wird

A 28,
ﬁ == (ﬁl! “'lﬁn)’ Eﬁ = (jﬁls sevy Eﬁﬁ,‘)'» DE‘G — 1_7[ D:x,.’
E=1(81s-sCn) = (€15 -+os TCay23C1 s ++v9 3Cazs w++2 1515 ++v3 1SR
-ﬂ' ‘.ﬂ firc ﬂr
(14) = it p ki 3 = gl;zf :

Bl = Gi+...+:82), k=1,2,..,¢

gesetzt und der Differentialoperator

(15) Ay =1 ﬂ|2; ag DY, D(4)) = S(E,),
K =2my

definiert. D(A,) ist das Definitionsgebiet von A,. Die Koeffizienten Ay sind reelle

Konstanten und so gewihlt, daB fiir jeden reellen Vektor ;¢ die Bedingung

(16) S ayil® = clgl]2m™, a>0, k=1,...,¢t
B =2m

erfiillt ist. Nach F. E. BROWDER ([2, S. 28]) heiBt ein solcher Operator gleichms Big
stark elliptisch.

Unser eigentliches Interesse gilt aber dem hypoelliptischen Differential-
operator ([5])

(17) Rl 17\ ST A
k=1

der fiir alle (reellen) Vektoren ¢ die Bedingung
1

(18) A =3 J agt¥=cs>0

k=1 |lﬂ|"¢'2llk

erfillen moge. Dann gilt folgender
Satz 1. A ist positiv definit in W, . (E,).

BEWESS. (AU, o1y = 5 3 (AD#u, D) =

Jj=1 |ja|=l;

=2

5 g —_—
aﬂ,é‘ D2y, Diry| =
=1 |jal=ly \k=1 |gB|=2my

1
=co 2> 2 ID=ul|? = collulld,.s-

i=1 |zl =l

Satz 2. A ist auf S(E,) wesentlich selbstadjungiert.
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Beweis. Dazu zeigen wir, daB der Wertebereich R(4) von 4 in W, ,.,(E,)
dicht liegt. Nach Hilfssatz 1 liegt S(E,) in W, ,.(E,) dicht, so dal} Satz 2 bewiesen
ist, wenn nachgewiesen werden kann, daB die Losung u der Differentialgleichung
Au=fin S(E,) liegt, sofern f zu S(E,) gehort. Das laBt sich mit Hilfe der Fourier-
transformation leicht verifizieren. Die Fouriertransformierte f von f liegt in S(E,),
da diese Menge bei der Fouriertransformation auf sich abgebildet wird. Die Inverse
der Fouriertransformation, die durch

(19) P(x) = (ZT:W fe“x'nfp(f) d¢

En

definiert wirg, hat dieselbe Eigenschaft, so daB} mit f auch fund deshalb wegen (18)
f

auch ﬁ=;{(-¢—) in S(E,) liegt. Aus A(&i= f entsteht durch Fouriertransformation
ATi = f, womit gezeigt ist, daB die Losung v =i ebenfalls in S(E,) liegt.

Der aus A durch AbschlieBung entstehende Operator A ist also selbstadjungiert;
sein Wertebereich R(A) ist mit W, ,.,(E,) identisch,

R(’Z) - ufl{n,!;s](Efl)‘

Der Definitionsbereich D(A4) von A entsteht aus D(4) = S(E,) durch AbschlieBung
in der Metrik der energetischen Norm

(20) Iul2 e "u"[zu,l';s]-[' "Au”[zl,l;s]-
D(A) soll im folgenden niiher bestimmt werden. Zu diesem Zweck beweisen wir den

Hilfssatz 3. Aus den Bedingungen (16) und (18) folgt

(1) 40D = 3 apt? =cllggl™, d>0; k=1,..,t
liﬂlé‘a‘lm:

Beweis. Fiir hinreichend groBe [(¢| (|gé] =g, gilt

Cr i »

Fiir solche Vektoren ;£ gilt dann auch

s - Sk
Z‘ a &% = k| E|2m,
P 2

In der Kugel [z£|= g, ist nach der Bedingung (18) A(¢)=c,. (man setze in
(18) alle Komponenten von ¢ bis auf ¢, , ..., (&, gleich Null). Wihlt man also

4 C
cx = min [2'5 0095“‘*].

so folgt die Behauptung.



Differenzierbarkeitseigenschaften von Losungen hypoelliptischer Differentialgleichungen 57

Wenn l'l'lll'l ¢, = C gesetzt wird, folgt aus (21) durch Summation iiber k

I
(22) A@) = C 3 ™,  C=0.
k=1

(22) wird in der folgenden Abschitzung benutzt. Wir verabreden an dieser Stelle,
daB positive Konstanten, deren numerische Bestimmung unwesentlich ist, generell
mit C bezeichnet werden sollen. In diesem Sinne gilt die folgende Abschitzung,
wobei u€ S(E,) sei:

Iulz = ”un[zll,l;s] + ||A""[2n,:;s] C[”“H[u 1;s5] + HAul"[nl s =

{I!~|!2+ Z > IID,x,(Au)lt’} =

J=1lr=

s
(23) = C{Ilu'||2+ 2

|

s nj| 1 -
=cliar+ 3 3|z 3w}
Jjm=1 ra= -

Es folgt die Abschiatzung nach oben, wobei wieder Hilfssatz 2 verwendet wird

|u|2 = C{"u"[nl Sk nAu"[ﬂ Iy —

= C{I!ullz+ Z Z | D%, ull? + || Aul> + Z Z ]!DJ;,(Au)llz} =

j=1r=1
[|2

2': Z a;ﬁ C‘ﬂ] u ll

k=1 |8l =2m
2
| <

= C{Ilﬁllz-!- =Zsl éi I!;éi’ﬂl”H[ké'l lzi]"""]ff

+

= Cliapp+ 3 3 jevar+

s

+22“{ 1

jm1lr=]

T
Al oA
f.':‘[Z 2 a;gf*]u
k=1 pf|=2my

2

|

Die Fouriertransformation (10) und ihre Inverse (19) werden durch lineare
Operatoren F bzw. F~1 ausgefiihrt. Beide Operatoren sind zunichst auf S(E,)
erklirt. SchlieBt man sie ab, so fillt ihr Definitionsgebiet jeweils mit dem Hilbert-
raum L,(E,) zusammen. In diesem Sinne kann also jedes Element u¢€L,(E,) der

Fouriertransformation unterworfen werden. Vergleicht man die Abschitzungen
(23) und (24), so kann folgender Satz ausgesprochen werden.

p [ > |;¢|2~~] a
k=1

s ny| ' 2
+2 2l > r;¢|2~~]a|}£0{nun=+ b
j=1r=1 k=1 j=1r=1
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Satz 3. u gehort genau dann zu D(A), wenn

t
A [ Z k€| ""“] ucLy(E,)

fiir alle j(1=j=s) und r(l1 =r=n) gilt.

Die Darstellungen von n = ny+n,+...4+n, und n = i, +n,+ ...+, von
n definieren zwei Zerlegungen

Eﬂ e E ®Ell;
j=1
und
t
EPI = Z ;‘:BEﬂk

von E, und entsprechend zwei Zerlegungen

(ls n,ng+ny, ...0n+... +n, = n)
und
(]s ﬁ[»ﬁl"'ﬁz, raey ﬁl+...+l_l"=.ﬂ)

des Intervalls [1, #n]. Die Summe dieser Zerlegungen definiert eine neue Zerlegung

.
L, a,d+iy, .. ,.+..+7,), E,= 2 &L,
=1

Das Indexbild

booosdy .
NG In, 135}

von Wy, ;.(E,) definiert eine Funktion iiber dem Intervall [1, n], die in den diskreten
Punkten 1, 2, ..., n erkldrt ist und die s Werte /,, ...,/ annimmt. Entsprechend
definiert das Indexbild

2m, 2m, ... 2m
i Agiiie n,

= [n, 2m; t]

eine solche Funktion. Die Summe dieser Funktionen wird durch das Indexbild

2m,+1; ...2m+1, A I,

e - ‘al...:1p=[ﬁ’l“"]
dargestellt. Wir schreiben
@ Dl I 2m bl g s e, 2m 0 = 1 1

ny..n, TR | 8 Ay ... A,
Die so definierte Summe fiihrt zu dem Hilbertraum

l"”I':n 1;s1+[A,2m; l](En) = [i I p](En)’
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der in W, ,.(E,) eingebettet ist. Setzt man in (23) die Abschidtzungen nach unten

weiter fort, so erhilt man
: 2

o = {

(26) ._____ C{ll“r‘) 2m1+f1 .n 2+ + i.;flﬂl]+'] + + pél”‘l‘f‘l | } —
~C{uu||2+ DI TP+ o+ D3l = Cllufagip

Das bedeutet aber, daB D(4) in W i ,(E,) enthalten ist.
Es gilt dariiber hinaus folgender

Satz 4.
u/lrﬁ,‘;: rl (En)

Pyooifh

‘.I nnn"’

ist der Durchschnitt aller W-Rdume W, . ,(E,), die D(A) enthalten, [v, u; r] =

Beweis. Jeder Raum W, ,.,((E,) kann in der Form W, _; (E,) geschrieben
werden, wobei die 2 mit den u und v wie folgt zusammenhingen:

Ay = Hyy Ay =l ey Ay = ey Aygy = H2seees Ay gy = Has oens
@7 i~ g =iy : Hy +'1 M2 +v; — H2
Aﬂ—"r+l = #‘., cruy A“ = “ro
Der Durchschnitt der Riume W, _; (E,) und W, ., (E,) ist offenbar W, . (E,),
wobei o; =max (x;, 4,) ist (i=1, . ) Wi (E) enthalte D(A), und

Wi p (E)
sei in W, ; (E,) nicht enthalten. Dann ist der Durchschnitt
Wi ... (E) = Wi, . . (ED N Wi (B,
der D(A) ebenfalls enthilt, echt in
Wni:n(E) = W7, .1, (E)

1. ip

enthalten. Es existiert also ein 1; (1 =j=n), das gréBer als die entsprechende Zahl
2m,( 7 +1lg(jy 1st, woraus folgt daB W, .(E,) die Menge D(A) nicht enthalten kann,
wie folgendes Beispiel zeigt. Wir definieren das Gebiet

_ o Q;={&|&l =1 fir k#j und 1=¢;<}
und die Funktion
C—ZMu(,n lgen— 1 wenn EGQ;
0©= {0, sonst.
Wie man leicht sieht, gehort die Fourierinverse F“[{‘}(é)]=U(x) zu D(A)
(vergl. (26)), dagegen nicht zu W;; .(E,).
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Im Falle /,=...=L=I/ und 2m;=2m,=...=2m,=2m ist der Sobolewsche
Raum Wi(E,), der iiblicherweise mit WJ(E,) bezeichnet wird, der Grundraum,

und der Differentialoperator 4 hat die Gestalt
(28) A — Z aﬁDﬁ.

B1=2m

Die Gleichung (25) heit dann l:+2:;:! = 2m+!’ so daB D(A)c W,,,.(E,)
n

gilt. Andererseits folgt mit Hilfe von (24) die Abschitzung
uf = C{iIﬁII’+ Z; Iléilé'z”'ﬁllz} =

C{liﬁ1|2+ gl Iléf““ﬁilz} = Clull3m+1>
so daB folgender Satz bewiesen ist.

Satz§. Im Falle |, =...=l,=1 und 2m, = ... =2m,=2m ist
D(A) = Wy i(E,).

A ist selbstadjungiert und nach Satz 1 positiv definit, so daff der Umkehroperator
A~ existiert. Ist f€ Wy, . (E,). so folgt aus der Gleichung Au=f nach Satz 4
fiir die Losung u sofort .
u€ Wi 1:51+ 18, 2m301 (En)-
Satz 6. Es sei f€ Wy, ,(E,). Die Gleichung Au=f besitzt eine eindeutig
bestimmte Losung u, die im Raum

wEu.l: s)+[i,2m; 1] (En) = WEE.T; Pl (En)
liegt.

Bemerkung. Nach den Einbettungssitzen von Sobolew ([6]) ist die Losung
u von Au=f, wobei A der gleichmiBig stark elliptische und positiv definite Operator
(28) ist und f zu W,(E,) gehort, r mal stetig differenzierbar, sofern r durch 0=r<

<=2m+41— ; eingeschrankt ist.

Zum AbschluB untersuchen wir das Spektrum S; von 4. Die Konstante ¢,
in (18) sei das Infimum von A(&). Dann gilt

Satz 7. A besitzt keine Eigenwerte, und das stetige Spektrum Cz; von A stimmt
mit dem Wertebereich von A(£) iiberein, C; =|cq, ).

Beweis. u sei Eigenfunktion von A ugd 4 der zugehorige Eigenwert. Aus
Au=Ju folgt durch Fouriertransformation Au=Ju, d.h.

A@)u = u.

Daraus folgt aber #=0 und daher u=0.
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p gehore nicht zum Wertebereich von A(£). Da dieser mit [¢,, ==) zusammen-
fallt, gibt es ein ¢=0, so daB A() —pu=¢e=0 fiir alle ¢ gilt und wie folgt abge-
schitzt werden kann.

(A — pE)uligo sy =

|2

s nj I. t e v o
=C { S [ AR aﬂ,gl —Ji] jCi““ +
i k=1 g8 =2my

1

[ §
3 > aggf*’—p]a

k=1 |§ﬂ|§2mk

5

ny
= Ce LZ g; ;6741 + IIﬁllz} = Cllullf -

w ist also ein regulirer Punkt von A.

Liegt andererseits u im Wertebereich von A(¢), so gehort es zum stetigen Spektrum
Czvon A, Essei pu=A({). Um eine Weylsche Folge fiir u zu konstruieren, betrachten
wir eine Folge von Kugeln K, im -Raum E,, die sich nicht schneiden und bei
¢ ={ hdufen. {, sei der Mittelpunkt und &, der Radius von K, (v=1, 2, ...). Die
Funktionen

&

-

Is |§_Cv: =
1 (©) =

v

09 |§_Cv| -

Nm

werden mit Hilfe des Sobolewschen Kerns ([6]) gemittelt, wobei der Mittelungs-
radius jeweils -%"— betrage. u,(¢) sei die gemittelte Funktion von x (&) sie verschwindet

auBerhalb K,. Fiir die Fourierinversen v,(x) der normierten Funktionen

pe -1
6,8 = i,(©) { =z Z n,—ewm(é)nz}
J=1 e =l

gilt dann wegen der Isometrie der Fouriertransformation
(0,(x), 0,(X))gn,1:57 = Ova (Kroneckersymbol).
Die Menge der v (x) ist demnach nicht relativ kompakt, und es bleibt zu zeigen,
dal3

”Zl-l‘ e rv“ [n,0:5]

fiir v+ gegen Null strebt. Nach Konstruktion verschwindet die Funktion ()
auBerhalb der Kugel K,. Setzt man

max |4 (§) —p| = d,,
€Ky
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so kann wie folgt abgeschitzt werden

H Zl“, . auvv”[zu.l;s] =

[ §
[ e “gué[ﬂ -~ ﬂ] j&*0,

|2
=

=C8} > 3 806,17 = Co} ol = C3F.
=1y

j=1|

Da wegen der Stetigkeit von A4(¢) mit &, -0 auch 4, -0 strebt, erweist sich {v,} als
Weylsche Folge fiir u, so daB3 der Satz 7 bewiesen ist.
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