Bemerkungen zu einem Satz der Herren Turan und Clunie
iiber das Verhalten von Potenzreihen auf dem Rande
des Konvergenzkreises. IL.")

Von WOLFGANG SCHWARZ (Frankfurt am Main)

1. Einleitung. Sei die komplexe Zahl {, 0=|{| <1, vorgegeben; die durch
(1. 1) ®(w) = (w=0)(1={w)~!

definierte Funktion @ bildet den abgeschlossenen Einheitskreis E={weC, |w|=1}
konform auf sich ab?).

P. TURAN [6] warf 1958 die Frage auf, ob das Konvergenzverhalten von Potenz-
reihen auf dem Rande des Konvergenzkreises eine konforme Invariante sei; TURANS
iiberraschende Antwort lautete ,,nein** (man vgl, [6], [1] oder [4]).

Wir sagen, daB die Funktion f: E —C sich unter der Abbildung & , konvergen:z-
schlecht* verhilt, wenn f holomorph im Innern E° von E ist, die Potenzreihe > a,z"
von fin z=1 konvergiert, jedoch die Potenzreihe > b,w" der zusammengesetzten
Funktion f* = fo @ in

(1.2) wo =@~ 1(1) = (1+)(1+)!

divergiert. Uber TURAN hinausgehend zeigte J. CLuNIE [1]: Es gibt in E stetige
Funktionen f, die sich unter @ , konvergenz-schlecht** verhalten.

Der Verfasser verschirfte in [4] dieses Ergebnis etwas durch Beniitzung des
Satzes von BANACH—STEINHAUS — mit CLuUNIes Hilfssitzen. P. TURAN fragte in
einem Brief vom 7. 8, 1967 nach der Existenz in E stetiger Funktionen mit einem
gewissen Stetigkeitsmodul, die sich unter @ konvergenz-schlecht verhalten: Gibt es
solche Funktionen, die fiir # -0+ die Abschitzung

-1
(1.3) o(f;h) == sup |f(€®+?)—f(e?)| =0{['°g?/!z_n] ]

|3 ==, t =h

1) Uber die Frgebnisse dieser Note hat der Verfasser in GieBen am 11. 7. 1969 vorgetragen.
— Herrn K. KiRcHGAsSNER danke ich fiir niitzliche Hinweise.
) Die Umkehrabbildung zu @ wird mit &' bezeichnet.
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erfiillen ?*) TURAN erzielte das (unverdffentlichte) Ergebnis:

Es gibt eine in E stetige Funktion f mit

-1
w(fih) = Ol[log logh/%] },

die sich unter ® konvergenz-schlecht verhdilt.
Dieses Ergebnis soll zu folgendem Satz verschirft werden:

Satz 1. Sei K(h) eine positive, auf (0, n] stetige Funktion, die fiir h\ 0+ mo-
noton (beliebig langsam) gegen Unendlich strebt und der Abschitzung K(h) =

1 N i s Ly % p
=0 [log A /-4?[-] geniigt; sei weiter K(h)- [Iog m) /" fiir h,”, he(0, n]. Dann
gibt es iiberabzdhlbar viele in E stetige Funktionen f: E —~C mit dem Stetigkeitsmodul

(1.4) o(fih)=0 [K(h)v{log _h]llﬁ}— ]

die sich unter der Abbildung ® konvergenz-schlecht verhalten.

Korollar 1. Ist 0<=4<1, so gibt es iitberabzdhlbar viele in E stetige Funktionen f
mit dem Stetigkeitsmodul

=

die sich unter der Abbildung ® konvergenz-schlecht verhalten.

Korollar 2. Es gibt iiberabzdhlbar viele in E stetige Funktionen f mit dem Stetig-
keitsmodul

log log -
(1.47) (fih) =0 i

log ok

hj4n

die sich unter der Abbildung ® konvergenz-schlecht verhalten,

Bemerkung. Mit der hier verwendeten Methode kann die in (1. 3) verlangte
Abschidtzung des Stetigkeitsmoduls nicht erreicht werden, da dann die Partial-
summen der Potenzreihe fiir /* beschrinkt sind [vgl. FuBinote 3)], also im Satz
von BANACH—STEINHAUs die erste Alternative nicht ausgeschlossen werden kann

(vgl. §4).

3) Aus der Theorie der Fourierreihen weil man, daB fir eine periodische, stetige Funktion
g aus w(g; h) = o({log 1/(h/4n)}~") Konvergenz der Fourierreihe von g folgt ([7], II. 10.3;
Satz von Dini—LipscHrTz). Ist w(g:h) = O({log 1/(h/4r)}~"), so sind die Partialsummen der
Fourierreihe beschrinkt ([7], V111, 2). Diese Ergebnisse tibertragen sich auf unser Problem; stetige
Fun}ct].i'onen fmitw(f; h) = o({log 1/(h/47)}~ "), die sich unter @ konvergenz-schlecht verhalten, gibt
es nicht.
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2. Banachriume von Funktionen mit Stetigkeitsmodul. Ist /:E—~C stetig, so
wurde der Stetigkeitsmodul w( f; -) von f fir 0=h=n durch

2.1 o(fih) = sup |f(e®+P)— f(e®))|
—h%x;_::

definiert. Ist W:[0, =] —R eine gegebene, stetige, auf (0, n] positive, monoton wach-
sende Funktion mit W(0)=0, so daB W(h)/h monoton abnimmt (fiir 4,7), so ist
der Vektorraum

2.7 X, =1E~C; f stetig in E, sup ——= < c-a}

L4 : {f LA weom Wh)

mit der Norm

(2.3) 1.flly = max{|| /], ,2up ](w(f : h)W(h))}

ein Banachraum?); hierbei ist

(2.4) I.fly=sup | f(2)].
z2€E

Sei ¢CA,, der Vektorraum der in E stetigen, in E° holomorphen Funktionen f,

deren Maclaurinreihen >'a,z"in z=1 konvergieren und die sup {w(f; h)/W(h)}=-
he(O,m)

erfilllen. Dann gilt

Lemma 1. Mit der Norm
(2.5) 1Al = max {|flles+ ./ s 1/ Iw}
ist cCAy, ein Banachraum.)

BEeweis. Sei { f,} eine || . [|-Cauchyfolge in ¢CA,, . Dann ist { £, }eine | . |, -Cauchy-
folge in Xy und konvergiert gegen f€ X, . Ebenso ist {/,} eine | .| .c4-Cauchyfolge
im Banachraum ¢CA der in E stetigen, in E° holomorphen Funktionen, deren Po-
tenzreihen 'a,z" in z=1 konvergieren,®) mit der Norm || f].cs = || flls+| fl:
somit konvergiert {f,} in der Norm ||.| 4 gegen eine Funktion g€ cCA. Die Funk-
tionen f und g stimmen in E iberein (wegen der gleichmiBigen Konvergenz von
{f,} gegen f bzw. g). Somit konvergiert die Cauchyfolge {f,} in c¢CA,,.

3. Hilfssiitze.
Lemma 2. (vgl. [1]. S. 167). Die FEJERpolynome

pld zk zk+2

(3]) ;rk(z):_f"-+1__l_+.l. |.1 — l i i k_

4) Dies findet man im wesentlichen bei Lorentz [2] (S. 49 f). Die Behauptung kann leicht
gezeigt werden, da eine |. |l,~Cauchyfolge auch | . ||,-Cauchyfolge ist, also einen |. [|,-Limes besitzt,
der die gewiinschten Eigenschaften hat.

) Hierbei ist, wie in [4], 1fI_=sup| ¥ a,|.

N N

n=;
6) Vel [4]. § 2.

9=
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haben folgende Eigenschaften:

a) Mit einer absoluten Konstanten M ist |h), =M fir k=1,2, ....
b) h(1)=0.
c) Die k-te Partialsumme von h(z) bei z=1 ist grofer als log k.

Lemma 3. Sei { mit 0<=|{|<1 gegeben und sei ¢ durch

(3.2) e =w,=®1(1)
definiert. Ist k = 2|{|-(1—=[{])"" und m=m(k) mit
(3.3) m(k)=k'2,

so sind alle Partialsummen der Maclaurinreihe von
(@1 (w)}" (e~ D1 (w))
an der Stelle w=1 absolut beschrinkt durch die nur von [ abhingige Konstante

320¢? 48¢2

(3.9 M@ = 2max{————- -3 - }
) @rlEl- (=% 7 A—[C)?

Dieses Lemma stammt [bis auf unsere sehr grobe Angabe von m(k) und M ()]

von CLUNIE [1] (S. 166). Fiir uns kommt es auf auf die Abhingigkeit von m(k)

von k an; deswegen wird in § 5 der Beweis von Lemma 3 nach Clunie vorgerechnet.

Satz von Banach—Steinhaus (vg/. [3], 5. 8). Sei F ein Banachraum, Y ein nor-
mierter Vektorraum und Ay (N=1,2, ...) eine Familie beschrinkter linearer Ab-
bildungen von F in Y. Entweder existiert dann eine Konstante K== mit

(3.5) |Axl=K fiir alle N
oder es existiert eine dichte Gs-Menge') G < F mit
(3.6) sip |Ax flly=e fiir alle f€G.

4. Beweis von Satz 1. Sei W eine Funktion, die die zu Anfang von § 2 gegebenen
Bedingungen erfiillt®). Sei f aus ¢CA,; mit (1. 1) setzen wir

4.1 f*(w) = f(®(w)) = 3b,-w"

und bilden mit wy=a®~'(1)=¢" die Partialsummen

4.2) Iylwo: ) = -;Zb,,-w'&, o 12 i
Die durch i

4.3) Axf=sy(Wo: f*)

definierten linearen Abbildungen A, des Banachraumes ¢CA, in den normierten
linearen Raum C sind beschrinkt, wie in [4], § 4 vorgerechnet wurde. Der Satz von

) IAl:= sup I Afly/I fig; eine G,-Menge ist abzihlbarer Durchschnitt offener Mengen.
SEF, [#0
5) W wird in (4. 8) geeignet gewihlt.
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BANACH—STEINHAUS ist damit anwendbar. Es bleibt, die erste Alternative (3. 5) dieses
Satzes auszuschlieBen.

Wir bilden fiir £ = 2/{|-(1—={/)~! mit den FEsirRpolynomen (3. 1) die Funktion
4.49) H,(2) = (e~ D~ (2))- {? ' (2)}™ ",
wobei m(k) durch (3. 3) bestimmt ist. Dann ist H,€cCA: wegen Lemma 2 und
3 ist?)
4.5) [Hilleca = M+ M(0).

Die Berechnung der ||. |, -Norm von H, ist mithsamer. Zunéchst ist nach Lemma
2a) gleichmaBig in &, 3 und ¢

(4.6) Ak, 3, 1) = |H,(€®*")— H,(e'®)| = 2M.

Andererseits ist (nach kurzer Zwischenrechnung)

Ak, 9,1) = ‘f “'H*("w) |=- ::'2;[{,h,:(e-'%-l(e"*’))g+M.m(k)}da.

Beriicksichtigt man, daB fiir |z|=1

lhe(2)] = 2k +1) -2k = 6k?
ist, so erhilt man

(4.6") Ak, 9, 1) = l—_2—|a <(6k*+ M -m(k))» 1.

Nach (2. 3) wird mit (4. 6") und (4.6")

1
| Hilly = A _W(h)'( sup Ak, 9, )+ | Hy, =

[t/ =h, 3 =x

3 2 2 2
= s W(h)'"""{w +(6k* + M- m(k))- h}+M

da A/ W(h) mit h monoton wichst, folgt

1-[¢]

I =)
4.7 [Hillw = C, {W[m]} +M

mit C;, = 2max {(1—-[{)~', M}.
Somit erhidlt man, zunédchst mit (4. 3) und Lemma 2c), dann mit (4. 5) und (4. 7)

|'.A H = !AI:'I'Mﬂ)Hﬁl . [-g_k+_”'(@)_(_e_ vhk(e l‘ﬁz) zmu))]

k£ mik) HH,‘H IIHlH =
= . - logk g

2M+M(C)+C]'{W[6“+M m(k)]}

?) Vel [4], §4. M({) ist in (3. 4) gegeben.
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Wir wihlen schlieBlich
] -1
(4.8) Wh) = K (k)-{log W} fir /e(0, m], W(0) = 0,

mit der in Satz | gegebenen Funktion K(.): diese Wahl ist zuldssig, denn W in

A ) A : 1 1
(4. 8) ist stetig, positivin (0, n], esist W(0)=0und Wund h/W(h) = K@) . thg_hTMt
wachsen monoton mit h. Wegen m(k)=k'? folgt (fiir groBes k) mit einer von k un-
abhidngigen Konstanten C,

-1
—

log {(6k% 4+ M - k'?) -4rr}}
K(1/(6k*+ Mk'2))

= C,(K, ) K(1/(6k* + M - k12)).

| A+ mayll = logk - {2M+M(CJ +C,

Da der letzte Ausdruck fiir groBes k beliebig groB8 gemacht werden kann, muB3 im
Satz von BANACH—STEINHAUS die Alternative (3. 6) gelten, d.h. es gibt iiberabzihlbar
viele 1°) Funktionen f€ ¢CAy, fiir die sup |Ay f| === ist, d.h. fiir die die Maclaurin-
reihe von f* = fo & im Punkte w, divergiert. Damit ist Satz | bewiesen.'?)

5. Beweis von Lemma 3. In diesem Paragraphen folgen wir CLUNIES Beweisen
in [1], achten jedoch auf die Abhingigkeit der Abschitzungen von { und k. Zunichst
beweisen wir

Lemma 4. ([1], S. 166). Das Integral

a1 I= (2ni)~! f I (e 1))~ U+ g
i=1
kann fiir alle ganzen Zahlen m=1, j=0 durch
B
= - P-4 JHf
5.2) 1= 30—kt LE

und fiir alle natiirlichen Zahlen m, j durch

(5.3) 11| = 20{2x|{[- (1= [C]}~1/2.j1°
abgeschitzt werden.
BEwerss. Wir setzen Ai=e" und {®(e’?-4)}~' = exp {if(+)} mit einer reell-
wertigen Funktion (z). Mit { = [{|-e™ ist
; iida {9 e ) L= 113

. 4 —_ - — = Y TE B |
C-9 VO =Gy @@t = T2 cos (p-n+ D+ K
also wird
(5.9 W@l =20-[p~.

10) Vgl. [4], Lemma 4.
) Tatsiichlich wurde eine etwas schiirfere Fassung von Satz 1 bewiesen, die dhnlich wie in [4],
§ 4 ausgesprochen werden konnte und wie in [4], § 5, verschiirft werden kdnnte,
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Aus
2=

(5.6) 2nl = f eili+ 1) | pilm+ 1)1 4y

0

folgt durch partielle Integration mit (5. 5) sofort
2nf| = 2-(m+ 1)~ '+(+1D)-(m+1)""-4x(1—-[LD1,

also ist (5. 2) richtig.
Um (5. 3) herzuleiten, nehmen wir o. B. d. A. an, daB ¢ =n=0 ist; wir zerlegen
das Integral (5. 6) in
_j—lfs 2n
+ =1+ +1s.
!'“’ f 1 5

2!!—}‘”3

j-l."i K—“j-!"" ‘_‘_J'-IJ'J
ml= [+ [ + [ +
0

2n
j—lfj n_j—l!'l n+j

1,, I, Is werden trivial abgeschitzt; man erhélt
3.7 ARSI AR AR Vi

I, und I, werden mit Hilfe eines vaAN DER CORPUT-Lemmas abgeschitzt ; hierzu
darf die zweite Ableitung des Exponenten {(j+1)+y(#)+(m+1)t} des Integranden
in (5. 6) der Null nicht zu nahe kommen. Wegen (5. 4) (und mit ¢ =5=0) ist

(1—[{[*)2{] sin¢
| —2[{| cos t+|{|%)*’

{G+DyO+m+ 1)t} = (J'+l)-(
im Intervall [j="3, n—j—"3] wird somit
{-) =2 (G+D2[|(A=[{})-2r~ =3 {1 + [{|} =% = Cyj*?
mit Cy = [{|(1 —|{[)/2n. Nach [5), Lemma 4. 4 erhilt man also
(5.8) ] = 8.C5 11217,
Dieselbe Abschitzung gilt fiir /7,, und aus (5. 7) und (5. 8) folgt schlieBlich

i i 16)2n 20 1 L
Il == 1/3 {4 ——— } = i At o i
R TR0 = yax Vgia=o

Nun kann Lemma 3 bewiesen werden. Sei
Hy(w) = (@' (W)}" by (e "D~ ' (w)).

Die j-te Partialsumme von H=H, bei w=1 ist'?)

1 : H dw
s; = H(0)+ T H(0)+ -+ i HY(0) = (2ni)~! f [liwu)‘.].___'.‘__

wj+l -4

w=1

12) Man beachte, daBB H(w) (1 —w)~ ' wegen /,(1)=0 auf |w| =1 holomorph ist.
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Mit 4 = e~®. r.b“‘(w) ergibt sich nach kurzer Rechnung

(5.9) s = '25 [11—;_!?2] f A’“[’;rk_(_jg ]—_';"Teﬁ] (B (Je®)} =+ D g),
Entwickelt man nun (fir |A|< !CT—i;

(5.10) (@) {1 =D = Lie) " = 3 p.ir

in eine Potenzreihe, so ist fiur & = 2/{/(1—{))!

hy (2) e _di
(1=2)(1=CAe'®) " ar+t-

B, = (2ni)~!
|4]= 141k
Hieraus folgt, wenn man die Abschitzung sup |h(2)| = 2k-(1 +1/k)**! =

|Al=1+1]k

= 4k-¢€* und die Ungleichung |1 —le'?| = ;;(I—ICI) fiir || = 14+1/k beachtet,

Bl = sup [hk()*)l‘{'i:—"%(l - f)o[l-i»%] } =

|Al=14+1

=2(1 — |§'r)“-4e2k3-[l+—i-] 4

also ist

S iR 16¢*
(5.11) 2 1B =20 [E)7" -4k (k+1) =

3
= e k.

Aus (5.9) und (5. 10) folgt nun

8 - |
5 = ll _IC! Z]Brl [ l f).'*”'{di(ie‘")}"j*'l)di‘.

|C| r=0 |
=1
Die Integrale kénnen nach Lemma 2 abgeschitzt werden. Nach (5. 3) und (5. 11)
ist fiir j=k® und alle m
I6e 20
5| = 2. k3.~ , e k=3,
ol = - {2r (LI (1—CD}' /2
Ist 0=j<k°, so ist nach (5.2) und (5. 11) fir m=m(k)=k"?
v Iﬁe S o k®
Isjl = 2- ‘k .l—|C|.m(k_)'

also folgt Lemma 3 mit der in (3. 4) gegebcnen Konstanten M ({).

Zusatz bei der Korrektur (26.5.1972).
Inzwischen hat Herr K. H. INDLEKOFER die unter (1. 3) genannte Vermutung von
P- TURAN bewiesen; seine Arbeit wird in den Monatsh. fiir Math. erscheinen.
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