Sur lirréductibilité d’une classe des polynomes, I.

Par K. GYORY (Debrecen)

A la mémoire de I. Seres

Introduction

I. SCHUR a conjecturé [10], [2] que si f(x) = H (x—a;) est un polyndme avec

des entiers différents a,, alors (f(x))*"+1 est 1rréduut1ble sur le corps rationnel
Q (sauf pour n=0, m=4). Cette conjecture a été prouvée pour n=0 par W. FLUGEL
[4], pour n=1 dans le livre de G. PoLYA et G. SzeG6 [9], pour n=2 par H. ILLE [7]
et pour n=3, dans une forme plus générale, par A. BRAUER, R. BRAUER et H. HopF
[1]. Dans [1] les auteurs ont posé la question de I'irréductibilité des polyndmes
de la forme g(/(x)) généralement, les f(x) étant des polynomes du typz précédent.
Pour des polynémes g(x) de degré =3 et pour certains polynoms g(x) du quatriéme
et sixiéme degré ils ont résolu le probléme, en montrant que si g(x) est fixé et irréduc-
tible, alors g(/(x)) est également irréductible sur Q, sauf pour un nombre fini de
polyndmes f(x) essentiellement différents (du point de vue de lirréductibilité f(x)
et f(x+a) ne sont pas essentiellement différents), et toutes les exceptions peuvent
étre déterminées. Pour des polynomes linéaires g(x) cette proposition s’obtient
déja d’un théoréme général de G. PoLya [8]. H. L. DorwaRT et O. ORE [3] ont
obtenu des résultats analogues pour certains polynomes g(x) du deuxiéme et du
quatriéme degré et pour des polynomes f(x) ayant des racines entiéres différentes
dans un corps quadratique imaginaire. U. WEGNER [15] a prouvé que si g(x) =

= x*+d, d=0 entier et dZ3 (mod 4). et si f(x) est de la forme précédente avec
m=5, alors g(f(x)) est irréductible. Les méthodes, utilisées dans les travaux cités,
ne peuvent pas étre appliquées dans le cas de polynomes g(x) de degré supérieur.

En utilisant le théoréme de Kronecker concernant les unités des corps cyclo-
tomiques, I. SEREes [11], [12] a démontré que si les racines de g(x) sont des unités

non réelles d’'un corps cyclotomique et si f(x) a plus de max 5] racines

2
entiéres différentes, alors g( f(x)) est irréductible sur Q. De plus, pour des polyndmes
cyclotomiques g(x)I. SERES [13] a déterminé tous les polyndomes exceptionnels de la

m
forme f(x) = [] (x—a;) avec des entiers différents a; pour lesquels g(f(x)) est
i=1

réductible. Il a prouvé que dans ce cas g(f(x}) est réductible sur Q si et seulement
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si I'on a g(x) = x*—x%+1 et f(x) = (x+a)(x+a+1)(x+a+2). Avec cela I. Seres
a démontré la conjecture de I. Schur dans une forme plus générale.

Dans la suite nous traitons le probléme de Brauer—Hopf dans le cas plus
général ou les racines de f(x) ne sont pas nécessairement entiéres mais il y a un
polynéme normé f; (x) | f(x) a coeflicients entiers ayant des racines réelles différen-
tes, et le corps de décomposition de g(x) est non réel tel que son sous-corps réel
maximal est normal sur Q (voir 2.). Soit L le corps de décomposition de f, (x)g(x).
En développant progressivement la méthode de I. Seres et en utilisant les iné-
galités de norme (1), (2) et (3), nous prouvons, entre autres, que si des paires
(2%, o) des racines de f, (x), satisfaisant & Ny (o;—a) = {2"g?(0)}{L:@n (n=deg g)
forment un graphe connexe a s éléments, alors les degrés des facteurs irréductibles
de g(f(x)) sur Q sont =sn et par conséquent le nombre de ses diviseurs irréductibles
est = dcsg_f Nous démontrons cette proposition dans une forme p-adique. Il en
résulte immédiatement, par exemple, que si les racines de f(x) sont réclles et dif-
férentes et si pour ses racines on a min |g—ox ) = 2{g(0)}?>'", alors g(f(x)) est
irréductible sur Q. =k

Nous remarquons qu’on ne peut pas étendre ces résultats aux polynomes
arbitraires f(x) et g(x). En utilisant que g(x) | g(x+/(x)g(x)), on peut construire
des polyndmes f(x) et g(x), satisfaisant aux conditions de nos théorcmes sauf que
le corps de décomposition de g(x) soit un corps non réel du type précédent ou les
racines de f(x) soient des nombres réels différents, pour lesquels g(f(x)) est ré-
ductible sur Q (voir 3.).

De nos résultats mentionnés on déduit la solution du probléme original de
Brauer—Hopf pour chaque g(x) et nous obtenons une généralisation des théo-
rémes cités de I. SEReS [11], [12]. De plus, nous résolvons plusieurs problémes dio-
phantiens et nous déterminons tous les polyndomes exceptionnels f(x), g(x) pour

lesquels g(0)=1, f(x) = J] (x—a;) avec des entiers différents a; et g(f(x)) est
=1

réductible, en généralisant le résultat cité de I. SEREs [13] concernant le probléme
de 1. Schur. Dans [6] et dans la partie II. nous donnons plusieurs autres applications
et extensions de nos résultats. Par exemple, en considérant tous les polyndmes
f(x) ayant des racines différentes dans un corps réel fixé, nous prouvons la géné-
ralisation du probléme de Brauer—Hopf pour chaque g(x) et nous donnons la
solutions de ce probléme pour chaque g(x) aussi dans le cas ou le degré des poly-
ndémes f(x) ayant des racines differentes réeles est fixé.

2. Résultats préliminaires

Les corps algébriques satisfaisants a la condition (a)<>(b) sont souvent utilisés
dans la théorie des nombers. Nous appelons ces corps kroneckeriens ou simplement
des K-corps, puisque on peut étendre a leurs unités le théoréme de Kronecker
concernant les unités des corps cyclotomiques.*) Nous étudions ces corps et leurs

*) Le 31 octobre 1971 Prof. A. ScHinzeL m'a informé que dans le cas spécial S=S_, (a)=(c)
est démomtré par R. REMAK (Comp. Math. 10 (1952), 245—285)
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applications en détail dans [6], ici nous énumerons seulement nos résultats, utilisés

dans la suite.

Soit L, le sous-corps maximal réel du corps algébrique L et soit Ly ou L le
corps conjugué complexe de L dans le corps complexe. Si S° est un systéme de
valuations non équivalentes de L,, alors désignons par S le systéme de toutes les
continuations de ces valuations dans L. Enfin soit S.. le systéme des valuations
archimédiennes non équivalentes de L.

Théoréme. Pour un corps algébrique L les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) L est totalement réel ou bien une extension quadratique totalement ima-
ginaire d'un corps totalement réel (cest-a-dire L = Lo(} —p), ot p€ kg est tota-
lement positif).

(b) LY=L et o\y=\o pour chaque isomorphisme ¢ de L dans le corps complexe.

(c) L=L, est totalement réel ou bien L#L,. Dans ce cas soit S2 S, un sys-
téme de valuations de L tel que chaque valuation de S\ S°. ait continuation unique
dans L. Désignons par V, U et U? le groupe des racines d’unité, le groupe des S-
unités et le groupe des S-unités réelles dans L respectivement. Alors U/{V, U?)}
est fini et dans le cas spécial S=S..-on a [U;:{V, U?}]=2.

(d) 1l existe un corps algébrique F2= L tel que F|Q et F,/Q sont normales.*)

Dans [5] nous avons appelé les corps algebriques a propriété (d) ,.allowed™.

Lemme 1. Les sous-corps, les intersections et les compositions de K-corps sont
également de K-corps dans le corps complexe,

Dans la suite soit L un K-corps. Alors « et & appartiennent simultanément
a L, et par conséquent Re o, i Im «€ L. Si ¢ est une valuation normée non archi-
médienne dans L, alors @(x)=¢(&) est également une valuation normée non achi-
médienne dans L. Nous appelons ¢ simplement ,,réelle”, si I'on a @ (x)=¢(x) pour
chaque «€ L, dans le cas contraire soit ¢ appelé ,,non réelle”.

Nous avons trouvé l'inégalité suivante en collaboration avec L. LovAsz [5]
dans la forme |Ng (%) =|Ngo(Re )|, |Ngo(i Im )|, ot F désigne un corps galoi-
sien & propriété (d).

Lemme 2. Soit L un K-corps de degré n, et soient S, et S, des systémes de ses
valuations normées non archimédiennes .réelles” et ,non réelles” respectivement.
Alors pour tout €L on a

{Nijo(@) ns' ¢ () g max(¢(2), p@)}2" =

(1) ={ [T o@)"[{Nro(Rea) Y] @(Re o)}/ +
P 1

PESUS, Sz

+{NioliIma) [ @@iIma)2/n

¢‘is] Us.‘l
et en particulier dans le cas S,, S,=0

(2) Nio(@) = Nijg(Re o)+ NEa (i Im ).

*) Si le corps algébrique L est donné par le polyndme caractéristique g(x) d’'un élément pri-
mitif de L, on peut décider & I'aide d’un algorithme si L est kroneckerien ou non (voir, par ex. [6]).
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On peut aisément donner (1) aussi dans une forme p-adique (voir par exemple
le théoréme I°).

Lemme 3. Si L est un K-corps non réel et si u, f€ L sont des entiers non réels
et non purement imaginaires tels que o+ f est réel ou purement imaginaire, alors on a

at

| NE NE
(3) NL;"Q [ _2’; ] = NL}Q(mﬂ) = _._L.Q('_x_)_;_LJQ(ﬂ)

Dans la suite soit L un K-corps normal non réel sur Q et soit P un idéal premier
dans I'anneau des entiers de L. Nous appelons P ,.réel”, si son groupe de décompo-
sition contient la conjugation complexe (c’est-a-dire la valuation @, est ,réelle™),
dans le cas contraire P soit appelé ,,non réel”. Appelons le nombre premier rationnel
p .réel” ou ,,non réel” dans L, si tous les idéaux premiers P|p sont ,.réels” ou
bien .,non réels” dans L.

Lemme 4. Dans L chaque nombre premier rationnel p est ou ,,réel” ou ,,non réel”
et le nombre des premiers ,réels” dans L est infini.

Par conséquent dans un K-corps non réel il y a une infinité de valuations non
équivalentes ,,réelles”. Dans les corps abéliens on peut aisément caractériser les
premiers ,,réels” & 'aide de la théorie du corps de classes.

Lemme 5. Si L = Lo(Y —u) (L€ L, est un entier totalement positif) est normal
sur Q et si p est un nombre premier rationnel tel que p1 2Dy, p1 Ny o(—p), alors p
est . réel’” dans L si et seulement si —pu est un quadratique non-résidu (mod p) dans
Ly. Par conséquent, si Nyp o(—p) est un quadratiqgue non-résidu (mod p), alors p
est ,réel” dans L.

3. Résultats

a) Irréductibilité des polynémes sur K-corps non réels

Dans la suite soit L un K-corps non réel, S, et S, des systemes de valuations
normées non archimédiennes ,,réelles” et ,,non réelles” respectivement, Si f(x) =
= Box* +--+p,€L[x] et Ref(x) = Re fiox*+---+Re f, iImf(x) = ilIm fox*+
+--+i1m B, alors on a Re f(x), i Im f(x) € L[x]. De plus, si f(x) est irréductible
sur L et non réel, alors on a nécessairement (Re f(x), i Im f(x))=1.

Théoréme 1. Soit f(x) € L[x] normé avec des coefficients entiers tel que (Re f(x),
i Im f(x))=1. S’ils existent des entiers réels u; dans L tels que pour des paires (2;. )
convenablement choisies

4 Ni oo — ) g % (o — ) Ig @ (o o) =
= LN (f()f (o)) g 0* () () q max (¢ (f(x) X

Xf(), @(f(2)f(x) = 0

et si ces paires forment un graphe connexe a s éléments, alors [(x) n’a aucun diviseur
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egf

irréductible de degré = s*) sur L. Par conséquent, si s> degf , alors f(x) est irréductible
sur L.

En choisissant convenablement les o;, x et fi(x), les polyndmes de la forme
f(x) =f,(x) ‘ﬁl (x—=)+2, par exemple, satisfont aux conditions du théoréme.

Nous remarquons qu’on ne peut pas étendre le théoréme aux K-corps réels.
Soit, par exemple, L un corps quadratique réel et soit ¢=1 son unité fondamentale.
Si maintenant n est un nombre naturel ,,grand™ et f(x) = x[(x—1)(x—¢&")+(e—1)e"],
alors NL,Q(I &") et N7 jo(e"—¢g) sont . grands”™, NZo(/(1))=NEo(f(e)=Nio(f(e)=
=N} (1 —¢) sont ,petits” et f(x) est réductible sur L,

Dans le cas de polyndmes spéciaux on peut encore un peu améliorer le théo-
réme 1.

m
Théoréme 2. Soit f(x)= [] (x—u)+a, oy,...,o, et o étant des entiers
i=1
réels et non réels dans L respectivement. Si pour des paires (2;, %) convenablement
choisies on a

(5) NL c;g(jt — ) {I p (2._%) 5 QHE: Q]NL Q(‘m) H @ (i) =

PES, PES,
et si ces paires forment un graphe connexe a m éléments**), alors f(x) est irréduc-
tible sur L.

b) Irréductibilité des polynémes sur Q.

Dans la suite soient f(x) et g(x) des polynomes a coefficients entiers rationnels.
Pour que g( f(x)) soit irréductible sur Q il faut que g(x) soit également irréductible
sur Q. De plus, évidemment on peut se réduire aux polynomes normés. Dans la
suite soit g(x) irréductible sur Q et soient g(x) et f(x) normés.

Dans ce point nous supposons que le corps de décomposition de g(x) est un
K-corps non réel et supposons qu'il existe un polynéme f,(x)! f(x) a coeflicients
entiers, ayant seulement des racines réelles différentes. Désignons par L le corps
de décomposition de f; (x)g(x) et par 2,, 2, des systémes convenablement formés
(peut étre vides) des nombres premiers rationnels ,,réels” et ,,non réels” dans L res-
pectivement,

Théoréme 1'. Si pour des paires (%, %) convenablement choisies des racines de

fi(x)ona

(6) N o (% —a) H 'Nuq(“: o), ]Z Npjo(x.—o)l, =
PeP, N
2(L:Q)
= {2"¢*(0) 1l lg2(0)], H g} " ; n=degg

*) En général, dans le théoréme 1. et 1°. ces inégalités ne peuvent pas étre déja améliorées.

**) Addendum. Si les paires (;, «,) satisfaisant & (5) (a (7)) forment un graphe connexe a s

elemems alors I"assertion du théoréme 1 (1°) est également vrai. Par conséquent nos théorémes 1°,
2%, 3, 4 ¢t 5 peuvent étre encore améliorés.
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et si ces paires forment un graphe connexe a s éléments, alors g( f(x)) n’a aucun diviseur
irréductible de degré <sdeg g sur Q, par conséquent le nombre de ses diviseurs ir-

réductibles est = @f_{ et en partigulier de s > deg/f il résulte lirréductibilité de

2
g(f(x)) sur Q.

Considérons maintenant le cas spécial ou f; (x) =f(x).

Théoréme 2’. Supposons que toutes les racines de f(x) sont réelles et différentes,
Si pour des paires (v;, o) convenablement choisies des racines de f(x) on a

L:Q
(7 Nyo@i—o) [ |Nyo(ai—a)l, = {2"g(0) J] |g(0)[,} "
PEP, PEP;

et si ces paires forment un graphe connexe a degf éléments**), alors g(f(x)) est
irréductible sur Q.

On peut bien appliquer les formes p-adiques (2, ou 2, #0) des théorémes 1’
et 2" par exemple dans le cas ou g(0) est divisible par beaucoup de nombres premiers
.réels”, premiers a D(f,) ou D(f) respectivement, Par exemple, si les polynomes
f(x) et g(x) = IlI(x—x) satisfont aux conditions du théoréme 1 ou 2" et si dans
g*(x) = II(x—ax) tous les diviseurs premiers de @ sont ,,réels” et premiers a D( f,)
ou D(f), alors g*( f(x)) est également irréductible. Dans le cas g(x) = x*+1 il en
résulte un théoréme de U. WEGNER [15].

Nous remarquons qu’on peut appliquer les théorémes 1°—6 aussi pour les
autres substitutions entiéres x, (x, =0 ou x,#0), en supposant que g(x,) et les racines
de f(x)—x, satisfont aux conditions. En effet, si g*(x) = g(x+x,) et f*(x) =
= f(x)—X,, alors g(f(x))=g*(f*(x)) est irréductible d’aprés nos théorémes,

Dans la suite nous donnons quelques conséquences des théorémes 1" et 2°,

m
Pour un polynéme f(x) = [] (x—a;) a coefficients entiers avec le discriminant
i=1
D(f)#0 nous introduisons la notation

c(f) = min |o; — o).
i=j

Théoréme 3. Supposons que deg f, = d_ezg_j" (D(f), p)=1 pour tout pc?,, 2,

et supposons qu'on a

(®) c(f) = 2{g*©0) [T 122, [T 1gO),}'"", n=degg
pEP, PEP,
) c(f) = 2““"’,,{{ g (0)] '

selon que f,(x)#f(x) ou f,(x)=f(x). Alors g( f(x)) est irréductible sur Q. Par con-
séquent si 'on a en particulier

(10) c(f1)=2g*"(0) ou c(f)=2g""(0) (f1(x)=f(x)),
alors g( f(x)) est irréductible sur Q.
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Donc, pour un polyndéme fixé g(x) et pour une classe assez large des polynomes
f(x) on obtient Iirréductibilité de g( f(x)). D'un autre coté, fixons un polynome
normé f(x) a coefficients entiers, ayant des racines réelles différentes. En supposant
que le corps de décomposition d’un polynome g(x) est un K-corps non réel et
2{g(0)}1/desa (), de 1" irréductibilité de g(f(x)) dans Q[ f(x)] il résulte son
irréductibilité aussi dans Q[x].

Nous remarquons qu'on ne peut pas étendre nos théorémes 1°, 2’ et 3 aux
polyndmes arbitraires f(x) et g(x). Plus exactement on peut aisément construire
des polyndmes f(x) et g(x) pour lesquels le corps de décomposition de g(x) n’est
pas de K-corps non réel ou les racines de f(x) ne sont pas tous réelles différentes,
f(x) et g(x) satisfont aux conditions supplémentaires des théorémes, pourtant g( /(x))
est réductible sur Q.

Pour construire des polynémes convenables, considérons, par exemple, un
corps quadratique réel avec une unité fondamentale ¢=1 de norme +1 et soit
un nombre naturel ,,grand”. Alors @ = ¢"+¢&~" et @’ = £2"+¢&~ 2" sont des nombres
naturels .,grands”.

Prenons maintenant, par exemple, les polynémes g(x) = x*—ax+1 =
=(x—e&)(x—e M etfl(x) =x+g(x) =x*—(a—1)x+1 = (x—=,)(x—x,) ayant des
racines réelles différentes. Alors Ny o(x; —u,) et |x, —a,| sont ,,grands™ par rapport a

[L:Q]
20L:@1{g(0)} 2980 et 2 {g(0)}*/4s9 respectivement, pourtant g(x)|g( f(x)), c’est-a-dire
g( /(x)) est réductible sur Q.

D’autre part, considérons les polyndmes f(x) = x*+a’'x>+1 = (x—ie")-
-(x+ie")(x—ie~")(x +ie~") et g(x) = f(x)—x ayant des racines non réelles (g(x) est
irréductible sur Q). Alors on peut également vérifier que g(x) et f(x) satisfont aux
conditions supplémentaires des théorémes 1’ et 2°, mais g(x)|g( f(x)), c’est-a-dire
g( /(x)) est réductible sur Q.

Du théoréme 1’ on obtient la généralisation suivante des théorémes de I. Seres
concernant les polyndmes cyclotomiques g(x) [11] et les polyndmes minimales g(x)
des unités non réelles des corps cyclotomiques [12].

d
Théoréme 4. Si f(x) a plus de _ezg_f racines entiéres différentes et si degf =
= 2[4{g(0))2/deea 4 1], alors g( f(x)) est irréductible sur Q.
Ensuite nous donnons la solution du probléme original de Brauer—Hopf [1]
pour tous les polyndmes g(x) ayant des corps de décomposition kroneckeriens
non réels.

m
Théoréme 5. Soit f(x) = [] (x—a;) avec des entiers différents a;. Alors g( f(x))
i=1
est irréductible sur Q. sauf certains cas ot max |a;—a;| = 4{g(0)}'/4¢9, ’est-a-dire
i=j
m = 4{g(0)}'/deea 41, Par conséquent, pour g(x) fixé il y a seulement un nombre
fini de polynémes f(x) essentiellement différents*) du type précédent tels que g( f(x))
est réductible sur Q et ces exceptions peuvent étre déterminées.

*) Les polynomes f(x) et f(x + a) ne sont pas essentiellement différents du point de vue d’ir-
réductibiliteé,
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Enfin, en généralisant les résultats de 1. Seres concernant les polynémes cycloto-
miques g(x) ([13]), nous déterminons tous les polyndomes f(x), g(x) tels que f(x) =

= JI (x—a), g(0)=1 pour lesquels g(f(x)) est réductible. Pour démontrer ce
i=1

théoréme nous résolvons plusieurs problémes diophantiens.
Théoréme 6. Dans le théoréme précédent soit g(0)=1 et désignons par & une des
racines de g(x). Alors g[ 1l (x—a;)] est réductible sur Q si et seulement si les a; sont
i=1

des entiers consécutifs et
m=4, ¢ ={?—1, ot { est une racine d’unité primitive de degré n ou 2n, 24n, n= p*
(p=3 nombre premier «=0).
m =3, ¢ =+{(1-{?), ou{ est une racine d’unité primitive de degré =p*,2p* (p=2
nombre premier, x=0).
=4 -5;)
¢, —-{)?
tives de degré p* simultanément (p nombre premier) ou bien aucun de leurs
degrés n'est une puissance de premiers, et il n’y a aucune racine d’unité {
de degré q=p* (p=3 nombre premier) telle que {,={", {,={" {{=(} et
(a,q)=(b,q)=1,
ou m=2, a,—a, = 2,&={*—1, ou { est une racine d’unité primitive de degré n
ou 2n, 24n, n#p* (p=3 nombre premier).

m=2 ¢g= yon(y, (284, 8y) {4 /¢, sont des racines d’unité primi-

Si m=3 et ¢ est une racine d’unité, de notre théoréme on obtient I'exception
g(x) = x*—x*+1 1, f(x) = (x+a)(x+a+1)(x+a+2), donnée par I. Seres [13].

4. Démonstrations

Dans la suite soit L un K-corps non réel et soient S, S, des systémes de ses
valuations normées non archimédiennes ,,réelles” et ,,non réelles’” respectivement,

Lemme 6. Si o, f sont entiers dans L et af, alors les nombres ci-dessous sont
entiers rationnels et on a

(11)
Ni (@) II ¢*(2) H max (@ (2)., (2)) N7 o(f) H o (p) ]] max (¢ (B), ¢(P))

PES, PES, PSS,

DEMONSTRATION, Considérons les décompositions de « et f en produits d’idé-
aux premiers. Si I'on a ¢p, @pd S, pour chaque idéal premier ,,non réel” Plx, alors
notre proposition est évidente. Donc, soit Plx un idéal premier ,,non réel” tel que
@p OU @p€ S, et désignons par a(P, P) et a’(P, P) la somme des exposants de N(P)
et N{P) dans le c6té gauche et droit de (11) respectivement. Il suffit de montrer
qu'on a 0=a (P, P)=d'(P, P) Supposons que P¥x, P'hm::P'Iloz et P¥||p, P'|p=
=Pl|B, ouk=k’, I=I' d’aprés 2|f. Si maintenant @pet ppc S,.alorsonaa(P., P) =
= 2k+2I-2min (k, /), a'(P,P) = 2k’+2I'"—2min (k’,]’), dans le cas contraire
a(P, P) = 2k+2l—min (k, I), a'(P, P) = 2k’ +2I"—min (k’, !’). L’inégalité nécessaire
en résulte aisément dans tous les deux cas.
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Lemme 7. Soit n(x) un polynéme a coefficients entiers sur L et soient u;, o, des
entiers réels dans L. Si l'on a

(12) Nﬁrq(a;—ak) H ‘Pz(aa‘”in) H @ (2 — ) = ZZ[L:Q]NE,‘Q(R(“F)R(“*})X

wEsj ¢Esz

X H ‘Pz(“(if)ff(ﬂk)) !7 max (‘P(W(Gf)“(%)) (P(’T(i)"f(ﬂ'k))) = 0,
alors i

n(@) n~ (@) = n(w) -7~ ().
DEMONSTRATION. D’aprés I’hypothése

o — o) —m(a) et o —og|m(a) — 7 (o),
par conséquent

o — o (o) 7 () — (o) W (o) = 2iIm z () 7 (o) = Y

Il en résulte

(13) Npjo(oti— ) EHU ¢ (2 — ) [N (Vin) ._SHUS @ (Vi)
ot §,US; PLay, 2
(14) Nijo(oti—a) H @ (% — )| Ny (Pin) H @ (7ix)-

En utilisant maintenant I'inégalité de norme (1), nous obtenons

(15)  Nyo(va) EII o(a) = 25 AN o(r (@) m(2) [T o(r(a)m(2)) X

pcS,

X IT max (¢ (m () @ (), @ (m(2) (%))
PES,
et

(16) Nijo(yi) g @ (Vi) = i Q]NL Q(’T(%)ﬁ'(ﬁk)) H (P(ﬂ(ai)“(ﬁa))

L 1 PES,
Si I'on a 3, #0, cest-a-dire 7(2)n~ ' (%) # m(x)n~ " (a), alors en comparant le pro-
duit de (13) et de (14) avec le produit de (15) et de (16), on déduit

Nio@i—o) JT o*(i—m) H @(a;— o) = 22U ANE , (r(2) (o)) X

PES, PES,

X H tp"'(ﬂ«)n(xkl) II' max (¢ (7 (o) (o), @ () 7 (%)),

PES,
contrairement a I'hypothése (12).
Lemme 8. Soit m(x) un polynéme a coefficients entiers sur L. S'ils existent des

entiers réels o, ..., o, (s>degn) dans L tels que leurs paires (%;,»,) satisfaisant

a (12) forment un graphe connexe a s éléments, alors on a n(x)=on(x) avec un cer-
tain p€ L.
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DEMONSTRATION. Si le graphe des pﬂa_i_nleS (2;, =) satisfaisant a (12) est connexe,
alors d’aprés le lemme 7. on déduit n(x)n~'(a;)=0€L (i=1, ...,s). Soit

n(x) = Box*+ - + B
et substituons les «, ..., %, dans 7 (x). Alors du systéme d’équation obtenu il résulte

k+1

ﬁj = '._Zl U'ji"f(ﬂfi) (i=0,..k)

avec des nombres rézls o, € L. Oa en diduit nizzssairement /8, =0 (j=0, ..., k)
c’est-a-dire m(x)=on(x).

Lemme 9. Soir f(x) un polynéme sur L tel que (Re f(x), i Im f(x))=1. Alors f(x)
n'a aucun diviseur n(x) du type n(x)=on(x) (¢€L).

DEMONSTRATION. Pour chaque diviseur n(x) de /(x) on a m(x)| f(x) dans L[x].
Si 'on a maintenant n(x)=pn(x) (¢€L), alors on conclut n(x)|f(x), n(x) f(x)*=
+ f(x), c’est-a-dire n(x)/(Re f(x), i Im f(x)) dans L[x], ce qui est contraire & I'hypo-
these.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Supposons que f(x) a un diviseur 7n(x)< L[x]
a coefficients entiers de degré <s. Alors pour les paires convenables (x;, %) on a
0+ m(o)m ()| f(:) /() d’aprés (4), c’est-a-dire f(2;)f () #0. En utilisant le lemme 6.,
de (4) il résulte

NE{Q(“E—'xk) g ‘Pz(ii"ak) ‘Q ¢ —o) = 22{L:Q1N§;Q(f(“:)f(‘1k))x
P 1 Py

X 1 0* (/@) f@) ] max (@ (S (), @ (f(2)f () =
PES, 5

PCd;

= 2N (r()n(w) [T ¢ (r () () X

X JI max (@ (m(x)m(x), @(r ()7 (%)) = 0.

PES,

Mais par I’hypothése le graphe de ces paires est connexe et elle a s=>deg n élé-

ments, ainsi d’aprés le lemme 8. on en déduit 7(x)=gn(x) avec une constante o€ L,
‘ce qui entraine une contradiction d’aprés le lemme 9.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2, Supposons qu'il existe une décomposition

Jx)=m (x)7;(x)

avec des polynomes 7, (x), 7, (x) a coefficients entiers sur L. De f(%) = —«#0 on
déduit ?ft_(‘-‘f_k)ﬂz (%) #i(i= I ...om) et ad=f(o) (o) =m (o) 73 () T ()7, () =
=1, (o) 7y () = 75 (o) 75 (2%,). Mais Npjo(m;(2))=Nypjo(m;()) et o(m;(2))=o(m;(%))
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(j=1.2; 9€S,, k=1, ..., m), par conséquent de (5) il résulte
NE;Q(“E*“&) ” fPI(ai‘ﬁk) = 22[L:Q]NL;Q(R|('15)“1(’1::)) H %0(“|(35i)’1'1(1x))><

PES; QES,
X Nijg(m2 () 72 () g @ (72 (2) 7y (1) = 0
PeEY,
pour chaque paire convenable (%, 2). On en déduit que
NL;Q(\'-"&*’“&) g Q% — o) = Z[L:Q]JNL,-‘Q(RI(1:’)Rl(ak)) g 90(31(05:)“1(1;)) =0
L' 1 @ L

ou
Nuq(“i_ak) g @ (o — o) = ZIL:Q]NL;Q(%(?‘;)’I:(?&)) g ‘P(ﬂz(af)“z(ak)) =0
PLo, PpLo,

est vrai. Donc, d'aprés le lemme 7. (S,= @),on obtiglt 7y (o)/my (o) =y (o) 1 (%) ou
75 (o) /75 (9) =75 (o) /75 (o), C'est-a-dire § Im 7, (), (%) =0 ou i Im 7, (o) 7w, (24) =0.
Mais le produit

7y (@) 3 () = 2 (%) 75 () = S f(a) = o0& # 0

est réel, ainsi 7, (%) 7, (%) et 7, ()7, (=) sont simultanément réels. Vu que le graphe
des paires (;, o) est connexe, il en résulte E(a}):gjnj(oci) (j=12; i=1, ....,m)
dolt m;(x)=g;m;(x) (j=1, 2) d’aprés m=>deg n,, deg n, (voir la démonstration du
lemme 8.). Mais c’est une contradiction d’aprés le lemme 9 et I'hypothése.

Lemme 10. (CAPELLI [14]*). Soient f(x) et g(x) des polynémes normés a coefficients
rationnels, soit g(x) irréductible sur Q et soit o une de ses racines. Si f(x)—u =
= i (X)... nk (x) est une décomposition en facteurs normés irréductibles sur Q(x),

alors
r

(17) g(f(x)) = H Né';,),-g(ﬂ;(x))

=

est également une décomposition en facteurs irréductibles sur Q.

Il en résulte que le degré de chaque facteur irréductible de g( f(x)) est divisible
par deg g et le nombre des facteurs irréductibles de f(x)—« sur Q() et de g( f(x))
sur Q est égal.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1”. Vu que les corps de décomposition de f; (x)
et g(x) sont des K-corps, d’aprés le lemme 1. le corps de décomposition de f, (x)g(x),
c'est-a-dire le corps L, est également un K-corps. Désignons par S, et S, toutes les
continuations  ns L des valuations p-adiques correspondant aux nombres premiers
pEeP, et pc. respectivement, D’aprés le lemme 4 les éléments de S, et de S, sont
ous ..réels” et ,,non réels” respectivement,
Etant donné un nombre premier p et un entier f€L, on a

(18) NeoB), = I o).
¢(p‘;¢l

*) Dans [14] on trouve une forme moins générale de ce théoréme. Addendum. Dans le livre de

L. Rédei (Algebra, Akadémiai Kiado, Budapest, 1967) on trouve une forme plus générale du
lemme 10.
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ou les valuations normées ¢ sont tous ,,réelles” ou bien ,,non réelles” d’aprés le
lemme 4.
Soit g(x) = I(x—a) et F(x) = f(x)—a. Alors on a

21L:Q) 2(L:Q)
lg(OJ} n = {Ng o} 0@ = Nf,re('x) = Ny o(a3).
De (6) on déduit

Nr_z,fq(ai—ak) 1l 0% (ot — o) Il o(xi—m) = NE;Q(“.‘"“&) H{ H ‘Pz(ﬁs—“t)}x
PEs, PES, pEP, e

X H{ H ‘P(I—In)} = NL;Q(at —a) [T le,»q(ar.-.—n):', 17 !NL,I'Q(W;"“%;)[,.:‘
pEP, pEP, pEP,
cplp)#l
2(L:Q)
= {2"g*(0) Ig lgz(O)Fppg lg@)],} * =22LANZ,(ad)X

PEP,

X [l |NEo@@)|, [T |NLo@®)|, = 22" ONZo@a) [T { [T ¢*@3)}X
PEP, pEP, pEp, M:;H

x T { H max (¢ (23), @ (28))} = 22 QN2 o (F () F (%)) X
pEP,
v(ﬂ)tl

X M @*(FGIF@) [] max(¢(F@) F), o(Fe) F@) = 0

pour chaque paire considérée (z;, «;). Si ces paires forment un graphe connexe a s

éléments, alors d’aprés le théoréme 1 F(x) = f(x)—= n’a aucun facteur irréductible

de degré<s sur L et par conséquent sur Q(x) non plus. Enfin, du lemme 10. il résulte

que le degré de chaque diviseur irréductible de g( f(x)) est =sdegg, c'est-d-dire

deg f
s

le nombre de ses diviseurs irréductibles est =

g gf déduit que g( f(x)) est irréductible sur Q.

. Donc, en particulier, de

DEMONSTRATION DU THEOREME 2/, Elle s’obtient du théoréme 2. (voir la dé-
monstration précédente).

DEMONSTRATION DU THEOREME 3. Vu que les nombres premiers p€ P, , P, ne divi-

sent pas
DO f) = Ny o(D( 1)) = I Nio—

1=k=i=deg [,

on obtient [Ny o(x;—o)|p = 1 pour chaque paire (x;, %) (i=k) de racines de f; (x).
De (8) 1l résulte

2L:Q)
Nijgi—o) = {c (£} = 22["“”{82(0),,6[1» !gz(o);,,pg. 8O} "

Par conséquent le graphe de toutes les racines de f, (x) et connexe. En appliquant
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de S o .
—f'[- il résulte I'irréducti-

bilité de g( f(x)) sur Q. On peut prouver de la méme fagon la deuxiéme partie de
notre théoréme.

maintenant le théoréme 1, d’aprés I'hypothése deg f, = -

DEMONSTRATION DU THEOREME 4. Soient a, <---=a,, les racines entiéres dif-

deg f
2
il existe un nombre entier v tel que 2g*"(0) <= v—1 <= m—2g%"(0). 1l en résulte

férentes de f(x). D’aprés m = on a m=>4g*™(0) + 1 (n=degg). Par conséquent

zngu(g) < p—1 = a—a =-=4a,—a,,
et
2g2"l"(0} - "?—(l:— i} = am_ar—l o am_a1'

Désignons par L le corps de décomposition de g(x). Alors pour les différences
précédentes a;, —a, on a
21L:0)
|a‘,_ak|2[L=Q] = Nf,.-q(ai_ak) = {2"82(0)} v

et le graphe de ces paires (a;, @) est connexe. En appliquant maintenant le théo-
réme 1’ dans la forme spéciale P, P,= @, nous obtenons I'irréductibilité de g( f(x))

sur Q.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5. Soient @, <---=ga, et soit a,—a, =

= max \a;—a; = 4g'/"(0). Alors on a g;,—a, ou a,,—a; = Om EQ!— = 2g'"(0) pour

chaque i( = I, m). Par conséquent ils existent des paires (g, a;) telles que |a@;—a,| =

= 2g'"(0), c'est-a-dire
(L:Q)

[ﬂ'i—aﬂu:m - NL,Q(ai —-(J'k) 2 {Z"g(O)} X

et ces paires (¢;, a;) forment un graphe connexe a m éléments. D’aprés le théoréme

2’ on en déduit I'irréductibilité de g( f(x)) sur Q. Si maintenant g(x) est fixé et

max a;—a;| = 4¢'/"(0), alors on peut supposer que 0=ga;=4g'/"(0) pour chaque i.
s J

Donc, du point de vue de I'irréductibilité de g(f(x)) il y a seulement un nombre

fini d’exceptions essentiellement différentes et ces ecxeptions peuvent étre déter-

minées,

Lemme 11. Soient f(x) et g(x) des polynémes satisfaisant aux conditions du
théoréme 5, et supposons que g(0)=1. S’ils existent des paires (a;, a;) des ay, ..., a,,
telles que |a;—a,| = 2 et si ces paires forment un graphe connexe ayant plus de m/2
éléments, alors ge [(x)) est irréductible sur Q.

DEMONSTRATION. Ce lemme est un cas particulier du théoréme 1°, mais dans
la suite il sera utilisé toujours dans cette forme.

Lemme 12. Si ¢, et &, sont des unités non réelles dans un K-corps et

(19) g +e =1,
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alors on a nécessairement
(20) g = . i
112 &=

ott chacun des {,,(,(#(,), {,/{; est une racine d’unité primitive de degré p* avec le
méme p* (p nombre premier) ou bien aucune des degrés des racines d’unité {,,(,,(,/(5
n'est une puissance de nombres premiers.

DEMONSTRATION. Si g, et &, sont des solutions de (19) dans un K-corps, alors
d’aprés le théoréme du point 2 on peut écrire &,={, &, & =_,¢, avec des racines
d’unité {,, {,. En effet, si dans le théoréme nous choisissons $=S_, et si, par exemple,
g, €{V, U7}, alors &, =(,& et & =(7'¢, avec une racine d'unité {, et avec une
unité réelle &,. Par conséquent & ={;?¢,, ou {72 est une racine d’unité. Dans le
cas contraire, si & ¢ {V, U}, alors &, ¢ {V, U} et d’aprés [U,: {V, U’}]=2 on a
&,/e, €{V, Uy}, clest-a-dire &, =¢,{¢, avec une racine d'unité { et avec une unité
réelle gy. 11 en résulte &, = &,{"'¢,, d’olt g =+1 et &, =+{e,, {; =x{. De plus
de (19) on obtient &, +&, = 1 et il en résulte (20).

; : 20i &1 27 22

Soient n:aintenant {,=e 9, (a,,q,)=1 et {,=e 9, (a,,q,)=1 et prenons
le corps Q({,,{,). Alors &,,¢, sont des unités aussi dans Q({,.(,). En considérant
la décomposition x11%2—1 =[] F,(x) en polynémes cyclotomiques F,(x), on peut

diq, q,
montrer par induction que 1—_, et 1 —{, sont des unités simultanément si et seule-

ment si aucun des ¢,, ¢, n'est de la forme p*. Pour que g,, &, soient des unités dans
Q(,.¢,y)ilfautetilsuffitque 1 —{,, 1 —{,et 1 —{,/(, soient associés entre eux. Si 1 —(,,
1 —{, ne sont pas des unités, alors on a g, =p*, g,=p* avec le méme premier p,
parce que dans le cas contraire on aurait ((1—{,), (1—;)) = let ¢,, &, ne seraient
pas des unités. Si maintenant x, <=¢,, alors on déduit 1—-{,[1 -, et 1-{,{1-{,,
ce qui est impossible. Donc, on a x; =, =« Enfin il faut que {,/{, soit également
une p*-iéme racine primitive de I'unité. Si 1—{,, 1—{, sont des unités simultané-
ment, alors il faut que 1—{,/{, soit également une unité, par conséquent dans ce
cas aucun des degrés de {,, {,, {,/{, n’est une puissance de nombres premiers,

On peut aisément vérifier que dans ces cas les nombres &,, &, sont des unités
non réelles dans le K-corps Q((,.{,) (et par conséquent dans tous les K-corps
L20Q(,,{,)) et ils satisfont a 1'équation (19).

(1-,)(1-{,)

(€ —{2)? :
satisfaisant aux conditions du lemme 12. Alors {,,(, € Q(¢) si et seulement s’il n y a
aucune q-iéme racine d’unité primitive { telle que {,=(° {,=(® (a,q)=(b,q)=1,
a*=b* (mod q) et q#p* (p=3 nombre premier).

Lemme 13. Soit ¢ = avec des racines d'unité {,, {, ((,#(,.))

DEMONSTRATION, ¢ étant non réel, Q(e) est un K-corps non réel et € Q(e),

c'est-a-dire {,{, = i € Q(e). D'aprés & = 1=Cy+)+ils a[Q,+¢):0())=2

(§‘+C2)2_4{1C2
et [0((1,(2):0(E)]=4. |
Supposons que {, ou {,€Q(e). Alors, il en résulte [Q({,, {;):0(e)]=2. Soit

2152 22i 22 ;
{,=e g “u,(a;,q,)=1¢et {;=¢ o (ay, g;)=1. Alors on peut écrire Q((,,{;)=
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2ni
=Q(). ot (=e?,qg=[q,,q,] (voir, par exemple, S. Lang, Algebraic Number,
New York—London, 1964.) Soit a=a,q,(q,, q.)""', b=a,q,(q,, q;)~" et
-
{i=(% =(" ou az +b (modg) par hypothése. Considérons ﬁ=___la CC"’
(' -_—
S

= Zapr’ ou —yf=e. Nous montrons que f§ et y sont des éléments primitifs
Lo

]_Cb 1—¢®

dans Q({). Dans le cas contraire on aurait ﬁ— agh = g:a_g» = 5(1} pour

un automorphisme {—{’, (! g)=1. 1£1 (mod ¢) et il en résulterait = C; v
1-{-* ¢ (l— SRR gl s 3

o oy dou = ga =—Fh_tw » Cest-d-dire (PP =("={"=(,. Mais

alors de f=pY on obtient {*({?®—{?) = {®—{® et, d’aprés {,={=1, (P ={"=
={*={,. En appliquant I"'automorphisme { =", tous les éléments de Q({,.{,)=
=Q({) seraient fixés. Par conséquent /=1 (mod ¢) et f est primitif dans Q({).
On peut démontrer de la méme maniére que y est également primitif dans Q({).
Vu que f+7y = 1, on peut écrire le polynébme x(x+1)—e sous la forme

x(x+1)—& = (x+p)(x+7y)

d’ou
NGES62 O (x(x +1)—&) = Nogyo(x(x+1)—£) = Nogyo(x + B) Nowyo(x +7).
Mais les polyndmes N(x+f) et N(x+7y) sont irréductibles sur Q, par conséquent

NQ{;_};Q (x+ﬁ) — NQ(;)-,'Q(X-*}-?) = NQ(,)_.IQ(X(JC"‘ l)——s) et [Q((:).Q(G)] = 2. " cn ré§ulte
que f et y sont conjugués entre eux sur Q, c’est-d-dire avec un automorphisme

{~+{* (k,q)=1o0n a

1 _cb ’:“_l
(21) B = ”aa_'_cb Cta rki-
ou k# 1 (mod ¢), parce que dans le cas contraire de f+ 7 = 1 on obtiendrait 2y=1,

mais y est une unité dans Q({) d’aprés le lemme 12. De (21) on déduit
1 ‘_C b g—ia__ 1 gad(l _Cb) Ckb(rh

o s popm o -«Tge-“*“_;i?"—kb’

k
_?{ }9

et finalement {*={*®, D’aprés (21) on en conclut {?({?—1) = {*((*—1) et {*=("2,
Donc, on a

(22) ak=b (mod q) et bk=a (modgq)
et par conséquent (a, q)b et (b, g)la. 11 en résulte

a,9q; a,q,
-, [44, ] : = (a : )a =q,(a,, a =5
[(‘hafh) q ‘h]) R 192:9192) @24, = 42(ay,q,)|a2q, = q,|q,

et de la méme maniére ¢,lq,, c'est-a-dire ¢, =¢,=g¢q, d’oll a=a,, b=a, et (a, q)=
=(b, g¢)=1. De (22) on obtient k=ba~! =ab~* (mod q), d’ot1 @*> = b? (mod ¢). Enfin,
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si g=p* (p=3 nombre premier), alors Q({) est cyclique et le corps réel Q((+{ 1)
est sous-corps unique de degré [Q(():Q]/2 dans Q({). D'aprés [Q(L,.(5):0(e)]=2
on en déduit e€ Q({+{™"). Mais d’aprés {, =, ¢ n'est pas réel. Par conséquent
q#p* (p=3 nombre premier).
A== 0 .

(Cl__cz)z (5 ‘91»C|) on a
{,=(" {,={(" avec une racine d’unité { de degré g =p* (p=3 nombre premier) telle
que (a,q)=(b,q)=1, a*=b* (mod q) et aZ +b (mod q) d’aprés {,={,,,. Soit
k=ba* (mod ¢g), ol @a* =1 (mod q). Alors (k,¢)=1 et k*=1 (mod ¢), mais k # + 1
(mod ¢). Considérons I"'automorphisme non identique { ~{*={*" dans Q({). D’aprés
a’*=bh* (modg) on a

o= A=090=0% _ a-(-¢) _

(O -y (oL ‘

par conséquent & n'est pas primitif dans Q({), c’est-a-dire [Q({):Q(e)]=2. Il en
résulte que {,.(,40Q(¢e). Avec cela notre lemme est démontré,

Réciproquement supposons que dans & =

Lemme 14. Si ¢, et e, sont des unités non réelles dans un K-corps et

(23) & -+ €y = 2,
a;ﬂrs ona "(;ff'ssafn?ﬂfe"f
(24) C| —_— l_g. 82 = l+c

out { est une racine d’unité et son degré =p*, 2p* (p nombre premier, x=0).

DEMONSTRATION. Si g, et &, sont des solutions de (23) et &, =(,¢,, & =(,¢,,

e 2(1-¢ 2(¢,—1 ¥ :
alors on en déduit que &, = —-,-(———f;'%- 5 8y = C(H = ) , {;#{, (voir la démonstra-
b1 ™82 Rl 5 N
tion du lemme 12). De plus on a nécessairement 2/({, —{,) (1 -, /C5), cest-a-dire
Nog,.e00(2) Nog, coie (1=, /C5). d’ou il résulte {, =—{, et finalement (24) avec

des unités (1 +{) et (1 —{). On en conclut (voir aussi la démonstration du lemme 12)
que le degré de { n'est pas de la forme p* ou 2p* (p nombre premier).

DEMONSTRATION DU THEOREME 6. Pour m=-5 notre proposition s’obtient du
théoréme 5.

Dans la suite nous supposons que a, <-- <a,,. Dans le cas m=5 g( f(x)) est
irréductible d’aprés as—a, = a,—a, = 2 et le lemme 11.

Soit ensuite m=4. Si les entiers a,., a,. a;, a, nesont pas consécutifs, alors
a,—a, =4, ay;—a, ou ag—a, = 2 et il en résulte également notre proposition.
Dans le cas contraire on peut prendre @, =—1, a,=0, a;=1, a,=2. Si g( f(x))
est réductible sur Q, alors f(x)—¢ est également réductible sur Q(g)=L. c’est-a-dire
on peut écrire

{25) Jx)=—e=(x+Dx(x—1D(x—2)—& = m (X)m,(x)

avec des polynomes a coefficients entiers m,(x), m,(x) sur L. D’aprés les lemmes 8
€t 9 on a nécessairement deg =, , deg n,=> 1, c’est-a-dire 7, (x) = x> +px+7, my(x) =
= x?+dx+o0. Les 7, (a;)=¢; sont des unités, par conséquent on peut écrire g={¢;
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avec des racines d’unité {; dans L. En appliquant le lemme 7, de a, —a, = 2 il résulte
{4=C(,. De plus, de a;—a, = 2 on déduit 2|n,(a;)—n,(a,) = e;—¢&, et 2|é;—E&, =
= (ye3—L, &, c’est-a-dire 2|{; —(, . En prenant maintenant les normes de ces nombres,
on conclut {3 =—{, et {;, =—{4 =—{,. Considérons I'égalité

—my(ay) +3n,(ay) - 3my(a3) + 7y (ay) = —&, +36; —3e3+8, = 0
et prenons son conjugué complexe. Alors nous obtenons
—&,—36;+ 363+, =0

et finalement ¢, =¢,, &, =¢;. Donc,ona n,(=1)=nr,(2), 7, (0)==,(1),dot f = —1
et de la méme maniére 6 = —1. De (25) on déduit

y+0=-2, y0=—c¢

Par conséquent —y, —a sont des unités non réelles satisfaisant a I'équation (23).
En conséquence du lemme 14 ona —y = 1 +{, —o = | —{ et finalement ¢ = {*—1
avec une racine d’unité satisfaisant au lemme 14. Mais { € Q(e) = Q({?) si et seulement
si le degré { est m ou 2n, n>1 étant impaire. Dans ces cas g( f(x)) est réductible

sur 0.

Supposons ensuite que m =3 et
(26) S(x)—& = (x+B)(x*+yx+0)

avec des polyndomes a coefficients entiers sur Q(g)=L. Si les entiers a,<a,<a;
ne sont pas consécutifs, alors d’aprés les lemmes 8 et 9 a;—a, = 2 entraine une
contradiction. Dans le cas contraire on peut prendre a, = —1, a, =0, a;=1. Main-
tenant de (26) il résulte

B+y=0, Py+d=~-1, pdo=-—e,
¢ = f( - Bl +p).

Par conséquent 5, 1 —pf et 1+ sont des unités non réelles dans L telles que f+
+(I=p)=1c¢et (1-p)+(1+p) = 2. Donc, d’aprés les lemmes 12 et 14 on peut
déterminer 8 et & par exemple f=(, & =+ ({—(3), { étant une racine d’unité
convenablement choisie. Mais dans ces cas les conjugués de {—{*® sont différents
dans Q({), par conséquent {€Q(g) et ainsi on obtient les décompositions de la
forme (26) dans Q(g), c’est-a-dire les polynomes exceptionnels.

Enfin, si m=2 et f(x)—e est réductible sur Q(g), alors on peut écrire

(27) J(x)—e=(x+p)(x+7)

ou fi et y sont des nombres non réels dans Q(e). Dans le cas a, —a, > 2 on obtient
une contradiction d’aprés les lemmes 8 et 9. Dans le cas a, —a, = 2 on peut prendre
a, =—2, a,=0. De (27) on déduit

B+y =2, By=-e¢

avec des unités B, y non réelles. Par conséquent, d’aprés le lemme 14 f = 1,
y = 1+{ete = {*—1 avec une racine d’'unité primitive de degré =p*, 2p* (p nombre
premier, 2=0). Mais (voir le cas m=4) { € Q(e)=Q({?) si et seulement si le degré

c’est-a-dire

20 D
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de { est n ou 2n, n=- 1 étant impaire. Il en résulte que n=p* (p=3 nombre premier).
Enfin, si I'on a a, —a, = 1. par exemple a,=0, a, = —1, alors de (27) il résulte
(28) B+y=1, By=--c.

D’aprés le lemme 12 on a nécessairement

e o
L-4 LG

B:

et

i (1-{)0a-=4,)
(¢ —¢)?
avec des racines d'unité {,, {,, déterminées dans le lemme 12. Vu que ¢ est non
réel, on a {,#{,. De plus par hypothése S, y_EQ(a). Mais Q(e) est un K-corps,
ainsi B, 7€ Q(e), d’olt on déduit {, = g- Lo == }‘: €Q(g). Par conséquent, d’aprés
le lemme 13 il n’existe pas de racine d'unité { de degré ¢=p* (p =3 nombre premier)

telle que {, = {, =" (a, g)=(b, q)=1, a*> = b* (mod q). Il en résulte que ¢ satisfait
aux conditions du théoréme.
(1-¢,)(1-¢,)

Supposons ensuite que z»:=—(—,‘,7)2 avec des racines d'unité {,, (,
5162
satisfaisant aux conditions du théoréme (le cas m=2). Alors
p=p 2z, y= Bl
L4’ (=G

sont des unités non réelles dans Q({,,{,) d’aprés le lemme 12. De plus, d’aprés
le lemme 13 on a {,,{,€Q(e), c’est-a-dire ff, y€ Q(e). Par conséquent il existe la
décomposition x(x+1)—& = (x+f)(x+7) dans Q(e), et si g(¢)=0, alors g(x(x+1))
est réductible sur Q.
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