Funktionen auf endlichen Gruppen

Von HANS LAUSCH (Clayton) und WILFRIED NOBAUER (Wien)

Dem Andenken an Andor Kertész gewidmet

1. Dic Menge aller Funktionen auf einer universalen Algebra 4 mit Werten
in A, versechen mit den durch punktweise Ausfiihrung der Operationen von A4 defi-
nierten Operationen, bildet selbst wieder eine Algebra, zu deren Operationen noch
die Komposition von Funktionen dazugenommen wird. Die so erhaltene Algebra
F(A) und gewisse ihrer Unteralgebren sind in den letzten Jahren von verschiedenen
Autoren unter verschiedenen Gesichtspunkten studiert worden, sowohl vom Stand-
punkt der universalen Algebra aus, als auch fiir ,,in der Natur auftretende* Algebren
A, wie etwa Gruppen, Ringe oder Verbidnde (ein Teil der ausgedehnten Literatur
iiber dieses Gebiet ist in [2] zusammengestellt). In dieser Arbeit setzen wir A4 stets als
endliche Gruppe G voraus, wir bemerken aber, dal3 die Definitionen zum GroBteil
auch fiir beliebige universale Algebren 4 sinnvoll bleiben und sich wohl auch einige
der Ergebnisse auf andere Klassen von Algebren {ibertragen lassen.

2. Sei also G=(G; +, —, 0) eine — additiv geschriecbene — endliche Gruppe
und {F(G); +, —, 0, 0) die von allen Funktionen auf G mit Werten in G gebildete
Algebra, versehen mit den durch punktweise Ausfiihrung der Operationen von
G erklirten Operationen +, —, 0 und der Funktionenkomposition o. Es ist wohl-
bekannt, daB F(G) mit diesen Operationen einen Fastring mit Einselement 1 der
Ordnung |G|/ bildet (wie tblich bezeichnen wir die Kardinalzahl einer Menge
M mit |[M|). Die Einheitengruppe von F(G) — d. h. die von den beziiglich o inver-
tierbaren Elementen von G gebildete Gruppe — bezeichnen wir mit &(F(G)), und
ganz allgemein bezeichnen wir die Einheitengruppe einer Halbgruppe oder eines
Fastringes S mit Einselement stets mit £(S). Es besteht £( F(G)) aus allen Permutatio-
nen von G und hat daher die Ordnung |G|! Ubrigens ist bekannt (siehe [1], [3]),
daB der Fastring F(G) stets einfach ist, ausgenommen den Fall |G|=2.

3. Es gibt nun im wesentlichen zwei Mdéglichkeiten, Unterfastringe von (F(G);
+, —, 0, 0) bzw. Unterhalbgruppen von (F(G); o, 1) zu definieren, nimlich ent-
weder durch Invarianzeigenschaften oder durch ein Bildungsgesetz fiir die Elemente
des Unterfastringes oder der Unterhalbgruppe.

Im ersten Fall ist gegeben eine Menge von Relationen R;(a,, a, ..., a,) auf G.
Dann bildet die Menge aller ¢ € F(G) mit

Ri(ay,a,, ..., an,) = Ri(pa,, @a,, ..., (Pan.)
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jedenfalls eine Unterhalbgruppe #(R;) von (F(G);o,1), die Einheitengruppe
&(H#(R;)) dieser Unterhalbgruppe bildet daher eine Untergruppe von &(F(G)).
Dieses #'(R;) kann — muf} aber nicht — sogar ein Unterfastring von F(G) sein.

Im zweiten Fall ist gegeben eine Menge W von Elementen von F(G), und man
betrachtet die durch W erzeugte Unterhalbgruppe von (F(G); 0, 1) bzw. den durch
W erzeugten Unterfastring von F(G).

Wir geben zunéchst drei Beispiele fiir auf die erste Art konstruierte Unteralgeb-
ren von F(G):

a) R(a, b, ¢) gelte genau dann, wenn a+b=c. In diesem Fall ist J#(R) die
Endomorphismenhalbgruppe E(G) und daher &(#(R)) die Automorphismengruppe
A(G) von G. Es ist aber #°(R) nur dann ein Unterfastring von F(G), wenn G abelsch
ist — denn nur in diesem Fall ist 14 1€ (R).

b) Es durchlaufe N die Menge 9N der Normalteiler von G. Es gelte Ry(a, b)
genau dann, wenn ¢=5b mod N. In diesem Fall ist #(Ry|N€MN) die Menge jener
Funktionen von F(R), die mit allen Kongruenzen von G ,,vertriiglich* sind. Wir
nennen diese Funktionen die ,,kompatiblen** Funktionen und bezeichnen ihre Menge
mit C(G). Man erkennt sogleich, daB3 C(G) ein Unterfastring von F(G) ist.

¢) Es durchlaufe U die Menge U der Untergruppen von G. Es gelte Ry(a)
genau dann, wenn a¢ U. In diesem Fall ist #(Ry|Ucl) die Menge aller jener Funk-
tionen von F(R), die alle Untergruppen von G ,.erhalten*. Wir nennen diese Funk-
tionen die ,,konservativen™ Funktionen und bezeichnen ihre Menge mit K(G). Auch
K(G) ist ein Unterfastring von F(G).

Nun geben wir drei Beispiele fiir auf die zweite Art konstruierte Teilalgebren
von F(G):

d) W={—a+1+alacG}. Es ist wohlbekannt, daB W eine Unterhalbgruppe
von F(G) — ja sogar eine Untergruppe von A4(G) — bildet, nimlich die Gruppe
1(G) der inneren Automorphismen von G.

e) W={1}. Wie man sofort erkennt, bestcht die von W erzeugte Untergruppe
von (F(G); +, —,0) aus allen Funktionen der Gestalt n1 mit n€N (natiirliche
Zahlen) und bildet somit einen Unterfastring von F(G), ndmlich den Fastring der
,,Gritzerschen Polynomfunktionen®., Wie ebenfalls fast unmittelbar zu sehen, ist
dieser Fastring isomorph zum Restklassenring des Ringes der ganzen Zahlen nach
dem Exponenten von G, ist daher (zumindest im Fall einer endlichen Gruppe G)
nicht weiter interessant.

f) W={G, 1}, wo G die Menge der konstanten Funktionen von F(G) bezeichnet.
Wie ebenfalls leicht zu sehen, besteht die von W erzeugte Untergruppe von (F(G);
+, —,0) aus allen Funktionen der Gestalt a,+1+a,+14...+a,+1+a,,, mit
r=0, a;¢G und bildet somit einen Unterfastring P(G) von F(G), ndmlich den Fast-
ring der ,,Polynomfunktionen*.

4. Im Zusammenhang mit diesen Unterhalbgruppen bzw. Unterfastringen
U(G) von F(G) oder allgemeiner U(A) von F(A) mit beliebiger Algebra A (wo etwa
U=E, C, K, P ist) wurden bisher vor allem drei Arten von Problemen untersucht,
nimlich erstens Fragen iiber die Struktur von U(G) bzw. &(U(G)) bei gegebenem
U und G, zweitens das Problem, alle G zu charakterisieren, fiir welche U(G) oder
insbesondere &(U(G)) gegebene Eigenschaften hat (z. B. fiir welche G das &(P(G))
abelsch, nilpotent, iiberauflésbar oder auflésbar ist), und schlieBlich drittens Fragen
iiber den Zusammenhang zwischen den verschiedenen U(G) eines gegebenen G.
So ist etwa bekannt, daB P(G)= F(G) genau fiir die nichtabelschen endlichen ein-
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fachen Gruppen und fiir die Gruppe der Ordnung 2 gilt. (Die Gruppen mit P(G)=
= F(G) heiBen polynomvolistindig). In diesem Falle ist bei gegebenem U also jeden-
falls U(G) in P(G) enthalten, und man kann nun die Frage erheben nach simtlichen
Gruppen G, fiir die dies der Fall ist (diese Gruppen wollen wir als U-polynomuollstin-
d’rg bezeichnen). Ebenso kann man nach jenen Gruppen fragen, fiir welche &(U(G))
in &(P(G)) enthalten ist. Diese Gruppen nennen wir U-permutationspolynomvoll-
standig. Klarerweise ist jede U-polynomvollstindige Gruppe auch U-permutations-
polynomvollstindig. DaB die Umkehrung im allgemeinen nicht gilt, werden wir
etwas spdter sehen.

Wir wollen im folgenden einige Ergebnisse zu diesen drei Problemkreisen her-
leiten. Dazu bemerken wir zunichst, daB stets P(G)S C(G). Setzen wir

Py(G) = {9|o€eP(G), 9(0) = 0}

dann ist Py(G) der von I(G) erzeugte Unterfastring von (F(G): +, —, 0, o), und
es sind P(G)(E(G)und P(G)K(G) in P,(G) enthalten. Setzen wir L(G)=
={a+1lacG} — klarerweise ist L(G) Unterhalbgruppe von P(G) — dann gilt
P(G)=L(G)oPy(G).

5. Nun wollen wir K(G) etwas ndher untersuchen. Es sei J die Menge aller
zyklischen Untergruppen von G. Bezeichnen wir fiir Z€ 3 mit e(Z) die Menge der
erzeugenden Elemente von Z, so ist {¢(Z)|Z€3} eine Klasseneinteilung von G.
Wie sofort zu sehen, gilt oEK(G) dann und nur dann, wenn ge(Z) < Z fiir alle 263
Uberdies gilt ¢€&(K(G)) genau dann, wenn ge(Z)=e(Z) fiir alle Z€3, denn ist
dies erfiillt, dann ist ¢ in K(G) enthalten und eine Permutation; treffen umgekehrt
diese beiden Aussagen zu, dann ist ¢ auch auf jedem Z eine Permutation, muB daher
jedes Element von e(Z) wieder auf ein Element von e(Z) abbilden. Daraus ergibt
sich folgender

Satz. Ist 3 die Menge aller zyklischen Untergruppen von G und bezeichnet ¢ die
Eulersche Funktion, dann gilt

IK@)| = [1(Z]*(*|Z€ 3)
6(K@)| = IT (9(2])!1Z€3)

und es ist &(K(G)) isomorph zum direkten Produkt [[(Sym ¢(|z])|z€ 3).

Als nichstes wollen wir alle K-polynomvollstindigen endlichen Gruppen
bestimmen. Angenommen, es ist G eine solche, dann gilt K(G)EP,(G)EC(G),
d. h. es ist jede konservative Funktion auf G auch kompatibel. Angenommen, es
sei G nicht einfach und es sei N ein nichttrivialer Normalteiler von G. Die Gesamtheit
aller € K(G) ist nach dem vorhergehenden Satz gegeben durch die Y mit

Ya = n(a)a mit willkiirlichem n:G - N

Sind nun a, b¢ N voneinander verschieden und ist »=a mod N, dann gilt n(b)b=
=n(a)a=n(a)b mod N, daher (n(b)—n(a))b=0mod N, also n(h)=n(a) modo,
wenn 051 die Ordnung von & modulo N bezeichnet. Andererseits kann man aber
n willkiirlich wiihlen, also auch so, daBl diese Bedingung nicht erfiillt ist. Daher
ist G jedenfalls einfach. Ist G zyklisch von der Ordnung p, dann gilt |P,(G)|=p
und K(G)=pP~1, daher ist G in diesem Fall K-polynomvollstindig nur fiir p=2.
Somit gilt folgender
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Satz. Eine endliche Gruppe ist dann und nur dann K-polynomvollstindig, wenn
sie polynomvollstindig ist.

Etwas schwieriger zu beantworten scheint die Frage nach allen K-permutations-
polynomvollstindigen Gruppen zu sein. In dieser Hinsicht gilt jedenfals:

Ist G eine C-permutationspolynomvollstindige Gruppe, die hichstens nichttriviale
Normalteiler vom Index 2 besitzt, dann ist G auch K-permutationspolynomvollstindig.

BeEweEls. Sei tpEé’(K(G)) und N ein beliebiger Normalteiler von G. Dann imp-
liziert a€ N, daB3 auch @acN. Ist aber a¢ N dann gilt auch a4 N, denn andernfalls
wire @a kein erzeugendes Element der durch a erzeugten zyklischen Gruppe. Also
gilt £(K(G))S&(C(G)) und unsere Behauptung ist bewiesen.

Da wir spiter die Existenz von nicht polynomvollstindigen, aber C-polynom-
vollstindigen Gruppen beweisen werden, welche nur nichttriviale Normalteiler
vom Index 2 besitzen, ist damit auch die Existenz von nicht polynomvollstindigen,
aber K-permutationspolynomvollstindigen Gruppen bewiesen.

6. Wir beschiftigen uns nun mit den kompatiblen Abbildungen auf Gruppen.
Dabei erweist es sich zunichst als zweckméBig, die Gruppenoperation multiplikativ
und x statt 1 zu schreiben. Eine vollstindige Beschreibung der kompatiblen Abbil-
dungen ist uns nur fiir wenige Gruppenklassen gelungen, fiir welche folgender
Satz wesentlich ist:

Satz. Sei G eine endliche Gruppe mit nur einem minimalen Normalteiler N und
@€C(G), weiters {g, ..., 8} ein volles Vertretersystem fiir die Nebenklassen von

G nach N, dessen Vertreter fiir die Nebenklasse uN mit uN bezeichnet sei. Dann ist

o(@gn) =y (@EN)m@m) i=12,..,r,nEN, wo YcC(G/N) und m;€ F(N).
Umgekehrt ist jede solche Abbildung eine kompatible Abbildung auf G.

BEWEIS. Sei ¢ € C(G). Dann gibt es Y€ C(G/N) mit @(g)=y (g;N)n; mit n;€N.
Weiters ist @(gin)=¢(g)oi(n), neEN, mit ¢,€ F(N), und damit ¢@(g;n)=
=y (giN)n;o;(n). Aber m;:n—n;0;(n) gehodrt ebenfalls zu F(N). Sei umgekehrt
Q€ F(G) mit o(gn)=y(g;N)m;(n) und 1#M<G. Da N der einzige minimale
Normalteiler von G ist, gilt NS M. Wenn g=h mod M gilt und g=g; n,, h=g;,n,,
ny, ns€ N ist, dann gilt

?(8) = ¥ (gN)m;, (m) = Y (gN) = §(RN) = Y (RN)7; (ny) = ¢ (h) mod M,

da y€C(G/N) und M/N<aG/N ist. Also ist @€ C(G).

Folgerung 1: Sei G=2Z,. die zyklische Gruppe der Ordnung p*, wo p eine
Primzahl und =0, ganz, ist. Wenn wir die Gruppe additiv schreiben, also als die

additive Gruppe der ganzen Zahlen mod p* auffassen, kénnen wir jedes Element von
a—1

Z . eindeutig darstellen als > pirymod p*, 0=r,<p. Dann sind alle ¢€C(G) ein-
i=0

deutig gegeben durch die Abbi?dungen

a—1

a—1
¢ :ié; p'ri ~ Z': p'r(rg, ..., r;) mod p*
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wo ; eine beliebige Abbildung von {0, ...,p—1}*" in {0, ..., p—1} ist. Insbesondere

pl-l

ist |C(G)|= ppPTl, daher ist G genau dann C-polynomvollstindig, wenn p=2 und o= 1.

Bewels. Dall jede kompatible Abbildung diese Gestalt hat und diese Abbil-
dungen alle kompatibel sind, folgt aus dem Satz mittels Induktion nach «, da Z,.
nur einen minimalen Normalteiler Z, hat. DaB} jedes ¢ € C(G) das geordnete x-tupel
(mtg, ..., My—,) eindeutig bestimmt, folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung der
Elemente von Z,.. Hieraus ergibt sich auch die Aussage {iber die Ordnung von C(G).

Folgerung 2: Sei G eine endliche Gruppe, deren einziger nichttrivialer Normal-
teiler N Index 2 hat, wobei N eine nichtabelsche einfache Gruppe ist. Dann gilt C(G)=
= P(G).

BEwEs. Sei @€ C(G) und G=NUgN die Nebenklassenzerlegung von G nach
N. Dann gilt ¢(g*n)=g*®n,(n) fir n€N, «=0, 1, wobei 4: {0, 1}—{0, 1} eine Abbil-
dung ist. Umgekehrt ist jede solche Abbildung kompatibel, da N der einzige mini-
male Normalteiler von G ist. Also gilt |C(G)|=4|F(N)|*. Wegen [2], ch. 1, Prop.
12.5. ist aber jede Abbildung von G nach N eine Polynomabbildung. Denn fiir
u#=v gilt, da G kein Zentrum hat, (cu)*#(cv)® fliir mindestens ein c€G, also gibt
es eine Polynomabbildung ¢ von G nach N mit gu pv. Die Abbildungen x —g*xPy) (x),
wo o, f=0, 1 und  die Abbildungen von G nach N durchliuft, sind aber paarweise
verschiedene Polynomabbildungen von G in sich, daher gilt

4[F(N)}* = |C(G)| = |P(G)| = 4|F(N)[?

woraus sich die Behauptung ergibt.
Folgerung 3: Sym n ist C-polynomvollstindig genau dann, wenn n+=3, 4 ist.

Bewess. Fiir n=1, 2 ist die Behauptung trivial, fiir n=35 ergibt sie sich aus der
letzten Folgerung. Da Sym 3 ein homomorphes Bild von Sym 4 ist, geniigt es, die
Behauptung fiir n=3 zu beweisen. Die alterniecrende Gruppe Alr3 liefert zwei
Nebenklassen, A/t3 und g Alt3, g€ Sym 3\ Alt3. Sei @€ C(G) gegeben durch
(g Alt3)=1,0()=1, p(x)=x, @(x*)=1, wo Alt 3=[x], die von x erzeugte Unter-
gruppe von Sym 3 ist. Wire @€ P(G), so wire ¢, wegen ¢(1)=1, von der Form
e(y)=g:r'vg,...g7 ' yg, mit y, g;€G. Insbesondere wire x=¢(x)=g;'xg,...g7 ' xg,,
daher

o(x?) = grixtg, ... g 1 x%g, = (8r'xgy .- &1 x8,)* = ¢(x)® = x?,
da Alr 3 abelsch ist. Aber x*> 1, Widerspruch. Daher ist ¢ ¢ P(G) und Sym 3 nicht
C-polynomvollstindig.

Bemerkung: [2], ch. 5, Remark 5.32 zeigt, daB Sym 3 jedoch C permutations-
polynomvollstindig ist.

Satz. Sei G=G,X G, ein direktes Produkt von Untergruppen G,, G, und @€ C(G).
Dann gibt es ¢,€C(G), i=1, 2, derart, daf§

0(8182) = ¢1(8)0:2(g), &€G;, i=12
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BeEwels. Es existieren Abbildungen ¢;: G - G;, i=1, 2, sodaB

?(2:18) = ¢1(218) 02(8: 22
Da G,<1G, gilt

01(8:8) = 0(£18) = ¢(8) = ¢,(g) mod G,

und damit ¢,(£,82)¢:(g)7'€G,1G,=1. Es folgt ¢,(2:8:)=¢.(g)), ebenso

©2(8182) = @2(g), insgesamt also ¢ (g,82)=,(81) ¥:2(g2). Da jeder Normalteiler von
G; auch Normalteiler von G ist, folgt, daB die Einschrinkungen von ¢; auf G;

kompatibel sind. Hieraus ergibt sich die Behauptung.

Folgerung: Sei G=G,XG, endlich und (|G,|, |G,))=1. Wenn dann ¢; ganz
C(G;) durchliuft, i=1, 2, so durchlduft

©: &8 —~ ¢01(8) 92(82)

ganz C(G) und (@,, @s)—~¢ ist ein Fastringisomorphismus von C(Gy)XC(G,) auf
C(G).

BEWEIS. Sei ¢,€C(G;) und @(g,2.)=0,(g,)0.(g.). Wenn N<a G, so ist N=
=(G,NN)(G;"NN) wegen (|G,/, |G5])=1. Wenn g,€£G;, n€N, so ist g,g8.n=g;n 8N,
n;€G;N. Daher ist

@ (81821) = 01(811) P2(8:12) = ¢1(81) P2(g2) = ¢(g,82) mod N,
da ¢,€C(G)). Also gilt g€ C(G).
Wegen des Satzes ist jedes @€ C(G) von der angegebenen Form. Falls fiir ¢,
Y £C(G)) gilt

¢1(81) 92(g2) = V1(g)¥a(ge), fiir alle geG;, i=1,2

50 ist @ (g1) =¥,(gy) mod G, und wegen G, 1Gy=1 ist ¢,=V,, ebenso @,=y,. Dal
(¢1, ©2)~¢ ein Homomorphismus beziiglich Funktionenmultiplikation und Funk-
tionenkomposition ist, rechnet man leicht nach.

7. Der letzte Satz ermdglicht es uns insbesondere, das Studium von C(G) fiir
endliche nilpotente Gruppen G auf das fiir p-Gruppen zurtickzufiihren. Fiir den
Fall, daB G eine endliche abelsche p-Gruppe ist, werden wir eine vollstindige Be-
schreibung von C(G) erhalten. Wir gehen dabei schrittweise in Lemmas vor und
beniitzen wieder durchwegs additive Schreibweise fiir die Gruppenoperation.

Lemma. Sei G=Z,DZ, die elementar-abelsche Gruppe der Ordnung p*. Dann
gilt C(G)=P(G).

BeweEss. Sei ¢ C(G) und @(0)=0. Wenn x€G ist, so gilt dann ¢(x)=k(x)x
fiir eine ganze Zahl k(x). Wenn x,y€G, so ist y=x mod[y—x], daher
@(y)—@(x)e[y—x], also k(y)y—k(x)x€[y—x]. Trivialerweise gilt k(y)y—k(y)x€
€[y—x], daher (k(y)—k(x))x€[y—x]N[x]. Fir y¢[x] und x=0 gilt aber
[y —x]N[x]=0, daher p|(k (»)—k(x)), und da G nichtzyklisch ist, gibt es stets solche
y. Falls aber yé[x], so auch ypd[rx], fiir jede ganze Zahl r. Daher gilt
auch p|(k(y)—k(rx)), falls p{r. Insgesamt haben wir daher k(y)=k(x) modp
fiir alle y, x€ G\ {0}. Da wir fiir k£ (0) jede ganze Zahl nehmen kénnen und da exp G=
=p, ldBt sich ¢ schreiben als ¢ (x) =kx, fiir ein ganzes k. Ist nun ¢ beliebig, so erfiillt
Y x—~(@(x)—¢(0)) die Bedingung ¥ (0)=0, also gilt ¢ (x)=¢ (0)+kx, fiir ein ganzes
k. Daher ist @€ P(G).
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Lemma. Sei G=Z,.8Z,., a=1. Dann gilt C(G)=P(G).

Bewers. Mittels Induktion nach o. Fiir «=1 ist die Behauptung gerade die
Aussage des vorigen Lemmas. Sei nun x=>1 und {w,, w,} ein Erzeugendensystem
fir G. Dann durchlduft Z=r,w, +r,w, ein volles Vertretersystem fiir G/p* 'G genau
einmal, wenn r; in den Grenzen O0=r;<p*~1, i=1, 2, lduft. Sei ¢ € C(G) mit ¢(0)=0,
ucp*'G. Dann gilt @ (Z+u)=k(Z+u)+0.(u), k ganz, o.(u)€p* G, wegen Induk-
tion. Ist u’€p*~1G, dann gilt

0:()—0: () = (Z+uw)—@(Z+u')—k(u—u')e[u—u']

daher ist p.€ C(p*~'G). Wegen Induktion existiert dann f(Z)€p* 'G und eine ganze
Zahl I(z), sodaB o.(u)=p(z)+1(Z)u. Weiters ist Z+u—p.(u) kompatibel auf G.
Ist nun Z’ ein weiteres Element des Vertretersystems mod p*~'G, so gilt

B(2)—B(E)+(I(2)~1E))u = 0: () — 0= (W)€ [~ Z']
fir alle ucp*'G. Fir u=0 ergibt sich insbesondere ﬁ(f)—ﬁ(f’)é[z“—f’ , daher auch
(12— 1(Z))uc[z—2"1N[u], fiir alle u€p**G.

Zu z—Z’ gibt es 0=u,€ p* G, sodaB [Z—Z"]N[u,) =0, andernfalls wiire [u]S[Z—Z']
fir alle u€p* G, da exp p* 'G=p, und somit p*~'G zyklisch, Widerspruch. Daher
ist (/(2)—1(Z"))uy=0, also p|(I(z)—1(z")). Da exp p* *G=p, gibt es daher eine ganze
Zahl ! derart, daB ¢.(«)=p(Z)+ lu. Daher ist

—~IE=Z)+B@)—-B(E) = 0:(u) —0- W)= IEZ—Z +u—1')E[Z—=Z +u—u],
fiir alle u, v’ € p*~1G, also
—I(Z—Z)+BE) —BE)E N(E—Z +ullue p»G) = [p(—Z')] S pG.

Wegen a=1 ist B(Z)—B(Z)€pG. Daher gilt /(Z—Z")€pG. Setzen wir =0, Z=w,,
so ist /w, €pG, also pll. Wegen exp p* 'G=p konnen wir daher /=0 nehmen und
erhalten ¢.(v)=p(Z)€p*~'G. Wegen eines vorhergehenden Satzes 1dBt sich f schrei-
ben als

B(Z) = p* oy (r)wi +oa(r)we), 0= ay(r,) < p
und es gilt B(2)€[ryw, +ryw,). Also haben wir
P lo(rdw = L(ry, rdriwy, i=1,2, [(ry,rs) ganz.
Insbesondere ist p*~'a;(r;)={(ry, ry) r; mod p? somit

p*lo,(1) ={(,rgdmodp*, fir 0=r,<p L
Daher ist
P*toa(ry) = {(1, rry = p*~ oy (1)ry mod p*

also 6,(ry)=0.(1)ry mod p und somit g,(1)=0,(1) mod p. Ebenso erhilt man
a,(r) =6,(1)ry=0,(1)r; mod p. Also gilt

BE) = p*toy(D)(rywy +raws) = p* ey (DZ = p* oy (1) (E +u),

da a=1 und pu=0. Daher ist ¢ (z)=(k+p*'¢,(1))z. Wie im vorigen Lemma folgt
C(G)=P(G).
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Lemma. Sei G=Z,®Z s, 1, =0,>0. Es sei Z,a,=[W,], Z,a,=[w,]. Wenn z€G
die eindeutige Darstellung

z=(n+pa 2RI)W+rw, 0=rn<pa ™, 0=R <ph, O0=r,<pn
hat, und wenn @€ C(G), dann hat ¢ die Form
0 (2) = q(z)+p=o(r)w,
0:{0,....0A %=1} = {0, ..., pr~%s—1)

eine Vertreterfunktion fiir ein Element von C(Z,,-2,) und g€ P(G) ist. Umgekehrt
ist jedes solche @ kompatibel.

wo

BEWEIS. Z=1,w;+rowy, 0=1,<p*, 0=r,<p*, bildet ein volles Vertretersystem
fir G/[p*wy] = Z 2, Z s, Sei € C(G), ¢(0)=0 und u€[p*w,], dann gilt wegen des
vorhergehenden Lemmas

P(Z+u) = k(Z+u)+0:(u), k ganz, g, (u)€ [p*2w]

und Z+u—o.(u) ist kompatibel. Wegen eines friitheren Satzes hiingt ¢.(«) nur von
r, und R, ab, also
0:(u) = p*2a (ry+pH =" Ry)w,

wo 6 (ry+pn~ %R)) ganz ist. Ist. Z’ +u'=(r{+p %Ry w, +ryw, ein weiteres Element
von G, geschrieben in der eindeutigen Darstellung von oben, dann gilt

(0 (s + A5 R — 0+ P RY) wy =
= 0:(u) — 0= (W)€ [(ry—r1 + p™ "2 (Ry — RY)) wy + (ra — ra) wa .
Da ¢.(u) nicht von r, abhingt, folgt
0: () — 02 (W)€ N([(ry—r{+ P72 (Ry— R))wy + mw,] |0 = m < p*) =
= [p=(r,—r))wi].

Daher hiingt ¢ von R, nicht ab und ist kompatibel mod p~*. Also gilt ¢(z)=
=kz+p*0o(r;)w;, und wie vorher folgt allgemein fiir YycC(G), daB Y (2)=
=¢q(z)+p*0o(ry)w; mit einer Polynomfunktion g ist.

Sei umgekehrt ¢ von der angegebenen Gestalt. Zu zeigen ist, daB

! 7 z = po(r)w,
kompatibel ist. Sei also

r » pa ¥ * ’ e
2 =rnw+phaRiw +rwy, 0=sri<pa, 0=sR <p, 0=r <ps

Dann gilt
p(a(r) —a(r))wE [pa(r—r)wi] = [p=(z—2)] € [z—2],

also ist z—p*a(r;)w, kompatibel.



Funktionen auf endlichen Gruppen 61

Satz. Sei 1=2 und G=Z,,BZp2,®...BZps,, Z=EGE...=0,, und Zy, =[wy].
Wenn z€G die eindeutige Darstellung

z = (rl—{-p"l"sRl)wl-i-y, 0= < phh, 0= R, = p*:, ye€ Cpa,® ...EBCPu,
hat und @€ C(G), dann lift sich ¢ schreiben als

@(z) = q@@) +pa(r)w
wo o eine kompatible Funktion mod p*~* und q¢€P(G) ist. Umgekehrt ist jedes
solche ¢ kompatibel.

Beweis. Induktion nach 7. Fiir r=2 wurde der Satz im vorigen Lemma bewiesen.
Sei nun =3, @€ C(G), @(0)=0. Nach Induktion und einem fritheren Satz ist

@(2) = kz+p=a(r)w,+1(r)w,, k ganz, ¢ kompatibel mod p*1~*, 7(r,) ganz,
WO z=Z+r W, Z€Zp,®...®Z,, _,, 1, ganz, Z,,=[w,). Sei in dieser Darstellung
z’=%"4r]w, ein weiteres Element von C(G). Setzen wir ¢(z)=¢(z)—kz, dann ist
auch o(z) kompatibel, und es gilt:

(t(r) =2 (rD)wi+p=(0 (r) — o (r)) wy =
= e(@) —e@)e[(rn—rDw + é; (ri—r)wi+pa=%(Ry— R)wi ].

Da dieses Element unabhingig von ry, ra... 71, r1_; ist, gilt daher
2(2) =2 ()€ N([(ry—r)wy+p™~%(Ry— R)wy +(re—r)) w, +u])
WO
UEZpy® ... B Zps,_, = [p*(ry—r)wyl.
Also ist (t(r)—t(r;))w,=0, d. h. 7 ist eine Konstante und wegen ¢(0)=0 ist 7(r,)=0
fiir alle r,. Daher hat ¢ die Gestalt des Lemmas. Umgekehrt folgt wie im vorherigen
Lemma, daB jedes solche ¢ kompatibel ist.
Folgerung: Sei G=Z,,®...®Z s, 4, =...=0,, t=2. Dann durchliuft
@:z =~ a+kz+po(r)w,

ganz C(G) genau einmal, wenn a ein volles Vertretersystem mod p*: G, k ein volles
Vertretersystem mod p* und ¢ ein volles Vertretersystem fiir die kompatiblen Abbil-
dungen mod p*~*: durchliuft. Insbesondere gilt:

IC(G)| = |G| p**»~1|C(Z2,-2)|-
Folgerung: Sei. G=Z,,®...BZ,,, y=,=...=0,, t=2. Es ist G genau
dann C-polynomvolistindig, wenn entweder oy =a,, oder p=2 und oy =o,+ 1.
Bewels. Die Behauptung folgt aus |P(G)|=|G|p™.
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