Uber das Ahnlichkeitsprinzip fiir hyperpseudoholomorphe
Funktionen

Von C. WITHALM (Graz)

In der Theorie der pseudoholomorphen Funktionen spielt das Ahnlichkeit-
sprinzip eine ganz wesentliche Rolle. Nach einer kurzen Definition der hyperpseudo-
holomorphen Funktionen soll fiir diese ein Ahnlichkeitsprinzip formuliert und deren
Hauptzweig eingefiihrt werden.

1. Einfiihrung: Es sei D, ein Gebiet der komplexen Ebene; E:=(FG) heilit
ein Element des Erzeugendenraumes E;, oder ein Erzeugendenvektor, wenn gilt

(E1) A Im(F-G) = 0, (E2) A EEH'X H'.

zED, zED,

Ist DccD,, so wollen wir mit €, den Vektorraum iiber R der in D reellen
Vektorfunktionen wz[il bezeichnen. w=Ew heibt in D reguldre pseudoholo-

morphe Funktion, wenn flir x+iy=z, x,+iy,=2z, gilt

digyw

(20): = W(zp): = zIiI‘l"l E(z2) (X, y) — (X, Vo) '

=20 1 ""Zo

(a) A =

EDCCD, dz

Wir definieren E-QD,@ =:Pp(E). Fir w=EweP,(E) gilt weC' X!,
dz

w=Fw,., 0=FEw,. Ist E=(li)=:4, soist Ao holomorph in D, P,(A) bezeichnet
also die Menge der in D holomorphen Funktionen.

Es sei E=(FG)€Ep, und E'=(F,G,)€Ep, und es existiere in D, ein holo-
morphes Funktionenpaar (o, 7)€ H'X H' mit positiven Imaginirteilen, so daf3
Fi=Fs und G,=Gt ist. Ist dann DccD, und w=FEw=Fp+GycP,(E),
wi=E'@'=F,¢,+G Y €Pp(E"), F*=(FoF), G'=(G1G) und wy=F(¢+op,)=:
=:F°w®, we=G(+1y,)=:G'w', und sind PJ(E)C P,(E) und PJ(EY)C Pp(EY)
so erklirt, daB entweder @ +o¢, oder ¥+, holomorph in D ist, so gilt

Satz 1. Die Abbildung 0:P3(E)XPS(EY)E(w, wy)—~(wg, wg)E PY(F) X P (GY)
existiert und ist ein Isomorphismus, wobei wg bzw. wg inder Form F® bzw. GY
mit in D holomorphen Funktionen ® bzw. ¥ dargestellt werden kann.
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Beweis. Fiir die Existenz von © zeigen wir, dal F” ein Element von E,
ist; dazu iiberlegen wir, daB (E1) Im (FeF)=Im (¢|F|[*=0 und (E2) F°¢ H' X H'
erfiillt ist. Da fiir ¢ +0¢,€Py(A),

dipeyWw x .
A = (@) = W) = lim F(2)

€ DT T D,

?(x, ) — @ (Xg, Vo)
Z— 2y

nach Voraussetzung eigentlich existiert, ist wg€ Pp(F°). Fir Y+t € Pp(A) erkennt
man, daB G'€E,, und wg€Pp(G) ist. Die Volaussetzungen zusammen mit der
Konstruktion von @ implizieren fast unmittelbar, daB diese Abbildung injektiv,
surjektiv und homomorph ist, falls ¢ +o¢, und ¥+, simultan holomorph sind.

Es sei Y41y, €P,(A), dannist 0=F°w?+G'w:.') Fir wp=F°®” folgt 0=
=F'w;=Fo.+(Fo)p,s; da a€Pp(A) ist, ist ¢,=0, also gilt 0= Fg,+(Fo)@,;+
+Fo,p,=F(¢+0¢,), undda F in D, nirgends versechwindet, ist (¢ +0¢,).=:P.=
=0, woraus wegen @cC! die Behauptung @€ P,(A) folgt. Entsprechend erkennt
man die Richtigkeit der Aussage Y+, =:YePy(A), falls @+o¢@,cPp(A) ist.

2. HP,(E). Wihlen wir speziell (o, 1)=(i, i), so gelangen wir bei geeigneter
Definition eines Differentialoperators zu den hyperpseudoholomorphen Funktionen .%)
Unter HQ, wollen wir die Menge der in Dc c D, erklarten Vektoifunktionen

x::%[z] mit holomorphen Komponenten verstehen. Auf E-HQ, erkliren

wir dann in folgender Weise einen Differentialoperator. Ist w=E cE-HQ,, so
seidtszgi w=Ey’. Das Tupel [E-HQD,%] wollen wir als den Raum HP,(E)

der hyperpseudoholomorphen Funktionen bezeichnen.

Korollar 1. HPy(E) ist ein additiver Vektorraum tiber C.

BEwEss. Es sei (4, y)€CXC, und (w,=Ey,,w,=Ey,)EHPL(E)XHP,(E),
dann ist Aw, +puw,=E(/y; +uy,)e HPp(E).

d

Korollar 2. f:;f L ist ein linearer Endomorphismus in HP,(E).
Bewess. Sind (4, u) und (w;, w,) wie im Beweis zum vorigen Korollar erklirt,
dmf) (Aw,+pw ) =4+ Ep,+ p+ Ey,=7. d{;f' w,+u df;f]

Aus der Theorie der pseudoholomorphen Funktionen wissen wir, dal3 die Ablei-
tung w von wéPp(E) wieder eine pseudoholomorphe Funktion modulo eines
Erzeugendenvektors E' ist, wihrend w selbst als Ableitung einer pseudoholo-
morphen Funktion modulo E~!' gedeutet werden kann. Setzt man E:= E", sosagt
man, E sei in die Erzeugendenfolge (EV),.; eingebettet. Existiert ein u=1, sodaBl
fiir alle veZ

Ev*H=FEv" ist, so heiBt u eine Periode der Erzeugendenfolge. 3)

so gilt W

) 0=Ew:+E'el.
?) Siehe [11].
) Siehe [6].
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Korollar 3. Die Periode der Erzeugendenfolge hyperpseudoholomorpher Funk-
tionen ist unabhdngig von E immer p=1.
Das heiBt, wir erhalten die Rekursionsformel

u+l d d" ]
diig = 1. %
Nav=Eg [dz"x :

Satz 2.

(i) P3(EY®PY(IE) bzw. PJH(F)YDPH(G) und HPH(E) sind isomorph zu
einem Teilraum HPH(E) von HP,(E);

(ii) Pp(F*) und Py(G') sind Teilrdume von HPy(E).

BeweEis. Der Beweis zu (i) folgt aus Satz 1 zusammen mit der Definition von
HPy(E). Fir (ii) brauchen wir nur einmal ¥=0 und e¢inmal ®=0 zu setzen.

3. Ahnlichkeitsprinzip. Ist wé Pp(E), E=(FG)€E,,, Dc cD,, so gibt es eine
in D beschrinkte Funktion s aus H', sodaB w=¢'f, worin f€Pp(A).

Diese Funktion bestimmt sich zu

a© +5QEOMQ) 4

D3{=¢+in {—z

2(z) =

wenn a und b die charakteristischen Koeffizienten

- FG-FG ' ~ FG-FG
bedeuten. Fiir w; erhalten wir dann die Darstellung aw +bw.
Wir formulieren e'n entsprechendes Ahnlichkeitsprinzip fiir hyperpseudoholo-
morphe Funktionen von HPJ(E).
Es sei also HPJ(E)32w=wg+w;€PY(E)® Py(iE); wir kénnen leicht nach-
rechnen, daB fir die korrespondierenden Koeffizienten ag, by, bzw. a;, by die
Bezichungen ag=a; und by= —b; gelten.

Satz 3. Es sei HPY(E)32w=wg+w;€ PY(E)® P)(iE); setzen wir
3 f ag({) + br (D) (W () — W, (0))/2w (D) dEN

D3L=E+in e—%

5(2)i=— dn

so ist s gleichmdpig stetig in D, |s|=M=M(D, E), f=e *w ist holomorph in D.

?(Q déNdy; ist A\ |pl=K, so gibt es eine
D3{=2+in * z€D
nur von D abhidngige Konstante K,, sodal3 f\ lgl=KKp ist;ist o€ H an z,€D,

Bewers. Es sei g(z2):=

dann existieren ¢.(z,) und g¢.(z,) und es gilt q.(‘.n)—-rrg(zo) 1)

1) Siehe etwa [1], speziell Lemma 2.1.
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Setzen wir g:=ag+bg(Wg—W,)/2w, so ist ]Ql—:sup(lagl+|bx|) & D=

=D\N,, ist w aus H, wenn N, die isolierten Nu!]stellen von w in D sind; ¥
es ist dort also s;=ag+bg(Wg—W;)/2w, also gilt under Beriicksichtigung von 2w, =
=aan+bnwk+a’w;+b]ﬁ;

2f; = e75(— 852w+ 2w;) = e~ 5[(—ag —bgr(Wg — Wy)/2w) 2w +
+ag+ 2w+ br(Wg —wy)] = 0,

und da feC! ist, folgt, daB f holomorph in D* und beschrinkt an den Null-
stellen von w ist; f ist also holomorph in D.

4. Hauptzweig. we Pp(E) habe nach dem Ahnlichkeitsprinzip fiir pseudoholo-
morphe Funktionen die Darstellung e*f. Ist ¢*¢ H', so ist w pseudoholomorph
modulo S:=(e*ie*); wir sagen dann, w nehme seinen Hauptzweig in Pp(S) an.
Entsprechend wollen wir sagen, wé HP,(E) nehme seinen Hauptzweig in HP,(S)
an, wenn in 2w=wx+wEPY(E)B PH(iE) sowohl wg=e'r fz seinen Hauptzweig
in Pp(Sg) mit Sgp:=(e'xie’r) als auch w,=e% f; seinen Hauptzweig in P,(S))
mit S;=(e’rie’r) annimmt, und S durch (esze’r) erklirt ist. Setzen wir A:=

— f“]eHQ,,, so gilt
Jr
Korollar 4. Nimmt wecHPy(E) seinen Hauptzweig in HPL(S) an, so gilt
d("S) — ’
y o SA.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition der hyperpseudoholo-
morphen Funktionen zusammen mit der Erkldrung ihres Hauptzweiges.

Es sei E=(FG)€Ep, und I' ein rektifizierbares Kurvenstiick in DccD,
mit dem Anfangspunkt z, und dem Endpunkt z und es sei WeC(I'). Unter dem
E- x-Integral iiber W ldngs I' versteht man den Ausdurck

f W ( _Rcf G*de+:Ref F*Wd,

wobei -
—2F 2G
Fri= s, G'=—a——
FG—-FG FG—-FG
und E*:=(F*G*)€E,, der zu E adjungierte Erzeugendenvektor heiBt.
Das E-Integral iiber W ldngs I' ist dann durch

f W) { = F(z) Re f Wi(g){ + G (z) Im f Wi

0 =g
erkléirt. :

%) Die Nullstellen pseudoholomorpher Funktionen sind isoliert. Vergleiche [1], [2], [8].
¢) Siehe [9].
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Ist w=Ew€P,(E), so gelten die Beziechungen 7)

*f wdig){ = A(w(x:}’)— “)(xo;yo));
%o
mit z=x+1iy, Zy=Xy+iy,, und ®)

[ iyt = w(@)— E@) oo, yo).

Satz 1 zusammen mit der Definition der hyperpseudoholomorphen Funktionen
legen dann die folgende Definition eines Integraloperators auf HP,(E) fest.

Es seien E und I' wie oben erklirt und es sei wieder Fi=(FiF), G'=(G iG)
und fiir W sei in einer Umgebung von I' die Darstellung 2W=Wy+ W; mit
Weg=F®, We=GY¥ und (@, ¥)eC(I')XC(I') erlaubt. Dann wollen wir unter
dem HE-*-Integral iiber 2W lidngs I' die Bezichung

2tf'" Wil =, [ Wedanl+, [ Wodont
=0 Zn Zp

und unter dem HE-Integral iiber 2W lings I' die Bezeihung

2 [ Wiipl = [ Wedanl+ [ Weden(
verstehen. a i o
Satz 4. Ist w=EycHP,(E) "), so gilt

2 [wdupt = [.(@+¥)d,
Zy Zy

z z

[ wdwet = E@) [, 1d.

20

Der BEwers findet sich in [11].

Korollar 5. Nimmt weHPy(E) seinen Hauptzweig in HP,(S) an, so gilt
unter den Vereinbarungen am Anfang dieser Nummer

x

2*.fr wdys){ = fjr(fﬂ +fdg, fr wdius){ = S(2) f:_ de.

»

) w=Ew heift auch pseudoholomorphe Funktion erster Art und ,w=A® die korres-
pondierende pseudoholomorphe Funktion zweiter Art.
#) Siehe etwa [1], [2].

) X=— “’]eHQ
2 \v i

2D
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5. Zusammenhang. Wir wollen noch einige einfache Aussagen iiber den Zu-
sammenhang von P,(E), P,(iE) und HPL(E) beweisen. Jedem w,=(iE)w'€
€P,(iE) entspricht umkehrbar eindeutig ein wypn=FEw'cPy(E); ist I' ein
rektifizierbares Kurvenstick in Dc <D, mit dem Anfangspunkt z, und dem
Endpunkt z, so gilt

Satz 5. Es gelten die Beziehungen

. dir) dig)
i) Wy = Wwain® ii —— Wy =—W
(1) wr = wrn'), (D) P 77 R

=z z
(1ii) *fr widp)l = *fr wr @),
o

EN )

£ z
(iv) fr widap{ =i fr Wrnde)C.
0 o

(v) Nimmt wy € Pp(E) seinen Hauptzweig in Pp(S) an. so nimmt w;¢ Pg(iE)
seinen Hauptzweig in Pp(iS) und 2w:=wggy+w, seinen Hauptzweig
in HPp(S) an.

. - i
BEWEIS. (i) ,w;=Aw'= wga).

diig)
dz

) y . d
wy = ((E) ol = i-Fo! = i =L wa(p.

(i1) o

(i) |, [, widipl = Re [ (iG)*'widl+iRe [ (F)* wd{ =
=Re [ G*(—iw)d{+iRe [, F*(—iw)d, =
=Re [, G'wpnd{+iRe [ F'wadl =

ez *f,- Wrnd) L.
Zo

z

(v) [, widap{ = iF(2) Re _ [ widap{+iG@E)Im [, widg{ =
Zo o]

Zo

= f[F(Z) Re [ wrndpl+G@)Im [ “-‘nmdmC] =

z

=i f_.» wrnde) L.

Z0

)y Vergleiche FuBinote 7).
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(v) Gilt nach dem Ahnlichkeitsprinzip fiir pseudoholomorphe Funktionen
wrn=e€f, so ist w;=(ie*)f, also wgpn€Pp(S) impliziert w € Py(iS).
Fiir das Ahnlichkeitsprinzip von 2w:=wg ) +w,€ HP,(E) gilt

LY ! f ar ((8) + br ) (O) (Wr iy (O) — W, (D) 2w (D) dENdny =
S T p3g=g+in (-2
5 f arn(8) +br () Wrin (O (1 +D)/(wey(O)(1 +1)) i =
T p3t=g+in {—2 4

= Swp (@) = 5

ist also wg € Pp(S), so folgt die letzte Behauptung.
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