Uber Weyl—Otsukische Riume

Von ARTHUR MOOR (Sopron)

Einleitung. Die Otsukischen allgemeinen Ubertragungstheorien! sind dadurch
charakterisiert, daB die kovariante Ableitung der Tensoren fiir die kovarianten bzw.
kontravarianten Indizes mit verschiedenen Ubertragungsparametern “I'jl, bzw.
'T'j'y festgelegt ist, die aber nicht ganz beliebig vorgegeben werden konnen, d. h. sie
bestimmen nicht die unabhingigen GrundgroBen des Raumes, sondern sind durch die
Relation

0.1) WPj+"T,\Pi—"T; 5 Pi=0

miteinander verkniipft. Der Tensor Pj(x) in (0.1) soll immer einen eindeutig bestimm-
ten inversen Tensor Qf(x) haben, d. h. es ist Det (P))=0 und PjQ{=d;. Als
GrundgroBen konnen also z. B. “I';f, und P} gewihlt werden, die Uberstragungspara-
meter ‘I"%, sind dann durch (0.1) eindeutig bestimmt. ) _

In unserem Aufsatz [1] begriindeten wir eine solche Ubertragung, in der "I}
aus einem metrischen Grundtensor g;;(x) gebildet wurde, der rekurrente kovariante
Ableitung hatte. Diejenige Otsukischen Réume, in denen die Ubertragun gdurch g;;,
Pj und durch den Rekurrenzvektor y, definiert ist, haben wir Weyl—Otsukische
W—O,-Rédume genannt. Diese sind also durch V,g;;=y,g;; charakterisiert.

Im folgenden wollen wir das Problem untersuchen, dafl unter welchen Bedin-
gungen die kovariante Ableitung des kontravarianten metrischen Grundtensors g'/
in einem W—O,-Raum auch rekurrent ist. Bekanntlich ist in den gewéhnlichen Weyl-
schen Riumen V,g"= —y, g", d. h. der Tensor g'/ ist in diesen Rdumen immer re-
kurrent, wihrend in den W—O,-Ridumen das nur unter weiteren Bedingungen er-
fullt ist.

Das Kronecker-d/ kann als der gemischte metrische Fundamentaltensor betrachtet
werden. Es ist in den W—O,-Ridumen im allgemeinen V,é;#0. Im Paragraphen 3
werden wir auch diejenigen Bedingungen bestimmen, die die Giiltigkeit der Relation
V.di=y, 8} sichern.

Dementsprechend stellen wir im § 1. die wichtigsten Relationen der W—O,, -
Riume zusammen ; dann, in §§ 2—3, bestimmen wir die notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen fiir die Rekurrenz von g/ und &}. Die Integrabilititsbedingun-
gen von P} sichern, daB bei gegebenen "I';, die P} so bestimmt werden kdnnen, daB
die kovariante Ableitung von 6% rekurrent sei.

1 Vgl. [2]. Das Schriftenverzeichnis befindet sich am Ende unseres Artikels.
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Endlich werden wir im § 4., in den SchluBbemerkungen beweisen, daBl die Summe
der Rekurrenzvektoren von g;; und g gleich 2, ist, wenn y,, den Rekurrenzvektor
von &) bedeutet.

§ 1. Grundformeln der W—O,-Riiume. Ein Otsukischer O,-Raum ist eine Punkt-
mannigfaltigkeit in der die geometrische Struktur durch ein invariantes Differential
von der Form (vgl. [1], (1.1)—(1.5), oder [2], (4.9)—(4.10)):

(1.1) DV} v Pptss. PRV A PR . PR,
(1.1a) Vi = i + Z'F,, 0 A AN
- ﬁ g 0 e e,

festgelegt ist, wo V 'r einen beliebigen Tensor, "I}, und TS 'k Ubertragungspara-
meter bzw. P‘ emen angegebenen die geometrische Struktur bestimmenden Tensor
bedeutet. Zw1schen die GrundgroBen besteht die Relation (0.1).

Die fundamentale kovariante Ableitung von (1.1), ist nach (1.1a)
(1.2) VAV e B o PV Cn iy L PR

Der O,-Raum wird ein Weyl—Otsuklscher W—O -Raum, falls die Ubertragungs-
parameter "'}’ von emem metrischen Grundtensor g;;(x) — der in i, j selbstverstind-
lich symmetrisch sein muBB — abgeleitet sind, so, dall

(1.3) Vi 8ij = Y« 8ij

giiltig sei (vgl. [1], (1.7)). Die GrundgroBen eines W—O,,-Raumes sind hiernach der
metrische Grundtensor g;;(x), der Rekurrenzvektor y,,(r) und der Tensor Pj(x).
Beziiglich Pj(x) nechmen wir an, daB die Symmetrieforderung

(1.4) P = 8i.-Pj=§_;.-P."=Pﬁ

giiltig ist. Aus dieser Bedingung folgt auch, daB die kovariante Form des inversen
Tensors von P}, d.h. Q;; auch symmetrisch ist. Es gilt namlich nach (1.4): g, = P,; 0’
und somit wird

(1.4a) Oim = 8O = Py;0{ 0% = Py;OLO! = g0; O = Opmi-

Die Uberstragungsparameter “I";, konnen in den W—O,-Riumen aus (1.3)
berechnet werden. Im Hinblick auf (l la) und (1.2) wird (vgl [1], Formel (2.3))

it | . g Lo
(1.5) ryy= ‘:Jk}_5(?1’"‘:""?{"1{_?""31&),

wo {/;} die aus g;; gebildeten Christoffelklammern zweiter Art bedeuten, ferner im
Hinblick auf (1.4a)

(1.6) my = g4 Qi O = 2,008, mi = Q.0%.

Die Ubertragungsparameter ‘T " konnen somit aus (0.1) nach einer Kontraktion mit
Q! bestimmt werden.
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§ 3. Rekurrenz von g"/. Vor allem berechnen wir V,g"/. Auf Grund von (1.2) und
(1.1a) wird:

(2.1) V.8’ = P P}(0:8"°+8" T +8"'T %)
Auf Grund von g,g"*=6" wird nach partieller Ableitung nach x* und Uberschie-
bung mit g*
(2.2) hg” =—g"g" O gy-
Aus (1.3) bekommt man (vgl. [1], (2.2a)) im Hinblick auf (1.6)
(2.3) 8 = &is T’k +&es T'utvimyy.
Aus (2.2) wird somit

hg® =—g"*" I —g" T —ym™,
und nach (2.1) bekommt man auf Grund der Identitét
(2.4) 5?!: = T—"T
die Formel : e

V.8 = P, Pi(g" 0%y +8" O —vim™).

Beachtet man jetzt (1.4) und (1.4a) d. h. die Symmetrie des P-bzw. Q-Tensors, die
offenbar auch fiir die rein kontravarianten Komponenten besteht, so folgt im Hin-
blick auf (1.6):

(2.5) Vig"’ = =& + P Py (g™ O} + 8 0).
Aus (2.5) folgt unmittelbar wegen Det (P})=0 der folgende
Satz 1. Es ist

(2.6(2.6) g o0+ 8" o = i +7)8" 0108
notwmotwendig und hinreichend dafiir, daf aus (1.3) die Relation
2.7 Vig =yig"

folge, wo y; einen kovarianten Vektor bedeuter.

Bemerkung. Der Fall V,g''= —y,g", diein den gewdhnlichen Weylschen Riu-
men giiltig ist, ist offenbar durch y; = —y, gekennzeichnet. In den W—O,-Rdumen
kann aber auch y;# —y, bestehen.

Die Gleichungen (2.6) bilden im wesentlichen ein partielles Differentialglei-
chungssystem fiir die Pj; das wollen wir im folgenden bestimmen. Unter Beachtung
von (2.4) bekommt man aus (2.6) nach einer Kontraktion mit P, P; im Hinblick
auf (1.4)

(2.8) (T —"T o) PiPi+ (o —"T'o) Py P} = (i + 1) 835
Aus (0.1) bekommt man
(2.9) Ty = Ok PE+"T " P7)OF Gs-
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Substituiert man dies in (2.8), so wird nach gewissen Vertauschungen der Indizes und
zufolge der Annahme (1.4):

r 4 "~ r l
(2.10) HsuPi') 0k P = "Iy P‘(-‘P}) " rrmnPi') P, +‘2'(}’: + ) 8ij-

Satz 2. Das Differentialgleichungssystem (2.10) ist notwendig und hinreichend
dafiir, daf aus (1.3) die Relation (2.7) folge.

Bewers. Die Notwendigkeit haben wir schon gezeigt, da (2.10) aus (2.4) abgelei-
tet wurde. (2.10) ist aber auch hinreichend, da wenn man (0.1) beachtet, d. h. 9, P}
eliminiert wird, so erhdlt man aus (2.10) unter Beachtung von (1.4) die Gleichung
(2.8), die nach (2.4) eben mit (2.4) iibereinstimmt.

Bemerkung. Die Gleichung (2.10) ist nach (1.5) allein durch g;;, 7, 7% und P;
bestimmt, sie bildet somit eine Bedingung zwischen den Grundgréfen des W—O,, -
Raumes. y; ist im wesentlichen auch ein Grundvektor — nimlich der Rekurrenzvek-
tor von g/ — des Raumes.

§ 3. Rekurrenz von §{. In den W—O,-Réumen ist die kovariante Ableitung von
) — wie wir es in (2.4) schon gezeigt haben — im allgemeinen von Null verschieden.
Nehmen wir jetzt an, daB

(.1 Vidi = ¥ndj, Y= (x)

besteht, wo i/, einen vorgegebenen kovarianten Vektor bedeutet, und bestimmen wir
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir (3.1). Auf Grund der Definition
der kovarianten Ableitung (1.2) bzw. (2.4) erhilt man im Hinblick auf (1.6)

O = Q50! = Ym;3,

bzw.

(3.2) TS = "I+ Y m;.
Substituiert man das in (0.1), so wird

(3.3) O Pi+"T P} —"T f Pi—y, 0} = 0.

Es besteht der folgende

Satz 3. Die Gleichungen (3.3) sind notwendig und hinreichend fiir die Rekurrenz
der kovarianten Ableitung von &%, d. h. fiir das Bestehen der Formel (3.1).

Beweis. Aus (3.3) folgt nach (0.1) die Formel (3.2) und auf Grund von (2.4)
bekommt man (3.1).

Bemerkung. (3.3) kann als ein Gleichungssystem fiir “I'j;, oder als ein Diffe-
rentialgleichungssystem fiir P} betrachtet werden.

Sind "I}, angegeben, so ist in diesem Falle sehr leicht fiir P} die Integrabilitéits-
bedingungen von (3.3) zu bestimmen, die notwendig und hinreichend fiir das Bestehen
von (3.1) sind. Diese Integrabilititsbedingungen sind nach dem Thomas—Veblen-
schen Kriterium (vgl. [3]) 0}.3P}=0; aus (3.3) bekommt man:

G4 "Ry'imPi —"R im Py —2"VimV¥i1Q)— 2"V Q) = 0,
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wo "R}, der aus "I'!, gebildete Kriimmungstensor bzw. “V,, die allein mit "I},
gebildete kovariante Ableitung bezeichnet.

Ist nun (3.4) eine Identitit, so hat (3.3) n® unabhéngige Losungen. Ist (3.4) keine
Identitiit, so muB (3.4) unter Beachtung von (3.3) partiell abgeleitet werden und die
erhaltene neue Gleichung muB man wieder partiell ableiten, falls sie nicht identisch
erfiillt ist. Bekommt man auf diese Weise p=n* unabhingige Gleichungen (einschlie-
Bend auch (3.4)), und existiert eine Zahl N=n? so daB die (N+ 1)-te Gleichung ver-
moge der vorigen identisch erfiillt ist, so hat die Losung (n*—p) beliebig wiahlbare
Konstante. Fiir p=n® ist (3.3) nicht 16sbar, d. h. (3.1) kann fiir die angegebenen
"'} nicht bestehen.

§ 4. Schlupbemerkungen. Nehmen wir jetzt an, daB g;;, g'/ und &/ alle rekurrente
kovariante Ableitung haben, d. h. die Formeln (1.3), (2.7) und (3.1) bestehen. Offen-
bar besteht immer :

vk(gjrg") = Vt‘s,ii-

Nach (1.2) wird wegen g'g,, =3db:

PiPi(g" 0i8u+t But NE +'T L1808 — "I 18n8™) = Vi 05,
Beachten wir jetzt (1.1a), so wird:
(4.1) PP (8" (arpk+ "I k&ra) +8at (8% — T 18%)) = Vi 3§.

Die Symmetriebedingungen (1.4), die selbstverstindlich auch auf die kontravarianten
Komponenten von P; giiltig sind, fiihrt uns nach (2.4) auf

4.2 ghvk8;;+81:V18£'“8njguvk53 = V,4}.
Aus dieser Formel folgt der

Satz 4. Ist in einem metrischen O,-Raum der Grundtensor g,P}=P,; in i,]
symmetrisch, so besteht die Relation (4.2). Sind noch V,g;;, Vg und V, 8} rekurrent
mit den Rekurrenzvektoren y,, yx und i, so folgt aus (4.2)

4.3) Ttk = 2¥s.

BEwEIs. Substituiert man die entsprechenden GréofBen von (1.3), (2.7) und (3.1)
in die Gleichung (4.2), so erhilt man (4.3), w.z. b. w.

In den gewdhnlichen Riemann—Weylschen Riumen, in denen also Pj=4} ist,
gilt immer Y, =0, und nach (4.3): y{=—%.
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