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Uber das vollstiindige System von Differentialinvarianten
im reguliren Cartanschen Raum.

Dem Andenken von Professor T Szele gewidmet.

Von A. RAPCSAK in Debrecen.

§ 1. Einfiihrung.

Bekanntlich ist es eine der wichtigsten Aufgaben der differentialgeomet-
rischen Forschung, die Ermittlung der Differentialinvarianten eines Raumes.
In der vorliegenden Arbeit werden wir die von T. Y. THoMaAs [6]') und O.
VEBLEN [10], bzw. von O. VARGA [9] bei der Untersuchung affinzusammen-
hingender Punktmannigfaltigkeiten bzw. affinzusammenhédngender Linienele-
mentenmannigfaltigkeiten angewandte Methoden auf Cartansche Ridume iiber-
tragen. Das resultat von T. Y. THOMAs und O. VEBLEN besagt, daff sidmtliche
Differentialinvarianten vorgeschriebener Ordnung einer affinzusammenhangen-
den Punktmannigfaltigkeit Funktionen der Normalaffinoren sind. Fiir den Fall
affinzusammenhingender Linienelementenmannigfaltigkeiten hingegen hat O.
VARGA gezeigt, daB samtliche Differentialinvarianten vorgeschriebener Ord-
nung Funktionen der Normalaffinoren, der Uberschiebungen der normalaffi-
aCpy d'Cpy ™ Y
ave " gve.. . dves’ a® T T gve. . vk’
Uberschiebungen dieser letzteren mit ¢, sowie der kovarianten Derivationen
der auftretenden Affinoren sind. Die Normalaffinoren konnen mit Hilfe des
von O. VARGA [9]*) eingefiihrten Hauptkriimmungsaffinors bestimmt werden
Dementsprechend tritt bei den Invarianten statt des Normalaffinors der Haupt-
kriimmungsaffinor auf.

Auf Grund des gesagten konnen also in den erwdhnten Rdumen sdmt-
liche Differentialinvarianten durch Elimination aus den Transformationsgesetzen
derjenigen multilinearen Formen hergeleitet werden, deren Koeffizienten die
erwdhnten Affinoren sind.

noren mit ¢, der Cgy, von der

1) Die Nummern in eckigen Klammern verweisen auf die Literatur am Ende der
Arbeit.
2) Gleichung (3. 13): fiir den Cartanschen Raum s. L. Berwarp [1], Gleichung (12.7).
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In der vorliegenden Arbeit bestimmen wir samtliche Differentialinvari-
anten vorgeschriebener Ordnung des Cartanschen Raumes.

Im § 2. definieren wir den reguldren Cartanschen Raum. Hier werden
auch die, fiir den Raum charakteristische wichtigste Funktionen und Opera-
tionen erortert.

Im § 3. filhren wir, mit Hilfe einer von O. VARGA herriihrenden Methode,
Normalkoordinaten im reguldren Cartanschen Raume ein, was uns dann die
Definition der Operation der Tensorerweiterung, sowie des Normaltensors
ermoglicht.

Im § 4. wird ein wichtiger, sog. Reduktionssatz gewonnen, der es
ermoglicht festzustellen, von welchen Ausdriicken eine gegebene Tensordiffe-
rentialinvariante abhéngig ist.

Im § 5. bestimmen wir endlich, auf Grund der vorher gewonnenen
Ergebnisse, sidmtliche Differentialinvarianten vorgeschriebener Ordnung des
Raumes.

Samtliche, im Laufe unserer Darlegungen auftretende GroBen sollen regu-
lar-analytische Funktionen der entsprechenden Variabeln sein.

§ 2. Der regulire Cartansche Raum.

Es sein (x',...,x" u,,...,u,) die Koordinaten eines reguliren Cartan-
schen Raumes, und es sei L(x, u)die Grundfunktion des Raumes. (L ist eine
positive homogene Funktion ersten Grades in u.)

Bekanntlich verhalten sich die u; gegeniiber einer zuldssigen Koordina-
tentransformation

2.1) X=X 04 i X7)

wie eine Vektordichte vom Gewicht 1, so daf die Transformationsformeln
(2.2a) e g-gu.,

oder

(2. 2b) e 4‘;’; iy

mit

(2.3) 4— det §—§- 40

gelten.

Der MaBtensor ist

@4 g4 (x, u) =¥+
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wo
1 6L (x, u) |
(2.5) A = det ATV
ist.
Das invariante Differential eines Vektors 4'(x, u) ist
(2.6) D' =d& + C* i dun + Mird*dx",

wo die Ci" bzw. die I'i, homogene Funktionen (— 1)-ten bzw. O-ten Grades
in u; des Hyperflichenelementes (x, ) sind.
Es gelten auBerdem I«'vende Identititen:

Cx.‘h u, =0 Ckih — Cikh

el i‘g;= i 1 Licni i;i':— i + Cd"
ag*____ ik ki 33‘*____ ikh .
s BNl )y i O O,

Der Normal-Einheitsvektor des Hyperflichenelementes kann auf folgcnde
Weise dargestellt werden:

Ve aus
Weiterhin werden wir die entsprechenden Indizes der mut #* komponier-
ten GroBen mit O bezeichnen. Z. B.

(2“8) l.-=VL_g‘u’. [,‘__: l OL

T =T
Wir werden noch die folgende Operation bendtigen:
‘gt L Of
2.9 f(x, u) i
Auf Grund derselben gilt also
i
ikh def e o k 1
(2.10) A ;‘gc ——af L
Aiku r— An‘u =0
okh . Akoh ___ [k Al
@.11) A AV = !A ’ o
Ardet goh — 1 7 _1__] s l(g ...!) I .
aun\ g Vel
Daraus ergibt sich leichi
Q) I.i;" =Ll
b) il = = -
. 12) V [' Ve

€) Lij* == oL — (" — A)
d) Fif* =g"—F(I+ A%).
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Der Grad der Homogenitit wird durch die Operation |* offenbar nicht

beeintrachtigt. _

Falls wir statt der I'vx die in den unteren Indizes symmetrische GroBe
(2.13) Fa=Ta+ A T
einfithren und die Bezeichnungen
(2.14) ;= DI; o' = DF
verwenden, so gewinnt (2.6) die Gestalt
(2.15) DI =di 42" (IY5dx + Al o).

Die Bedingung der Parallelverschiebung ist
(2.15a) Dii =o.

Ist also
(2.15b) ;=0

dann ist das entsprechende Hyperflichenelementenfeld parallel.

Fir die kovariante Ableitung einer GroBe, die in u; homogen Nuliten
Grades ist, ergibt sich im Cartanschen Raum folgende Darstellung:
R R LTS
(2.16) o

=25 4 4| e —da I,
Die kovariante Ableitung dndert den Grad der Homogenitidt offenbar

nicht, die kovarianten Indizes aber erfahren eine Zunahme um je eine Einheit.
Durch eine einfache Rechnung ergibt sich:

a) I = %  1(A™ [ s — ) =0,

b) l‘]a——-—f‘(A Faa+Tea)+ %+ ™ =0
c) g-'klh-"—ail: +2Ai" Lmin—Ton—Ivn =0
@1 {d) g*h=8 424" - —r™ =0

) _L‘ __,3_( I ] P 0
PVeh e\ Vg( e

N Veh=- (D +V2(A" Faa—I3)=0

) +L(ruoh_ -h) 0.

3x"
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Die Tensoren der Raumkriimmung kdnnen in expliziter Form auf folgende
Weise dargestellt werden (vgl. L. BERWALD [1], Gleichungen (12, 7)—(12, 14))

(2. 18) R.we = F.'s — AY" Fon
(2.19) P\ A=A = A2 L T
(2. 20) Sriu . Amu‘Amr‘- T AmuAmr’.s
wo
(2. 21) Friﬁ=(6a‘[;lh +I-‘.I'£Jl "I[‘:Wk-]-r.r”hr:“k)_
T
"""(a;‘x;k + F.r.k mr:wb'i‘r.rmk F:nlb)

den fiir unsere weiteren Darlegungen hochst wichtigen sog. Hauptkriimmungs-
tensor bedeutet. (O. VARGA [8]. Gleichung (3. 13)).

§ 3. Normalkoordinaten und Tensorenerweiterung.

Es sei (x, u;) ein festgewahites Hyperflichenelement, und ‘= 2'(x, u)
O @ (] 0 ©)

ein in diesem Hyperflichenelement definierter Vektor. Einer Idee von O. VARGA
[9] folgend, konnen wir jetzt die Normalkoordinaten auf folgende Weise
einftihren.

Einem jeden Punkt einer Kurve x‘= x(f) ordnen wir dasjenige Hyper-
flaichenelement zu, welches die Kurve senkrecht schneidet. Wir definieren die
Bogenlidnge der Kurve auf Grund der dem Hyperflichenelement (x(f), u(f))
zugeordneten Euklidischen MaBbestimmung durch folgende Gleichung:

(3.1) X —Fx(@), u(D).

Konstruieren wir jetzt diejenige, durch das Hyperflichenelement (x, u)
© ©

hindurchgehende Kurve, welche so beschaffen ist, daB die Parallelverschiebung
des [ entlang derselben ein Hyperflichenelementenfeld hervorbringt, fiir welches
die Tangentenvektoren der gesuchten Kurve x‘(s) parallel sind.

Die gesuchte Kurve und das Linienelementenfeld werden auf Grund von
(2. 15a), (2. 15b) und (3. 1) durch die Losungen des Systems von Differential-
gleichungen

da* i . dx* dxt
i ) a9~ T REh
o) s — Tt )7+
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mit den Anfangsbedingungen

xXi(s,) = x¢
(S0) x
T
dx'(S0) _ o
ds ©

geliefert.

Die reguldren Ldsungen von (3.2a) und (3. 2b) konnen durch folgende
Taylorsche Reihen dargestelit werden, welche fiir gentigend kleines |s—so|
konvergent sind :

(3.4) *@)=x+ g) (s—s)— 531 L{Ox),(g? i g‘ (s—s —
— e T DA B s —
(3.5) “ =(§)+ T, ((ox),({)) (‘o':, (s—s)+ % o, ({’o‘; (Io)) 3
'g’ml:’ () 4+ + n—l' rés, . .», ((th’, (Q (ﬁ,;' i .(g,)"u(s_so)- AR
Die Groben

F:: kn(x) l)’ P:?k, e Ky %1 ,)
©0) ©) ©)

in (3,4) und (3, 5) kdonnen mit Hilfe der Rekursionsformeln

. 1 ar:l‘kn-l
gt 3 [
(3.6) MG A= m;-‘ wl  gx -
ﬂp.,i . . i
—k(;}' ? —I’,...,.(n—l) | T rk,‘_lkn]
it __l' 61-1‘;'(1...}”_!
3.7 P, .. *"((xo,’é))_- n! P(k,...k.}[ ax i
+iw;llﬂr:“‘—(ﬂ—l) ri;"kl"- hn-Er:n-lklll

bestimmt werden. (Es soll :iiber samtliche Permutationen von kK k;...k.
summiert werden.)

BEMERKUNG : I'*/%(x,u) und I'%;(x,u) sind in z homogen nullten
Grades, so dab

Tl u)=1I;x(x1)
gilt.
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Falls wir den Vektor A' unter Festhaltung des Hyperflichenelementes

©)
(x, u) variieren, so ergibt sich eine Kurvenschar, welche eine Umgebung des
0 ©
Punktes x' einfach bedeckt.

0}
Fihren wir ndmlich durch die Gleichungen

3.8 X = Ai(s—

(3.8) Lo—a)

neue Koordinaten X' ein, dann wird aus (3.4) formal:

(3.9) X =2 ¥ — gy T (35, ) 42 —
© © ©)
1

o voe i D n (D TN B s 0
" k"(m)’((,*))

Die Gleichung (3.9) stellt eine Koordinatentransformation dar, fiir
welche offenbar
ax Lo N
(35)._.-«
gilt. Wegen (3. 10) ist also dic Koordinatentransformation (3.9) in einer
geniigend kleinen Umgebung des Punktes x* =0 umkehrbar eindeutig. Die
Inverse von (3.9) sei:
(3.11) X=H (x—x,x,10).
© ©

Aus (3.9), (3.10) und (2. 2a) folgern wir, daB die Komponenten des Hyper-
flichenelementes %‘, g.-) im neuen Koordinatensystem x* durch die Grofen
)

(0, u;) bestimmt werden, wo u; = L, Iy ist,
©) o Vg o
Setzen wir (3.8) in (3.5) ein, so ergibt sich

(3.12)  hemhd-To, (1) P b o Tl a T Toces,
©) © © Bl

Wegen (3.12) und (3. 11) wird das zur Konstruktion der Kurvenschar
benotigtes Hyperflichenelementenfeld durch die eindeutige Funktion

(3. 13) f,' = Ra' (x; ‘(x)l Lo: go: "o)

dargestellt. Deswegen wird eine geniigend kleine Umgebung des Punktes (ox’

von der Kurvenschar einfach bedeckt.
Die Koordinaten X, welche eine Veraligemeinerung der Descarteschen
Koordinaten darstellen, nennen wir die zum Koordinatensystem x' und zum

Anfangshyperflichenelement (x, ) gehdrigen Riemannschen Normalkoordinaten.
© ©
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Die Gleichung der Kurvenschar, weiche der Einfiihrung des Normal-
koordinatensystems zugrunde liegt, ist wegen (3. 8) in den Normalkoordinaten
linear :

(3. 14) Xi(s) = &' (s—s).

Mit Hilfe der somit eingefiihrten Normalkoordinaten kénnen wir die
Operation der Tensorenerweiterung definieren.
Es seien x’ und X' zwei verschiedene Koordinatensysteme, und es sei

{215 (x, u) =(x, ).
© ) ©
Dic zu ' und zum Anfangshyperflichenelement (x, #) gehdrigen Normal-
(© ) (0)

koordinaten bezeichnen wir mit y7, die zu X' und zum gleichen Anfangs-
hyperflichenelement gehorigen aber mit y;.
Offenbar gilt

ax‘(x
(3. 16) s (w)), ik
(0 axc
Aus (3. 4), (3.8) und (3. 16) ergibi sich
ax*{(x)
o
(3' !7) ! -_;xl'\

(3. 17) bringt die Tatsache zum Ausdruck, dab die Koordinaten zweier
zum gleichen Anfangshypeiilachenelement gehdrigen Normalkoordinatensysteme
durch eine homogene lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten
miteinander zusammenhangen,

Falls nun die Komponenten einer Grobe in zwei zum gleichen Anfangs-
hyperflichenelement gehdrigen Koordinatensystemen miteinander derart zu-
sammenhidngen wie die Komponenten eines Tensors, dann transformieren sich
die Ableitungen nach )' bzw. )' dieser Grobe (bis zu einer beliebigen
Ordnung) in diesen Koordinaten wie die Komponenten eines Tensors.

~ Wegen (3.17) gilt z.B.

AR L a & ~* ayh' ('ch aj’l
.18 ¥ =Lie 0, 0) =%~ 2 s
(3. 18) Fix(ha)="T: 0, 0) 355 35 55
wegen (3. 17) und (3. 18)
(2. 19) ol D @ oy ay ey | Ay

GYdyte aYe-gyte a3 Y Gyt Ay gyt

Mit Hilie der Werte, weiche die somit beziiglich des Koordinaten-
systems p° gewonaene Komponenten auf dem Dbetrachteten Hyperfldachen-
element annehmen, definferen wir nun die n-te Erweiterung der gegebenen
Grofe in den Koordinaten x'. Offenbar ist diese Operation beziiglich der n
kovarianten Indizes symmetrisch.
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Wir nennen die n-te Erweiterung des Parameters I7;; den n-ten
Normaltensor.

Kehren wir nunmehr zu unseren urspriinglichen Bezeichnungen zuriick,
bezeichnen wir also die Koordinaten und die entsprechenden Normalkoordi-
naten durch (x, #;) und durch (x%, &;), so erhalten wir fiir den p-ten Normal-
tensor folgende Definitionsgleichung :

Pl
) -
(3' m) Jkr, (x H)= %0 X"p
Aus (3.20) und (2. 13) ergibt sich
P. P, .
(3.2]) N;kr:. ™o ﬁt 'p"k N}kr,...rp= y‘r....rpkj

wo (7, ...rs,) eine beliebige Permutation von (r,...r,) bedeutet.

§ 4. Der Reduktionssatz.

Im folgenden beweisen wir einige Hilfssdtze, die wir bei Beweise des
Reduktionssatzes brauchen werden.

Wir bemerken vor allem, daf in einem Normalkoordinatensystem mit
dem Anfangshyperflichenelement (x, ) wegen des Transformationsgesetzes

© ©
der I'jx die Gleichung
4.1) Iii(o,u)=0
(U]
gilt, woraus
4.2) T (o, u)=0
)
folgt, da
(4.3) Ciw=1TIil;

gilt. Mit Riicksicht auf (4. 3) transformieren sich die Komponenten der GroBen
I'% in zwei verschiedenen, aber zu demselben Koordinatensystem gehdrigen
Normalkoordinatensystemen so, wie die Komponenten eines Tensors. Darum
konnen die GroBen I erweitert werden.
Leiten wir jetzt die auf ein Normalkoordinatensystem bezogene Gleichung
(4. 3) nach X' ab, so ergibt sich
4.9) 8" T (f,_ @) _ 2”-: b3 1 a_":'l“,-',:(i,_ﬁ) __ a'¥; ol
0X"... 0% T=PGy (PO 5% AP ax"P1...9X"P
(Die innere Summation gilt fiir samtliche Permutationen von (s, ... s,)).
Betrachten wir (4.4) im Anfangshyperflichenelement, so folgt aus (4. 1),
daB auf der rechten Seite von (4.4) die Normaltensoren von der 1-ten bis
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zur p-ten Ordnung einschlieBlich, komponiert mit der Erweiterung von /; bis
zur Ordnung o——(p—1), auftreten. (Unter der O-ten Erweiterung von I/ ver-
stehen wir /(o, fg)!)

Um die Erweiterung von /; bestimmen zu kdnnen, leiten wir (2. 17a)
nach x' ab, und betrachten die Werte der Ableitung auf dem Anfangshyper-
flichenelement; falls wir dann noch (4. 1) sowie die Formel

(4.5) Foa=T"% 1L
beriicksichtigen, so ergibt sich

i I; (0, u)
(4. 6a) —2 0.
ax
62?(0,‘011) Db S 1 _
(4. 6b) soges =N G L l— Ny siulr b A
" E'(O, u) m-1
(4. 6c) Wt alel . . (PRI - bt Bl

X" - gX™ gx™...9X™

Indem wir (4. 6¢) als Rekursionsformel ansehen, erhalten wir den
folgenden

Satz 1. Die n-te Erweiterung von I; ist eine Summe mit ganzzahligen
Koeffizienten, deren Glieder Produkte bzw. Komposita der folgenden Tensoren
sind :

1. Die mit 1; komponierten Normaltensoren bis zur Ordnung 0—(m—1)
einschlieflich.

2. Erweiterungen A', bis zur Ordnung 0—(m—2) einschlieflich.

3. Der Vektor I;

Aus (4.4) und aus dem Satz 1. folgt sofort der

Satz Il. Die p-te Erweiterung Iy, ist eine Summe mit ganzzahligen
Koeffizienten, deren Glieder Produkte bzw. Komposita der folgenden Tensoren
sind :

1. Die mit I; komponierten Normaltensoren bis zur Ordnung 0—p ein-
schlieplich.

2. Erweiterungen von A', bis zur Ordnung 0—(p—2) einschlieplich.

3. Der Vektor 1.

Wenden wir jetzt die Operation ||° auf (4. 3) p-mal an, so ergibt sich:

T = —=\[[%--- 8 : 1 5 (18- By T [19peril - &
@7 uE o) "f‘,,f,,,t..za,,,(m”ﬁ*“ o).

(Der Kiirze halber bezeichnen wir die Operation |"|*---|” mit |*°2).
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Beziehon wir (4.7) auf das Anfangshyperflichenelement, so wird
ersichtlich, a6 sich I'ju(o, u)) durch die Tensoren
(o

I::;i irl, F;i “81 ane Sp’ _l(,-ii“’i ; ?l'”tl P Sp

ausdriicken 1aBt.

Andererseits folgt aus (2. 12c)
4.8) " =L(g"" tr—A").

Infolge von (4.8) und (2.10) 4Bt sich nun F||* % durch folgende
GroBen ausdriicken :

1. Durch A%, A"|%,... A%

2. Durch die Komposita der Tensoren A%™, A™™|% ... A" mitl".

3. Durch den Vektor /; und den Tensor g*.
Es gilt demnach der

Satz V. [ (0, u)|**? ist eine summe mit ganzzahligen Koeffizienten,

deren Glieder Pradak?e) bzw. Komposita folgender Tensoren sind:
LAY 1=r=p,

2. Die Komposita der Tensoren A™™|*"'* 2=r=p mit l'

3. Die Komposita der Tensoren I'jy|™ 1=r=p mit I,

4. Der Vektor I, und der Tensor g*.

Leiten wir (4.7) n-mal nach X‘, so ergibt sich, mit Riicksicht auf die
Satze I. und I'., sowie wegen (2. 17a) der

Satz II'. Die p-te Erweiterung von Iy (o,'(u))|["""l' ist durch die Erwei-

terung folgender Tensoren bestimmt:

1. A" I1=r=p
2 A_'ﬂ's"'t--'r 2=r= P
3, Fal™* 2=r=p

4. Durch die Normaltensoren bis zur Ordnung 1—(m—1) einschlieplich.
5. Durch den Vektor I; und den Tensor g*.

Satz IIL. Die p-te Erweiterung eines Tensors Hi,..’ " ist eine Summe
mit ganzzahligen Keeffizienten, von deren ein Glied

1. die p-te kovariante Ableitung von H ist.

Die iibrigen Glieder bestehen aus Produkte bzw. aus Kompos:ta folgen-
der Tensoren:

2. Kovariante Ableitung von H, bis zur Ordnung o—(p— 2) einschlieplich.

3. Kovariante Ableitung von H|[*** (1 =m = p—1) bis zur Ordnung
o—(p—m—1).
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4. Kovariante Ableitung von [y||** (1 = m = p—2) bis zur Ordnung
o—(p—m—2).

5. Kovariante Ableitung von A'|* (o = m = p—3) bis zur Ordnung
0o—(p—m—3). _

6. Kovariante Ableitung von A" | (0 = m = p—4) bis zur Ordnung
o—(p—m—4).

7. Die Normalvektoren der Ordnungen 1 bis p.

8. Der Vektor ;.

9. Der Tensor g*.

BEwEIs. Zum Beweis unseres Satzes ziehen wir einen von O. VEBLEN
([11], Kapiel VI. § 12.) herrithrendent und von O. VARGA [9] verallgemeiner-
ten Gedankengang heran.

Offenbar gilt der zu beweisende Satz fir p—1, da wegen (4.1) und
(4. 2) die erste Erweiterung eines Tensors mit seiner ersten kovarianten Ablei-
tung zusammenfallt. (Fiir die Werte p=>5 beweisen wir den Satz durch
direktes Nachrechnen, wobei bereits simtliche GroBen auftreten.)

Wir beweisen jetzt den Satz durch vollstindige Indukdion fiir beliebiges p.

Es soll also der Satz voraussetzungsgema$ fiir ein gewisses p=£k gelten.
Wir leiten, unter Zugrundelegung von Normalkoordinaten, die erste kovariante
Ableitung des Tensors H k-mal nach x* ab, und betrachten den so gewonnenen
Ausdruck im Anfangshyperflichenelement des Normalkoordinatensystems.
Wegen (2. 16), (4.1) und (4. 2) ergibt sich dann

3" H(o, u)|s, 8" H(o, u)
(©) = ©
X%, ..0x%+1 X5 ... 0 XK+
(4.9) 0t LR
k-1 1 9" H(@,u) 0" (0, u)
5> 3y - A @ |
=0 P \ TI(k—r)! 9X%..0X%+1 9X°r2...0X%+1

Die Sterne bedeuten diejenigen Glieder, in welchen die ersten Normal-
vektoren, sowie die Erweiterungen von H bis zur Ordnung (k—1) ein-
schlieBlich, auftreten. -

Auf der rechten Seite von (4.9) ist das erste Glied die (k- 1)-te Erwei-
terung von H, die folgenden Glieder enthalten die Erweiterungen von H bis
zur Ordnung (k—1) einschlieBlich, sowie gemdb dem Satz II'. die Erweite-
rungen des Vektors A‘ bis zur Ordnung (k—2) einschlieBlich, dann den Vek-
tor /;, sowie wiederum die Normaltensoren bis zur Ordnung k einschlieBlich.
Auf der linken Seite steht die k-te Erweiterung von H|,,. Da wir die Giiltig-
keit unseres Satzes fiir k¥ vorausgesetzt haben, treten auf der linken Seite die
im Satze erwahnte Tensoren, sowie die Tensoren H|,|[* ™™ (2 =m = k) und
deren kovariante Ableitungen bis zur Ordnung (k—m), sowie die kovarianten
Ableitungen von H von den Ordnungen (1,2,...k—1, k+1) auf.
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Untersuchen wir jetzt die im Satz unter 3. angegebenen Ausdriicke. Zu
diesem Zwecke bilden wir die Tensoren H |, | ™ und H|* "/, im Anfangs-
hyperflachenelement des Normalkoordinatensystems.

Aus (2.17), (4.1) und (4. 2) ergibt sich unmittelbar

oH (o,(z{) [** aH(o, u))
() . (o
(19 P T

Sg.-8py

Aus den erwdhnten Gleichungen folgt namlich
L(o, u)
©

go,u

(o)

|

F =0.

:

Aus (4.10) und (2. 16) folgt nun:
@11 H 0™ = A, 0 b + T o, 1) ™ A, )| +»+.
(0 © x ~

Durch Sterne werden in (4.11) diejenigen Glieder angedeutet, in welchen die
Produkte der Tensoren

@12  AEwI*, Fao "™, Tiowl** @si=m)
() o) 0

auftreten.

Aus (4.11) und (4. 12) folgt nun, daB die H|,|* ™ (2=m=k) und
deren kovariante Ableitungen bis zur Ordnung (k—m) folgende Tensoren
enthalten: die H||**"(2 = m = k- 1) und deren kovariante Ableitungen bis zur
Ordnung (k+1—m) einschlieflich; die Tensoren f}:‘(o,(lf)f!"““”' 2=m=k)

und deren kovariante Ableitungen bis zur Ordnung (k + 1 —m— 1) einschlief-
lich; die Tensoren A"|**'™ (1 =m = k—2) und deren kovariante Ableitun-
gen bis zur Ordnung (k+1—m—3) einschlielich; die Tensoren A™®|"*»
(2=m=k—3) und deren kovariante Ableitungen bis zur Ordnung
(k+1—m—4) einschlieBlich. Das besagt aber, daB auch der aus (4.9) fiir
die k- 1-te Erweiterung von H zu gewinnende Ausdruck die im Satze auf-
gezidhlten Glieder enthilt, nur daB hier p==k+1 gilt. Damit haben wir den
Beweis von Satz Ill. vollendet.

Sind die Komponenten eines Tensors H;_ .77« Funktionen der Grofen
I und g* sowie der Derivierten dieser GroBen nach x* und u;, und bewahrt
diese Abhingigkeit in jedem Koordinatensystem dieselbe Form, dann ist der
betreffende Tensor eine Differentialinvariante des Cartanschen Raumes. Die
Ordnung der Invariante ist der Grad der hochsten Ableitung.

Auf Grund der Satzes Ill. kbnnen wir nun folgenden sog. Reduktions-
satz aussprechen:
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Satz IV. Die Tensordifferentialinvariante H;, ..’ ist eine Funktion der
Tensoren g _
A,'g'. A,'&l”", soo A,'n‘"""'.r
A A% AP
Ll ...l
der kovarianten Ableitungen dieser Tensoren, der Normaltensoren, sowie des
Vektors I; und des Tensors g*.

BeEweis. Nach Unseren Voraussetzungen sind die differentialinvarianten
Komponenten des Tensors H solche Funktionen der GroBen Iy und g*,
sowie der Ableitungen dieser GroBen, welche in jedem Koordinatensystem die
Gleiche Form bewahren. Wir konnen also ein, zu einem beliebigen Anfangs-
hyperflichenelement gehoriges Normalkoordinatensystem einfithren. Bestimmen
wir die Werte der erwahnten Gr0Ben auf dem Anfangshyperflichenelement, so
sind diese offenbar Erweiterungen der GroBen

%8 "o g, TR, . L
da ja I'jx im Anfangshyperflichenelement gleich Null ist (4. 1).

Auf Grund des Satzes IIl. kdnnen Aber diese Erweiterungen durch die
im Satz IV. Erwdhnten Tensoren ausgedriickt werden, woraus der Satz IV. folgt.

§ 5. Elimination der im Reduktionssatz auftretenden Normal-
tensoren mit Hilfe des Hauptkriimmungstensors.

In diesem Kapitel beweisen wir den folgenden Hauptsatz:

Satz V. Jede Tensordifferentialinvariante des reguldren Cartanschen Rau-
mes ist eine Funktion der Tensoren

Ajti; AJ}‘ ”sl’ L A_;'i:i “81.‘.!’

Ai, Ai"s,, 9 A"I't---'r

TP ... TP
der kovarianten Ableitungen dieser Tensoren, des Hauptkriimmungstensors und
seiner kovarianten Ableitungen, sowie des Vektors I; und des Tensors g*.

Daraus folgt, daB wir die Differentialinvarianten durch Elimination aus
den Transformationsformeln derjenigen multilinearen Formen erhalten kénnen,
deren Koeffizienten die erwdhnten Tensoren sind.

Man sieht sofort, daB dieser Satz eine Ubertragung des entsprechenden
Satzes von O. VARGA [8] auf Cartansche Riume darstelit.

Um diesen Satz beweisen zu kdnnen, weisen wir vor allem darauf hin,
daB die Gleichungen (3.2a) und (3.2b) koordinateninvariant sind. und dem-
zufolge auch in dem, auf dem Anfangshyperflichenelement (g), (g) definierten

D19
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Normalkoordinatensystem giiltig sind. Es gelten also in unserer bisheriger
Schreibweise die Gleichungen

d"x’ - dx’ dx*
& 18 dst =—T(x 1) ds ds
dl;
(5.1b) _d_.é—_rm"( l) d

Setzen wir die Losungen (3.8) der Gleichungssysteme (5.1a) und
(5. 1b) in (5. 1a) ein, so ergibt sich die Identitit

d’(ﬁ;-(s—s.,) 2
0=— X)) A A*
ds’ I}i’. (x: l(x))(ﬂ)(i])

I

oder
5.2) Iy (x, [(%) X' X =0.

Falls wir jetzt die Reihenentwicklung der Funktion I’y (X, /(X)) nach
Potenzen von X in der Umgebung des Punktes (o,((l))) vornehmen, so ergibt
sich wegen (5.2)

I:f*(o:l)
- 37 Fﬁ(fhf)i*'f""'z (p_z)’!p(,,k.,.. ,)[ax X 'P+
(5.3) +3r;1(f!(5))' ”1,(0) +*]i"...f"’ijik$50-
8l < AX“..9X?

Durch einen Stern werden in (5.3) diejenigen Glieder bezeichnet,
welche Komposita von Ausdriicken der Form

6?.'(0)
—_ l1=m=p—I
9%%,..0%™ [ Pl
0" (o, 1)
" . (lémép—l,hé[ﬂl)
0%"...0xX"™0l,,... 01a, 2
sind.
Aus (5. 3) folgen die ldentitdten
(5. 4a) ﬁ-':f(a, 1)=0
61:_,:‘(0,‘) a Ly (o, f)
(5. 4b) — = L ]
P(iks) Lt 4X alm, ax
3" (0,1) aln(o,1 <
PGk 3,09 LGX™... 9P by 0%%..0%Y
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- - . a,l‘(o)
Die in (5. 4c) auftretenden Erweiterungen —————
L g

Sitzen 1. und IIl. durch die Normaltensoren bis zur Ordnung p—1 ein-
schlieBlich, durch die Tensoren [A', A’|["%, ... Ax', Ap'[l", ... I'x||", ...], durch die
kovarianten Ableitungen der in [ ] stehenden Tensoren, sowie durch den
Vektor /; dargestellt werden, so dab

a”L(0)
IR0

konnen nach den

1

(5 5) =Malc’|(ﬁ:,.~,)

gilt. Die Punkte bezeichnen in (5.5) die oben angefithrten, von den Normal-
tensoren verschiedenen Tensoren.

Aus (5. 4c) und (5. 5) folgt

P -1 3

5.6 Njrs,...e.=P(N,...N,...).
(5-6) p oy bty = P )
Die Punkte haben hier dieselbe Bedeutung wie in (5. 5).

Aus (4. 6a), (5. 4b) und (3. 20) folgt unmittelbar

g1 ' -
(5.7 Nis, + Nawj+ Nopo=0.
Indem wir die Gleichung (2.2) auf Normalkoordinaten anwenden und

im Anfangshyperflichenelement betrachten, sodann aber in das urspriing-
liche Koordinatensystem zuriickkehren, erhalten wir

(5. 8a) Fho, == Nin—Nirs
und

(5. 8b) o N —NL. .
Aus (3.2) folgt

(5.8¢) N, = Nis.

Aus (5.7), (5.8a), (5.8b) und (5. 8¢c) erhalten wir nun

1 R
(5.9) 3 Njis, = Fjrs, + Fijn-
Um endlich den Hauptkriimmungstensor aus den Differentialinvarianten
zu eliminieren, bilden wir seine (p— 1)-te kovariante Derivierte.
Aus (2.27) folgt
£ R 5 ¢
ax"...ax? axtox™..ax’?

(5. 10) L A A + .

Die Sterne bezeichnen in (5. 10) diejenigen Glieder, in welchen Ableitungen
von der I’y und Ik niedrigerer als p-ter Ordnung auftreten.
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Betrachten wir (5.10) im Anfangshyperflichenelement eines Normal-
koordinatensystems, und kehren wir sodann zum urspriinglichen Koordinaten-
system zuriick, so erhalten wir

' P ¥ ,
(5. 1 l) F:kailn. |lp e Mhl..‘cp‘-"]vjs,h,._.np“‘ P.

P’ hat in (5.11) dieselbe Bedeutung, wie P in (5. 6).
Beriicksichtigen wir jetzt die Symmetrierelation (3.21), so ergibt sich

aus (5. 11), daB jede, von der Komponente 1‘5};.,‘...9 verschiedene Komponente
des p-ten Normaltensors durch diese Komponente, durch gewisse Komponen-
ten der (p—1)-ten kovarianten Ableitung des Hauptkrimmungstensors, sowie
duch die in der Funktion auftretenden bereits erwdhnten Tensoren darstell-
bar ist.

Somit erhalten wir aus (5. 6) die Relation

P. 4
(5.12) N'M--Jp=*‘S(F;h|-.---|4,)+P”-

In (5.12) bedeutet S eine aus gewissen Komponenten der (p—1)-ten kovari-
anten Ableitung des Hauptkrimmungstensors gebildete Summe, P” ist aber
eine Funktion von ebensolcher Beschaffenheit, wie die in (5. 11).

Auf Grund der Rekursionsformel (5. 12) und von (5.9) kann jeder Nor-
maltensor durch folgende Tensoren ausgedriickt werden:

1. Den Hauptkriimmungstensor.

5 PP TR

3 A A boese

4. Die Tensoren I‘_,;‘]|", ..., die kovarianten Ableitungen desselben; den

Vektor [; den Tensor g*.
Damit haben wir unseren Hauptsatz vollstindig bewiesen.
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