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Групповые алгебры счетных абелевых ^-групп

C. Д. БЕРМАН

Введение

B настоящ ей статье изучаю тся групповы е алгебры  GK счетны х периоди - 
ческих абелевы х групп G н ад  произвольн ы м  п ол ем  K. О сновны е результаты  
статьи д а ю т  н еобходи м ы е и достаточн ы е условия и зо м о р ф и зм а  групповы х  
ал гебр  GK и G1K , где  G и G i -счетны е абелевы  р-группы  (^ -п р остое).

Оказы вается, групповая ал гебра GK счетной абел евой  j9-rpynnbi G над  
п ол ем  K  характеристики p  опр едел яет группу G c точ н остью  д о  и зо м о р ф и зм а  
(эт от  резул ьтат дл я  конечны х ^-групп  получен Д еск и н сом  [1]). Е сли char K ^ p ,  
то  в об щ ем  случае групповая алгебра GK определяется  н ек отор ы м и  свой ствам и  
подгруппы  P эл ем ен тов  бесконечной вы соты  в G и ф акторгруппы  G/P.

B р абот е  найдены  также н еобход и м ы е и достаточн ы е усл овия  и зо м о р ф и зм а  
групповы х алгебр  GD и G1D счетны х периодических абелевы х групп G и G 1 
н ад  п ол ем  вещ ественны х чисел D и изучена м ультипликативная группа алгебры  
GK, где G -^ -r p y n n a , a ^Г-поле характеристики p.

B заклю чительной части статьи дается  описание всех непри водим ы х  
представлений п рои звол ьн ой  (не обя зател ьн о счетной) пер и оди ческ ой  абел евой  
группы G н ад  произвол ьн ы м  п ол ем  K  характеристики нуль.

Р езультаты  эт о й  статьи дол ож ен ы  ав тор ом  на М еж д у н а р о д н о м  м атем ати - 
ческом конгрессе в М оскве.

Ф орм улировки некоторы х теор ем  статьи опубликованы  в [5], [6].

§ 1. Модулярные групповые алгебры счетных примарных абелевых групп

1. Д ескинс [1] показал, что из и зом ор ф и зм а  групповы х ал гебр  GK и G1K  
конечны х абелевы х jp-групп G и G 1 н ад  п ол ем  K  характеристики p вытекает  
и зом ор ф и зм  групп G и G 1 .

B эт о м  параграф е изучаю тся групповы е алгебры  счетны х абелевы х ^ -групп  
над п ол ем  характеристики p.

Теорема 1 .1 . Групповые алгебры GK u G1K двух счетных абелевых р-групп 
G u G1 над полем K  характеристики p изоморфны тогда u толъко тогда, 
когда изоморфны группы G u G1.
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Доказателъство теорем ы  1. 1 осн ов ан о на р я д е  всп ом огател ьны х п р едл о- 
ж ений, не участвую щ их в доказательстве Д ескин са.

С ледую щ ая л ем м а  часто прим еняется при и ссл едован и и  групповы х алгебр:

Л ем м а 1 .1 .  П усть G-произвольная группа, # -н о р м а л ь н ы й  делитель  
группы  G , Г -л ю бое  поле, a К -двусторонний и деал  алгебр ы  GT, порож денн ы й  
эл ем ен там и  h -  \, где h^H . Т огда

GT/V ^  GT, где  G = G|H.

Доказателъство. Если x  =  2 K K  £ H T  (2 t- £ T, Hi ^ H), т о  п ол ож и м  n (x ) =  2  »̂ * 
П усть  {gy} систем а представителей  см еж ны х классов группы  G по  н орм ал ь- 
н ом у дел и тел ю  H. П роизвольны й эл ем ен т y ^ G T  м о ж н о  записать в виде  
y = 2 y jg j , где  y j^H T . Т огда  отображ ен и е y ^  2 п(У])І£]Ю определ яет г о м о -

J ~ J
м о р ф и зм  алгебры  GT на ал гебру GT, я д р о м  к о т о р о го  является идеал  V.

С ледствие. П усть ал гебра R  н ад п ол ем  T  о б л а д а ет  двум я групповы м и  
базисам и : R = GT = G1T, Если H  и H 1 -такие норм альны е дел ители  соответствен- 
но G и G 1 , что H T = H 1T, то  G T=G 1T, где  G = G|H, G1= G 1IH1.

B дальн ейш ем  будут  рассм атриваться только абелевы  ^-группы  и их  
групповы е алгебры  н ад  п ол ем  K  характеристики p. Д л я  абелевы х ^р-групп м ы  
б у д ем  употреблять тер м и н ол оги ю  книги [2].

П усть G-счетная прим арная абелева группа. У сл ови м ся  говорить, что  
эл ем ен т y^G K  им еет бесконечную  вы соту, если дл я  л ю б о г о  натурального  
числа n найдется  такой эл ем ент x^G K, что х рП=у. Э л ем ен т  y£G K  буд ем  
назы вать эл ем ен том  типа р°°, если сущ ествует такая посл едовател ьн ость  
х 1= у ,х 2, . . . ,  хп, ... эл ем ентов  алгебры  GK, что Xi = Xf+ х.

О п редели м  в GK сл едую щ и е подалгебры :
Л -п одалгебр а, порож денн ая  всем и эл ем ен там и  бесконечной вы соты  в GK;
Р -п одал гебр а , п орож денн ая  всем и эл ем ен там и  типа р°°;
С (п) (n = 0, 1, ...)-п од ал гебр а , п орож денн ая  всем и эл ем ен там и  х рП, гд е  

X £ GK;
N-подал гебр а , п орож денн ая  всеми эл ем ен там и  x  6 GK, удовл етворяю щ и м и  

усл ови ю  X p = 0 .

О бозн ачи м  соответственно через A, P, С (и), N  п одгр уп п у  эл ем ентов бес- 
конечной вы соты  в G, м аксим альную  п ол н ую  п одгруп п у в G, подгруппу, п ор ож - 
ден н ую  ^"-степенями эл ем ентов группы, и ниж ний сл ой  группы  G.

Л ем м а 1. 2. A = AK; P = PK; С (и) = С(п)К. П о д а л г еб р а  N  совп адает  c идеа- 
JTOM V алгебры  GK, порож ден н ы м  эл ем ентам и h - l ,  где  h п р обегает  п од -  
группу N.

Доказателъство. B ал гебре GK им еет м есто  уп рощ енн ая  ф ор м ул а би н ом а  
Н ь ю т о н а :(я  +  &)р" =  ярП +  6 рПО чевидно, AKQA. П у с т ь х =  2  а і£ і({# і}" Р азлич“

i
ные элем енты  группы  G; Oci ^K; а ^ О )-э л е м е н т  бесконеч ной  вы соты  в GK. 
Т о гд а  при л ю б о м  натурал ьном  n сущ ествует такой эл ем ен т  2  ocJgj^GK> 4X0
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x =  2  аі£і = ( 2  ajSj)pn =  2  *Tgjn- С ледовател ьно, дл я  к аж дого  элем ента
І j j

gi найдется  такой эл ем ен т  gj£G 9 что gi=gT> т - е - £ г эл ем ен т  бесконечной  
вы соты  в G. Т аким  о б р а зо м , Ä Q A K  и A = AK. А н ал оги ч н о доказы ваю тся  
равенства P = PK; C<">=C<">tf.

П усть  g [ , . . . ,  ^ , . . . - с и с т е м а  п редставителей  см еж ны х классов группы  G по  
ниж н ем у сл о ю  N  эт ой  группы. П рои звол ьны й эл ем ен т x£G K  м о ж н о  записать  
в виде:

*  =  yùg'n + ••• +yt,g'i,, гдеy h £NK. Т огда  =  yf,g-f
— ^ig'if + ... +Àrg'i? (^i£ K), и бо  ур =  2 * 1  (À£K) для л ю б о г о  эл ем ен та  y^N K . 
Э лем енты  g \p, . . . ,  g\p п опарн о различны , так как из равенства g'i*=g[f вы те- 
кает, что эл ем енты  g^ и git п рин адл еж ат о д н о м у  см еж н ом у  классу группы  G 
по п одгруп п е N. Если Xp = O9 т о  о т сю д а  сл едует, что Х1 = ...= Х г = 0 т .е .  
y'if = 0, ..., > t  =  0. H o  т о гд а  у-ч = 2  J jA  г д е  Z y js = O, и,

S   S

сл едовател ьн о, x£  V. Т аким о б р а зо м , N Q V .  О бр атн ое вклю чение VQ N  
очевидно. Л ем м а  доказан а.

Л ем м а 1. 3. П усть  G-абелева ^ -группа, a Я -п од гр уп п а  группы  G9 разл ага- 
ю щ аяся в п ря м ое п роизведение t циклических групп порядка р9 г д е  /-натураль- 
ное число или счетная м ощ н ость. П усть  F-идеал  алгебры  GK9 порож ден н ы й  
эл ем ен там и  A — 1, где  h£H . И деал  V  н ильпотентен  т о гд а  и тол ь к о  тогда , к огда  
/-конечное число, причем в эт о м  случае, индекс ни л ьп отен тн ости  идеал а V 
равен t { p -  1) +  1.

Доказателъство. П усть H  = (я х) X  .. .  X  (at) (af = 1 ; i =  1, . . . ,  /) . Т огда  
п рои зведен и е (^1 — 1)р~1. ..(at — І)р~ 1 ^ 0. C  др угой  сторон ы , прои зведен и е  
л ю бы х t ( p -  1) +  1 эл ем ен тов идеал а V равно нул ю .

B са м о м  дел е, элем енты  (А — 1) ( h ^ H ;h ^  1) о б р а зу ю т  б а зи с  идеал а V1 
алгебры  HK  р азм ер н ости  рг — 1 н ад  K. Д р угой  бази с и деал а V1 о б р а зу ет  эле- 
м енты  (ах — 1 )*'...(a;-  l ) * * ( O ^ a ; ^ - l ;  (a l5 . . . , a , ) ^ ( 0 ,  . . . ,0 ) ) .  О т сю д а  вы текает, 
что прои зведен и е л ю бы х t { p - 1) +  1 эл ем ен тов идеал а V1 равно н ул ю  
( ( ^  — 1)р =  0). П роизвольны й эл ем ен т х £ Ѵ  записы вается в виде x  = 
=  2  Ah(h — 1), где  Ah^G K  С ледовател ьцо, п роизведение л ю б ы х  t ( p -  1 ) + 1

А€ Я
эл ем ен тов  и деал а V т а к ж е р а в н о н у л ю . Если Я = ( а 1) Х -  - Х ( а ш) Х . . . ,  то  
дл я  л ю б о г о  натурального n прои зведен и е {а1 — \)...{ап—\) ^  0, и , значит, 
и деал  V не нильпотентен . Л ем м а  док азан а.

С ледствие. Е сли в условиях л ем м ы  1. 3 идеал  V нил ьпотентен , то  индекс  
н и льпотентн ости  s эт о го  идеала од н озн ач н о  определ яет число t прям ы х м н ож и - 
телей  в р азл ож ен и и  группы  H.

$  I
Доказательство. B силу лем м ы  1. 3, s = t(p — 1) +  1, о т к у д а  t =  — .

p -  1
Л ем м а 1 . 4 .  П усть G H G i -счетные полны е прим арны е абел евы  группы . 

Если GKszG1K9 то  GszG1.

Доказательство. П усть R = GK=G1K9TRQ G и G j -счетны е пол ны е абелевы  
^-группы . П усть  Л Д Л ^-ниж ний сл ой  группы  G (G 1) и N = { x £ R 9x p = 0}. C or- 
ласно л ем м е 1 . 2 ,  идеал  N  п ор ож дается  эл ем ентам и A - I ( A 1 - I ) ,  где h £ N
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(A1 £N t). П рим еняя л ем м у  1. 3 и следствие из эт ой  л ем м ы , получим , что группы  
N  и N 1 разл агаю тся  в п роизведение о д н о г о  и т о го  числа циклических групп  
п р о ст о го  порядка, a эт о  число равно числу групп типа р°° в прямы х разлож ениях  
полны х групп G и G1. Л ем м а  доказан а.

Лемма 1. 5. П усть G и G 1 -счетны е прим арны е абелевы  группы , причем  
G = P x F 9G1 =  P1X F 1, г д е Р и Р 1- п о л н ы е ,а іг и і г1-редуци рованны егруппы . 
Е сли GK=G1K9 то  P ^ P 1 и F K ^ F 1K

Доказателъство. B силу л ем м ы  1. 2, и м еет м ест о  равенство P = PK = P1K9 
и, на основании л ем м ы  1. 4, P ^ P 1. В виду следствия из л ем м ы  1. 1, получим, 
что GKZiGiK,где G = GIPi G1 = G1IP1,т . е .

Лемма 1. 6. П усть Fи F 1 -счетны е редуцированны е прим арны е группы, a

(1 .1 )  f t F < * b . . . ,

( 1 . 2 )  F1Z F ^ z > ...

—  ряды  У л ьм а для групп F и F1 . Е сли F K ^ F1K9 т о  ряды  (1. 1)^ и (1. 2) и м ею т  
оди н  и т о т  ж е порядковы й тип, и, при эт о м , F (i)K = F p K ,  где  F (i) = F(i)/F(i+1) ; 
F ^  = FP/F[i+1K

Доказательство. О чевидно, м о ж н о  предпол агать , что и м еет  м ест о  равенство  
F K = F 1K. П р едп ол ож и м , что дл я  всех z < w  уж е док азан о  равенство F(i)K=  
= F[^K. Если w-трансф инитное число первого  р ода , т о  и м еет  м ест о  равенство  
F ^ - ^ K = F p '^ K .  Так как F(w) и і^ - п о д г р у п п ы  эл ем ен тов  бесконечной  
вы соты  соответственно в группах F (w_1) и F 1W~ 1), то  тогда , на основании  
л ем м ы  1 .2 ,  F(w)K = F[w)K. Если w-трансф инитное число в т ор ого  р ода, то  
F(w)K = f |  F(i)K, F[w)K = П F ^ K 9 и снова F ^ K = F ^ K .  У тверж ден ие лем м ы

І <  W i  <  W

сл едует  теперь из следствия из л ем м ы  1. 2.

Лемма 1. 7. П усть G и G i -счетны е прим арны е абелевы  группы  без элем ен- 
тов  бесконечной вы соты . Если G K ^G 1K9 то  G ^ G 1.

Доказательство. П усть  GK=G1K. Т огда  на основании л ем м ы  1. 2 им еет  
м есто  равенство

GPnK = Gp1nK = R .

П усть N = {x£R 9x p = 0}. О б р азуем  п одал гебр у  Gpn+iK=G {n+iK = R . П усть  
УѴ={.ѵ£І?,хр =  0}, a_ К-идеал алгебры  R9 порож денн ы й и деал ом  N  алгебры  
R. О чевидно, VQN.

П усть
(1 . 3 )  Gpn = (A1) X - X ( A r) X . . .  X ( ^ 1) X  ..• X f e ) X . . . ,

где Аг элем енты  порядка p 9 a кажды й из эл ем ентов Cii и м еет  пор ядок  pßi9 где  
ß i^2 .  Т огда  нижний сл ой  N  группы Gpn представляется  в виде произведения

N =  (̂ 1) X • • • X (Ьг)X  • • • X ia p1*) X • • • X  ( a f s~l) X  .. . , ,
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a ниж ний сл ой  N' группы  Gpn+Í в виде произведения

N ' =  ( ß f I _ 1) X . . . X ( a f s _ 1) X . . .

В виду л ем м ы  1. I 9 и деал  N  алгебры  R п ор ож дается  в сем и  эл ем ен там и  
h — 1 (h € N), a и деал  F-всем и  эл ем ен там и  h' — 1 (h' ^_N'). Э лем енты  вида  
(Ьіл — l ) ai .. .(Ьіг — 1)аг (0  <  Oij < p) пр ин адл еж ат и деал у N  и не прин адлеж ат  
в деал у  V1 Е сли число п одгр уп п  (bt) в р азл ож ен и и  (1. 3) бесконеч но, то  ф актор- 
кольцо N |V  не является нильпотентн ы м . B са м о м  дел е, в э т о м  случае для  
л ю б о г о  н атурал ьного m в N  сущ ествует произведение

( b , - i ) . . . ( b ^ m v .

П усть  число м н ож и тел ей  (bt) в (1. 3) конечно и равно t.
Т о гд а  ф актор-кольцо N /F -ни льпотентное кольцо c п ок азател ем  ниль- 

п отен тн ости  t(p — 1) +  1.
Д ействител ьн о, (Ьх — 1)р_ 1. .Xbt — І)р~1T  V, но всякое п р ои зведен и е из 

t(p — 1) +  1 м н ож и тел ей  и деал а  N  уж е прин адлеж ит и деал у V.
Д л я  ф иксированного п р о ст о го  p  число t(p —1) +  1 о д н озн ач н о  определ яет  

число t. Т аким  о б р а зо м , групповая ал гебра G K -G xK  вп олн е определ яет  
число прям ы х м н ож и тел ей  п орядка p  в п р я м ом  р азл ож ен и и  групп Gpn и G{" 
(n = 0, 1, .. .).  С ледовател ьно, G = G x. Л ем м а  доказан а.

Доказателъство теоремы 1. 1. С четная абелева р -гр уп п а  G записы вается  
в виде п р я м ого  п роизведения  G = P X F 9 где  Р -пол ная  группа, a Р -редуц и р о-  
ванная группа. Г руппа F  c  точ н остью  д о  ^ зо м о р ф и зм а  оп редел яется  свои м и  
ульм овским и ф акторам и. П о э т о м у  теор ем а  1. 1 вы текает из сопоставления  
л ем м и  1. 5, 1. 6 и 1. 7.

2. И ссл ед уем  теперь м ультипликативную  группу M(G) груп п овой  алгебры  
GK прим арн ой  абел евой  ^-группы  н ад п ол ем  K  характеристики p. Г руппа  
M(G) сост ои т  из тех и только тех  конечны х линейны х ком бин аций  2  %gg

g£G
(oig ê К)9 дл я  которы х 2  Ug 9  ̂0. Л егко вид^ть, что им еет  м ест о  п р я м ое р азл о-  

g
ж ение M(G) = K* X S(G), где  ^*-м ультип ли кати вная  группа пол я  K9 a S(G)- 
силовская ^ -п одгр уп п а  группы  M(G):

S(G ) =  {X =  2  !}•
gZG gtG

Л ем м а 1. 2'. П усть  Р -м аксим ал ьная  полная п одгр уп п а  группы  G9 a G'- 
п одгруппа эл ем ен тов  бесконечной  вы соты  эт ой  группы . Т о гд а  S(P) и S(G')- 
соответств ен н о м аксим альная полная подгруп п а и п о дгр уп п а  эл ем ентов  
бесконечной в ы сот ы гр уп п ы  S(G). К р о м е  т о го , Spn(G) = S(Gpn) (n = 0 , 1 , . . . ) .  
Р яды  У л ь м а для групп G|P и S(G)|S(P) и м ею т  оди н  и т о т  ж е порядковы й  
тип. Лемма доказывается таким и ж е рассуж дениям и, как и л ем м а  1. 2.

Т еорем а 1. 2. Пустъ K=GF(q)-KOHe4Hoe поле. Конечные абелевы р-группы 
G u Gx изоморфны тогда u толъко тогда, когда изоморфны группы S(G) u 
S(G1).

24 D
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Доказателъство. П усть G-конечная абелева группа, a 7Ѵ-нижний сл ой  
группы  G. О бозн ач и м  через N  ниж ний сл ой  группы  S(G). К аж ды й  элем ент  
x ^ N  м о ж н о  записать  в виде:

*  =  2  bJ 2  VjaCl (ZjatK),
j atN

где {bj) (Ьх — 1)-систем а представителей  см еж ны х классов группы  G по п од -  
группе N. И м еем

хр =  2  bJ «% 1»j a£N
откуда

( i - 4 )  2 * i< ,=  i ; Z z ja ( j *  i).a£N a£N

П усть У -п о р я д о к  ниж него слоя  группы  G. Т огда  к аж дое из уравнений системы  
( L 4 ) ,  им еет точно g (pt_1) реш ений, a число r реш ений систем ы  равно

(1. 5) r — # (pt-1)í,
где l = (G:N).

И з ф орм улы  (1. 5) вытекает, что в случае конечного поля K  порядок ниж- 
него слоя  N  группы  S(G) одн озн ач н о  определ яет п ор я док  ниж него слоя  группы  
jG, так как числа / и q являю тся степеням и ф иксированного п р ост ого  числа p. 

Д ал ее, им еет м есто  ф орм ула

(1 .6 )  Spi(G) = S(Gpi).

Из ф орм ул  (1. 5) и (1 . 6) теперь следует, что группа Spl(G) одн озн ач н о  определяет  
порядок ниж него слоя  группы  Gpl. Т аким о б р а зо м , группа S(G) одн озн ач н о  
определяет п орядок  ниж него слоя  Ni группы  Gpi (i = 0, 1, ...)• Так как порядки  
групп Ni (i = 0, 1, . . . ) оп редел яю т группу G c точ н остью  д о  и зом ор ф и зм а , то> 
тем  сам ы м , т еор ем а  1. 2 доказан а.

П усть G-прои звольная счетная прим арная абелева группа, a G '-подгруппа  
эл ем ентов  бесконечной вы соты  в G. Т огда , в силу л ем м ы  1. 2, S (G ')-n c w p y n n a  
элем ентов бесконечной вы соты  в S(G). О бр азуем  ф а к т о р -г р у п п у і? =  S(G)|S(G'). 
Э та группа не содер ж и т  эл ем ентов бесконечной вы соты  и, следовател ьно, 
разлагается в п ря м ое п роизведение циклических р-групп.

О бозн ач и м  через Ni ниж ний сл ой  группы  Bpl (i — 0 , 1, . . .).

Л ем м а 1. 8. Е сли Gf ^  1, т о  ф актор-группа NJNi+l дл я  л ю б о г о  i = 0, 1, ... 
и м е е т б е с к о н е ч н ы й п о р я д о к .

Доказательство. Ф актор-группа D — G\G' р азл агается  в п рям ое п роиз- 
ведение циклических групп. Так как G' ^  1 то  порядки прям ы х м нож ителей  в 
эт ом  разл ож ении  не ограничены . Значит, группы D pl и D pl + 1 такж е разлага- 
ю тся в п рям ое п роизведение счетного числа циклических групп:

D pi = (bAG')X  ... X(brG')X  ... ;

Dpi +1 =  (bpx G') X  . •. X  (bjr G') X  —
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О бозн ач и м  через TV' ниж ний сл ой  группы  G'. В в едем  в рассм отр ен и е сл еду- 
ю щ и е эл ем енты  группы  Bpi:

rir =  ( l  +  b j r 2 x i g i ) S ( G ' ) ,
i

где  2Oti =  O и gi<zN'. О чевидно, TjrtNl
І

П ок аж ем , что эл ем енты  цг и rjm п рин адлеж ат различны м  см еж н ы м  классам  
группы  $ i  п о  п одгруп п е TVri+ ! .  Д ействител ьн о, произвол ьн ы й эл ем ен т  группы  
Spi+1(G) = S(Gpi+i) записы вается в виде:

Z b vZiN ^ A il , ,

где Aií tit£G'K. Если г]г и r]m (m ^ r )  при н адл еж ат  о д н о м у  см еж н ом у  классу  
группы  Ni uo п одгр уп п е ТѴі+і, т о

( 1 .7 )  (1  + bJr Z<**ft) = (1 +bjm Z  * M  ... ь % л ,и ..>ít)C ,

где C e S (G ') ,  A iu...'k tG'K( a „ a  ',tK ).
Р авенство (1. 7) н ев озм ож н о , и б о  эл ем ен т  в л евой  части со д ер ж и т  элем енты  

группы  G из см еж н ого  класса bjG ', не встречаю щ иеся  в пр авой  части.
Так к а к ч и сл о  эл ем ен тов  rjr бесконечно, т о , т ем  сам ы м , м ы  показали , что  

индекс (TViIiVri+ !)  бесконечен. Л ем м а  доказан а.

С ледствие. B условиях л ем м ы  1. 8, ф актор-группа S(G)/S(G') р азлагается  
в п р я м ое прои зведен и е циклических групп таким  о б р а зо м , что каж дая цикли- 
ческая группа порядка p1 ( / = 1 , 2 , . . . )  входи т  в эт о  р азл ож ен и е бесконеч ное  
число р аз.

B са м о м  дел е, число м н ож и тел ей  порядка p1 в п р я м ом  р азл ож ен и и  группы  
S(G)|S(G') определ яется  и н дек сом  (TVi-IiTVi) ( / = 1 , 2 ,  . . .).

Л ем м а 1. 9. П усть  группа G разлагается  в п р я м ое п р ои зведен и е счетного  
числа циклических групп:
(1.8) G =  ( a i ) X . . . X f e ) X . . . ,
а А^конечное поле. Т о гд а  в п р я м ом  разл ож ен и и  группы  S(G) встречается
бесконечно м н ого  циклических м нож ител ей  порядка p.

Доказателъство. Е сли р азл ож ен и е (1. 8) сод ер ж и т  только конечное число  
м н ож и тел ей  порядка р \  где  / ^ 2 ,  то  утверж дение л ем м ы  оч ев и дн о .

B с а м о м  дел е, если бы  в эт о м  случае в р азл ож ен и и  группы  S(G) встреча- 
лось  только конечное число м нож ител ей  порядка p , т о  п одгр уп п а  Sp(G) бы ла  
бы бесконечной. C д р угой  стороны , S p(G) = S(Gp), а п о д г р у п п а  £ р-конечна, 
что ведет  к проти вореч и ю .

П р ед п ол ож и м , что в п р я м ом  разл ож ении  (1. 8) встречается  бесконечно  
м н ого  м н ож и тел ей  c п ор я дк ом , ббл ьш и м , чем  p.

П о л о ж и м  H  =  (Т>і)Х(62) Х . . . ,  гДе (^ )-так и е прям ы е м н ож и т ел и  в р а зл о -
жении (1 .8 ) ,  что & f ^  1. О бр азуем  элем енты

(1.9) 1+ b 2 * j g j ,
j

где {^ }-эл ем ен т ы  ниж него сл оя  группы  G и 2  ау ” 0-
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Так ж е5 как и в преды дущ ей  л ем м е, устаналиваем , что элем енты  ( 1 .9 )  
п ри н адл еж ат различны м  см еж ны м  классам  ниж н его сл оя  N  группы  S(G) по  
н и ж н ем усл ою іѴ ' группы  Sp(G) = S(Gp). Значит, (N: N ') = °°, что и доказы вает  
утверж дение лем м ы .

С ледствие. Е сли порядки прям их м н ож и тел ей  в (1. 8) не ограничены , то  
в п р я м ом  р азл ож ен и и  группы  S(G) каж дая циклическая группа порядка p1 
( i  = I 5 2, . . . )  встречается бесконечное число раз. Е сли эти  порядки ограничены  и  
^ *-наи больш ий из порядков п р я м ы хм н ож и тел ей  в (1. 8), ^ (^ ^ а )-н а и б о л ь ш и й  
из порядков тех прямы х м нож и тел ей , которы е в ходя т  в (1. 8) бесконечное  
число раз, a Я -п р я м ое произведение прям ы х м н ож и тел ей  (1. 8), порядки кото- 
ры х не п р е в о с х о д я т ^ , то  в п р ям ое р азл ож ен и е группы  S(G) циклические м н о-  
ж ители порядков p , . . . ,  pß в х о д я т б еск о н еч н о еч и сл о р а з , a м н ож и тел и  порядка  
ру, где  ß <  y ^  a встречаю тся в эт о м  р азл ож ен и и  столько р аз, сколько их участву- 
ет в р азл ож ен и и  конечной группы  S(G|H).

Доказательство. О бозн ачи м  через Ni п ор я док  ниж него слоя  группы  
Spi(G) = S(Gpi). Е сли порядки прям ы х м н ож и тел ей  группы  G не ограничены , то  
из л ем м ы  1. 9 сл едует  для каж дого  i ( i  = 0, I 5 . . . ) индекс (Nt:Ni+1) бесконечен. 
О т ею д а  вы гекает первое утверж дение лем м ы .

Ё сли порядки прямы х м н ож и тел ей  в (1. 8) ограничены  и ^*-наибольш ий  
л іх  этих порядков, т о 5 в силу л ем м ы  1 .9 ,  индексы  (Ni- l :Ni) (i=  l , . . . , j 8 )  не  
о г р а н и ч н ы .И н д е к с ы ( ^ : ^ + ! ) ,  . . . , ( ^ - ! : ^ с о в п а д а ю т  c соответств ую щ и м и  
индексам и дл я  группы  S(G[H). О т сю да , в силу теор ем ы  1. 2, сл едует  второе  
утверж дение лем м ы .

Л ем м а 1 . 1 0 .  П усть £  =  (я)-циклическая группа порядка рп, а ÄT-счетное поле  
характеристики p. Т огда  в п р ям ое разл ож ен и е группы  S(G) входят  только  
циклические группы  порядков р9 ...9рп9 причем  каж дая п одгруппа порядка  
P i (1 ^ i ^ n )  встречается в эт о м  р азл ож ен и и  счетное число раз.

Доказателъство. Р а ссм о т р и м гр у п п ы  Spi(G) = S(Gpx) и Spl+1(G) = S(Gpl + í) 
(i = O5 . . . , «  — 1). Т огда  элем енты  вида

1 +api(a + ßaPn~x) (ot + ß = 0)

прин адл еж ат ниж н ем у сл ою  Ni группы  Spi(G). В о зь м ем  элем енты

\+ a pi(tt + ßapn~l) и l+ a pl(oL1+ ß 1apn~1). ( 1 . 1 0 )

Е сли эти  эл ем ен ты  прин адл еж ат о д н о м у  см еж н ом у  классу группы  Spl(G) по  
подгруппе S pX + 1(G), то

(1 .11 )  l + t f pi(a f  ßapn~x) = [ l + ^ ( a i + ^ a ^ - 1) ] ( ^ ^ . ^ ^ ) .
j

Е сли У̂ yjajpl+1^  y1> l, т о  равенство (1. 11) н ев о зм о ж н о , а если 2! у ^ р1+і = 
j  j

= yxI 5 т о  ^1 =  I и a j = a ;  ß i= ß .  Т аким  о б р а зо м , дл я  различны х пар (oc9ß) и 
(a I j ^ i )  (oc +  ß  =  0; a i + j S i = 0 )  элем енты  ( 1 .1 1 )  п р и н адл еж ат  различны м  
см еж н ы м  классам  группы  *Spi(G) по п одгруп п е *Spí+1(G). Т ак как п ол е K  содер - 
ж ит бесконеч но м н ого  эл ем ентов , т о  о т сю д а  сл ед ует , что индекс (Nt:Ni+1) 
бесконечен.
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Значит, в п р я м ом  р азл ож ении  группы  S(G) встречается бесконечно м н о го  
циклических прям ы х м н ож и тел ей  порядка pi+1 (i = 0, . . . , n -  1). Так как для  
л ю б о г о  эл ем ента x ^S (G ) X pn = I, т о  утверж дение л ем м ы  д о к азан о .

Л ем м а 1 . 1 1 .  П усть группа G разлагается  в п ря м ое п р ои зв еден и е цикли- 
ческих р-групп:

G = G1 X  ... XG sX  ... (Gi = (Cti)),
a ÆT-п рои звол ьн ое пол е характеристики p. Т огд а  п одруп п а S(Gi) является  
сервантной п одгр уп п ой  группы  S(G).

Доказательство. И м еет  м ест о  п рям ое разлож ение: G = Gi X H , где 
H = n x G j .

j*i
П усть теперь X^S(G i) и x = zpn, где z^S (G ).  Э лем ен т z  м о ж н о  записать  

в виде:
z = 2 , A j h j ,где

j
Т огда

X =  ZPn =
j

Значит,
x = A Z + ...+ A Z ,

где Z1, . . . ,  Zr-T axne индексы, что hfn = ... = hfn = 1 и hfn ^  1, если t =  Ij ( j  = 1, . . . ,  r). 
Л ем м а  док азан а

С ледствие. П усть группа G разлагается  в прям ое п р ои зведен и е конечного  
или счетного числа циклических ^-групп c ограниченны ми в совок упности  
порядкам и, a АГ-счетное поле. Если ^"-наибольш ий пор я док  циклических 
прям ы х м нож ител ей  в разл ож ении  группы  G, то  в р азл ож ен и и  группы  S(G) 
каж дая из подгр упп  порядка р[ (Z=1 ,  ...,n)  встречается счетное число раз и 
каж дая из циклических п одгруп п  в эт о м  разл ож ен и и  и м еет п ор я док  p1, где  
i ^ n .

Доказателъство. П усть G = LlXG i, где  Gi = (Cti).
B силу л ем м ы  1. 11 ^ (^ ^ -сер в ан тн ая  п одгр уп п а группы  S(G). Так как 

порядки эл ем ентов группы  S(Gi) ограничены , т о  S(G1) вы деляется  прям ы м  
м н ож и тел ем  в группе S(G) (см . [2]). Д л я  заверш ения док азател ьства теперь  
остается  сослаться  на л ем м у 1. 10.

Л ем м а 1 . 1 2 .  П усть G-счетная полная группа, a іГ-счетное или конечное  
п ол е характеристики p. Т огда  группа S= S(G )  разлагается  в п роизведение  
счетного числа групп типа р°°.

Доказателъство. B силу лем м ы  1. 2, 5 '(^ )-п ол н ая  группа. Д л я  док аза-  
чельства л ем м ы  достаточ н о  установить, что ниж ний слой N  группы  S -беск о- 
иечная группа.

Р ассм отр и м  разл ож ение группы G в п рям ое п рои зведен и е групп типа
P°°'-G = П X G i .

і
П усть (я^-ниж н ий слой группы  G1, a N = {x , x  6 GK, х р =  0}. В виду л ем м ы

1. 2, ІѴ -бесконечномерная п одал гебр а  алгебры  GK. С л едов ател ь н о , элем енты
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A1 4- n (n £ N) о б р а зу ю т  бесконечное п одм н ож еств о  группы  N  и 7Ѵ-бесконечная 
группа. Л ем м а  доказан а.

Л ем м а 1 . 1 3 .  П усть G = P x G 1, где  P ^ l -полная группа, a G^-прям ое  
п роизведение циклических групп. П усть Р4счетное или конечное поле. Т огда  
S = S (G ) = S (P )X S 1, где ^ -р ед у ц и р о в а н н а я  ком п он ен та группы  S. Если  
порядки эл ем ентов  группы  G1 не ограничены , то  в п р я м ом  разл ож ении  группы  
S 1 каж дая из циклических п одгр уп п  порядков p1 ( i= l,  2, ...) встречается бес- 
конечное число раз. Если показатель группы  G1 равен рл, то  группа S 1 раз- 
лагается  в прям ое п р оизведение циклических групп порядков p, ...,p*, причем  
каж дая из циклических п одгруп п  порядка p 1 ( l ^ / ^ a )  встречается в эт о м  
разл ож ен и и  c бесконечной кратностью .

Доказателъство. Л егко проверить, что порядки эл ем ен тов  групп G 1 и 
S 1 одн ов р ем ен н о ограничены  или неограничены , причем  в п осл едн ем  случае 
показатели  групп G1 и S1 совп адаю т. П усть Gv1 X  1 (/ =  0) и пусть f l^ G f  и 
a C G f + 1. П ол ож и м  P = {x^PK, х р =  0}. В виду л ем м ы  1 . 2 ,  Р -бесконечном ерная  
п одал гебр а  алгебры  GK. Р ассм отр и м  элем енты  (1 +  A1X j G ( P )  и (1 X a 1X2YS(P) 
(X19X2^P )  группы S= S(G )/S(P ). О чевидно, эти  элем енты  принадлеж ат  
ниж нем у сл ою  Ni группы Spi. П р едп ол ож и м , что они  л еж ат в о д н о м  см еж н ом  
классе группы  Spl по п одгр уп п е §р1 + 1. Т огд а  ( l + f l x J G ( P )  =  ( ! + A x 2^ G ( P ) ,  
где y  C Gpl + 1K. Значит,
(1 .12)  ( I X a x 1) = ( l X a x 2) y z  ( zCG(P) ) .

Так как X i ÇGpi +1 K  ( z = l , 2 )  и yz£G pi+iK, то  из (1. 12) следует,_что yz=  1 и 
а х 1 = а х 2 , откуда X 1C i = X 2 . Т аким  о б р а з о м ^ р и х ^ ^  (xt , x 2£P) элем енты  
( l + f l x J G ( P )  и ( l + f l x J G ( P )  принадлеж ат различны м  см еж ны м  классам  
группы  Ni по подгруппе Ni+1. Значит, (NiIN ^ l) = °°, откуда  вытекает, что  
разл ож ение ф актор-группы  S(G)|S(P)  в прям ое произведение циклических 
групп содер ж и т бесконечно м н ого  циклических групп порядка р1+1. Л ем м а  
доказан а.

Т еорема 1. 3. Пусть G-счетная абелева р-группа, Р-максимальная полная 
подгруппа группы G, К-счетное или конечное поле характеристики p, S-силовская 
р-подгруппа мулътипликативной группы алгебры GK a P '-максимальная полная 
подгруппа группы S.

Обозначим через An (A00) прямое произведение циклических р-групп порядков 
p, ...,р п (соответственно порядков p, ...,р '\ ...), где каждая из циклических 
групп порядка p1 ( l ^ i ^ n )  (соответственно каждая из циклических групп nop- 
ядка р \ гдеі-произволъное натуралъное число) встречается счетное число раз. 
Если P X 1, mo P' X  Ioo. При P = 1 грута P' = 1. Ряды Ульма для редуцированньѵс 
групп GjP u SjP' имеют один u mom же порядковый mun w. Bce факторы ряда 
Улъма группы S/P', кроме, бытъ может, последнего фактора Sy для случая, 
когда w =  y X l -трансфинтное число первого ряда, изоморфны группе A00. 
Пустъ w =  y +  1, A Су-последний фактор ряда Улъма группы G|P. Если порядки 
элементов группы Gy не ограничены, mo Sy = A00. Предположим, что порядки 
элементов группы Gy ограничены, причем р*-показателъ группы Gy, a рр-наи- 
болъиіий из порядков mex циклических прямых множителей, которые входят в 
разложение группы Gy счетное число раз. Обозначим через H  прямое произ-
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ведение всех циклических прямых множителей группы G79 порядки которых не 
превышают pß. Если поле К-счетное, mo S7^ A a9 a для конечного поля K группа 
S7 представляется в виде прямого произведения S7 = A fiX S 9 где группа S  
изоморфна силовской р-подгруппе S(G7IH) мулътипликативной группы группо- 
вой алгебры FK конечной группы F = G7/H. (Если G7 -конечная группа, mo H  = 1 ) .

Доказателъство. Д ок азател ь ств о  теор ем ы  сразу  получается  п утем  соп ос-  
тавления л ем м  1. 8,1. 9, 1. 11 сл едствий из этих л ем м  и л ем м  1. 12 и 1. 13.

Теорема 1. 4. Пустъ G u G1 -счетные абелевьі р-группы; S u S 1-Coomeemcm- 
венно силовские р-подгруппыгрупповыхалгебрСК u G1K (К-счетноеиликонечное 
поле характеристики p); P (Р)-максималъная полная подгруппа группы G(G1); 
w(wx)-порядковый mun ряда Ульма группы G|P (G1IP1) . Если w =  y +  l 
( W 1 = у1 + \)-трансфинитное число первого рода9 тообозначим через G7IG711) 
последний фактор ряда Ульма группы G/P (G1IP1). Гругты S  u S 1 изоморфны 
тогда u толъко тогда9 когда одновременно выполяются следующие условия:

1. Если P ^ l 9 mo P 1^  1; 2. W = W 1 3. Если w = W 1 = y +  1 u К-счетное 
поле9 mo группы G7 u G71 имеют один u mom же показатель pа или порядки 
элементов этих групп не ограничены. Если w = W 1 =  y  + 1 u К-конечное поле, 
mo или порядки элементов групп G7 u G71 одновременио не ограничены9 или 
совпадают показатели групп G7 u G71 U 9 npu этом9 изоморфны конечные группы 
G7IH u G71IH1 (см. обозначения теоремы 1.3).

Доказателъство. Т еор ем а  1. 4 непосредствен но вы текает и з теорем ы  1. 3 
и теорем ы  1. 2.

§ 2. Полупростые групповые алгебры счетных 
примарных абелевых групп

B эт о м  параграф е находятся  н еобходи м ы е и достаточ н ы е условия и зо -  
м ор ф и зм а  групповы х алгебр  GK и G1K  двух  счетны х абелевы х j7-rpynn G и 
G1 н ад  п ол ем  K9 характеристика к от ор ого  не совп адает  c п р ост ы м  p. У станав- 
ливаю тся также н еобходи м ы е и достаточн ы е условия и зо м о р ф и зм а  ком плекс- 
ных и вещ ественны х групповы х ал гебр  счетны х периодических абелевы х групп.

H a всем  протяж ен ии параграф а рассм атриваю тся  тол ь к о  групповы е  
алгебры  н ад  п ол ем , характеристика к от ор ого  не дел ит поря дк и  эл ем ен тов  
группы . B дал ьн ей ш ем  всегда б у д ет  предполагаться , что char K  ̂ p.

Н ап ом н и м  некоторы е факты o п ол уп р осІы х  групповы х ал гебр ах  конеч- 
ны х абелевы х ^ -групп. П усть  G-конечная абелева ^-группа ти п а  [al 5 . . . , a J  
(oL1^ . . . ^ a s)9 а £-п ерв ообразн ы й  корень степени p*1 из 1. О б р а зу ем  п оле  
K(Z) = F' Г рупповая ал гебра б ^ р а з л а г а е т с я  в прям ую  су м м у  (G:l) = t о д н о -  
мерны х (над F) идеалов:

GF = / i  +  . . . + / ; .

К аж ды й идеал  Ii п ор ож дается  м ин и м альн и м  и дем п отен том

е‘- =  TTiTTV (GA) gtG

где yj(g) (i=  1, >.., О -характер группы  G н ад  п ол ем  F.
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М н ож ество характеров Xi(g) группы  G р асп адается  на непересекаю щ иеся  
п од м н ож ест в а  (Я -классы ).

( 2 - 1 )  { X i i ,-  Z ir 1}  - , { X s i ,  - , X s r t }

Я -сопряж енны х м еж д у  со б о й  характеров (характеров, переходя щ и х др уг  в 
др уга  п о д  дей стви ем  ав том ор ф и зм ов  Z ^ Z ß п ол я  F  н ад  K). П од м н ож еств ам  
(2. 1) соотв етств ую т п одм н ож еств а  Я -сопряж енны х м еж д у  с о б о й  м иним аль- 
ных и дем п отен тов  алгебры  GF:

{^11 , . . . , ^ l r 1}* • • • j { ^ lJ  • • • ) & srs}

М иним альны е и дем п отен ты  eí9 ...,e s алгебры  GK п ол учаю тся  в результате  
слож ения Я -сопряж енны х м иним альны х и дем п отен тов  алгебры  GF:

еі =  eh +  ••• + е\ті 0  =  1> -..,s).
О бозн ач и м  через K(x) поле, полученн ое в р езул ь тате присоединения к 

п о л ю  K  всех значений характера x группы  G. Е сли характер x и м еет  ядро H  
и (G:H) =  m т о  K(y) = K(s), где  е-первообразны й корень степени m из I.

В виду (2. 1) и (2. 1'), миним альны й и деал  Ii = GKei алгебры  GK и зом ор ф ен  
п о л ю  К(хп ) = ...= К (хІГі). О чевидно, (K(

Определение 2, 1. В ведем  обозначение: wG(ef) =  rf . Ч и сл о  г{ н азов ем  весом  
м и н и м ал ь н ого  и дем п отен та  е{ алгебры  GK (i = 1, . . . , i ) .

Так как G-прим арная группа, то  вес wG(e) оп р едел яет  п оле Ii (i=  1, . . . ,  s) 
c точ н остью  д о  и зом ор ф и зм а .

B соответствии  c р азби ен и ем  (2. 1), м н ож еств о  эл ем ен тов  группы  G 
распадается  на Я -классы  T1, ..., Ts. П о  оп р ед ел ен и ю  эл ем енты  a ,b ^G  при- 
н адл еж ат о д н о м у  K-классу т о гд а  и только т о гд а , к огда  b = aß, где  ^-такое  
цел ое число, что отобр аж ен и е Z ^ ^  является ав т о м о р ф и зм о м  поля F = K(Z) 
н ад K.

П ор я дк и Я -к л ассов  T19 . . . ,  Ts (после соотв етств ую щ ей  их перенум ерации) 
сов п адаю т  c числам и rl9 ... ,r s. Т аким  о б р а зо м , и м еет  м ест о  теор ем а  [3]:

Т еорема 2. 1. Групповые алгебры GK u G1K двух конечных абелевых 
р-групп G u G1 изоморфны тогда u толъко тогда, когда группы G u G1 распада- 
ются иа одно u mo же число К-классов u порядки соответствующих К-классов 
этих групп совпадают.

И з приведенны х выш е фактов o групповы х ал гебрах конечных абелевы х  
^-групп легко вы текаю т сл едую щ и е лем м ы :

Л ем м а 2 . 1 .  П усть G-конечная абелева p-группа типа [a1? . . . , a J  ( o q ^ . . .  
. . . ,  ^ a s), Я циклическ ая  группа порядка p*1, а ^ -п ер в о о б р а зн ы й  корень степени  

P i из 1 (/ =  0, 1, ...)• Р азл ож ен и е алгебры  GK в п р я м ую  сум м у пол ей

(2.2)  GK = I 1 +  ...  +  Iq

содер ж и т  те и только те поля, которы е встречаю тся в разл ож ен и и  алгебры  
HK  (б ез  учета краткостей вхож дения). К аж ды й и деал  I1 и зом ор ф ен  п ол ю  
K(Zj), где 0 ^ j^o L 1. Н а о б о р о т , произвол ьн ое пол е K(Zj)  ( O ^ y ^ a J  встречается  
среди  полей  I1 в разл ож ении  (2. 2).
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Л ем м а 2. 2. П усть  Я -п одгр уп п а  конечной абел евой  группы  G- Т о гд а  полная  
си стем а п редставителей  ÆT-классов характеров группы  G получится , если  м ы  
вы бер ем  такую  си стем у {фІ9 . . . ,  фг} дл я  группы  H9 п р о д о л ж и м  каж ды й харак- 
тер ^ i д о  характеров ^ i l9 ...9фіп (rt = (G:H)) группы  G и ср ед и  характеров  
фи дл я  к аж дого  / вы делим  несопряж енны е (над  K) характеры : фі]і9 . . . ,  ^ ijqi.

Л ем м а 2. 3 . П усть  ^ -характер подгруппы  Я к о н еч н о й ^ -гр у п п ы  G9^1 , . . . ,  xq- 
всe характеры  группы  G9 индуц ир ую щ ие на H  характер ^ 9 a  е-м ин им альны й  
и дем п отен т  ал геб р ы Т Ж , соответств ую щ и й  характеру ф. Е сл и  (K (xi):K )= ...
... = (K(Xq) • K) = m, то  вес wG(et) к аж дого  м и н и м ал ь н ого  и дем п от ен т а  Ci 
алгебры  GK9 возникаю щ его в р азл ож ен и и  и дем п отен та  е9 равен  m.

Л ем м а 2. 4. П усть  конечная абел ева ^ -группа G пр едставл яется  в ви де  
п р я м ого  произведения: G = G 1 X G 2 . П усть  е-м ин им альны й и д ем п отен т  
алгебры  G1K  и wGí(e) = n. П усть 1 =  e[ + ...  +  e ' -р а зл о ж ен и е едини цы  алгебры  
G2K9 в сум м у  м иним альны х и д ем п отен тов  эт о й  алгебры , гд е  W02(Ci) = Ini 
(M1 ^ . . .  ~ m q)9 и пусть е =  е 1 +  . . . + е , - р а з л о ж е н и е  и д ем п о т ен т а  e в сум м у  
м иним альны х и дем п отен тов  алгебры  GK  Е сли n ^ m 1, то  wG(ê ) = n (i = 1, . . . ,  t). 
Е сли H ^ m 1 т о  м н ож ество  р а зл и ч н ы х в есо в  и дем п отен тов  eí9 ...9et алгебры  
GK сов п адает  c м н ож ест в ом  { « , «  + I9 . . . , m J .

Л ем м а  2 . 5 .  П усть  Æf-п рои звол ьн ое п ол е ( c h a r Ä ^ ^ ) ,  ^ -п ер в о о б р а зн ы й  
корень степени p 1 из 1 (i =  l ,  2, . . . )  и q = 1 (q = 2), если  p ^ 2 (p=2). Л и б о  для  
всех натуральны х j ^ q
( 2 . 3 )  K(Zq)= K (Z j)9

л и б о  сущ ествует такое натуральное число f = f ( K ) , что

( 2 .4 )  K (Q  = K(Çq+1) = ..: = K(Sf ) c  c .. .

Л ем м а 2. 5 является известны м  ф ак том  теори и  круговы х п ол ей  (см ., напри- 
м ер  [4]).

С ледствие. П усть  для  поля K  и п р о ст о го  числа p  вы п олняю тся  условия
(2 .4 ) .  Т о гд а  при i ^ f

{K (td :K (t,))* = p t- '

Доказателъство. П усть # = O A )-r p y n n a  Г алуа поля K(^i) н а д  п о д п о л ем  
K(tf)  и ^ ( Q  = ti-  H e наруш ая общ н о ст и  расдуж дений, м о ж н о  п р едп ол агать , 
4iTotf = t i l~í - rT2iKKSiK^(tf~f) = t i pi~f , т о  p,pi~f = pi~f(m odpi)9T .e .p = l  ( m o d ^ ) .  
П ри э т о м , д ^  1 (m od  pf+1)9 так как в п р оти в н ом  случае а в т о м о р ф и зм  ф оставлял  
бы  на м есте эл ем ен т  t/+ i - О тсю да , легко п ол уч и ть ,ч то  число д  пр ин адл еж ит  
п ок азател ю  p'~f  по  m odp*, т . е .  п оря док  группы  H  равен p'~f . У тверж ден ие  
док азан о .

Л ем м а 2. 5'. П усть G-циклическая группа порядка p*9 a ЛТ-произвольное 
п оле ( c h a r Á ^ p ) ,  у д о в л ет в о р я ю щ ееу сл о в и ю  (2 .4 ) .  П усть  a ^ /  (см . 2 . 4 ) ,  а 
G i-п одгруп п а групгіы G порядка pf . Т о гд а  м н ож ество  м ини м альны х и дем -  
потен тов  алгебры  GK9 соответств ую щ и х точны м *) а б со л ю т н о  н еп р и води м ы м

*) Характер x  абелевой группы G  называется точным, если ядро представления x  равно I.
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характерам  группы, совп адает  c м н ож ест в ом  м иним альны х идем п отен тов  
алгебры  G1K9 соответств ую щ и х точны м  характерам  группы  G1.

Доказателъство. П усть  G = (a). П од гр уп п у  G 1 м о ж н о  записать в виде  
G i =  (<ат)9 где  m = pa~f. П усть  £-первообр азны й корень порядка ра из единицы , 
a г =  £ш-п ер в ообразн ы й  корень из единицы  степени pf . О бр азуем м и н и м ал ь н ы е  
идем потенты  e и u' соответствен н о ал гебр  GK(Ç) и G1K(S) :

1 ( G : 1 )  ,  (G i  : 1)

e' =  7 7 rrjT Z  &o1; « =  (c  . n  Z  Zjamj-(G . l ) y = i  (G 1 . 1) j=i

П усть e и и-миним альны е идем п отен ты  алгебр  GK и G1K9 соответстру- 
ю щ и е и дем п отен там  e' и u'. В виду равенсгва u'e'= e', такжe u e  = e, и, сл едо- 
вательно, GKeQGKu. И деал  GKe и зом ор ф ен  п ол ю  K(^)9 a и деал  G1Ku и зо - 
м ор ф ен  п ол ю  K(s). П усть (K(s):K) = t. Т огд а  р азм ер н ость  и деала GKu н ад  
п ол ем  K  равна t(G:G1) = tplx~f. C др угой  стороны , в силу следствия из лем м ы  
2 . 5 ,  (K(£):K) = tpa~f ‘ Т аким о б р а зо м , р азм ер н ости  и деал ов  GKe и GKu над  
п ол ем  K  совп адаю т. С ледовател ьно, GKe = GKu и e = u. Л ем м а  доказана.

С ледствие. П усть G-циклическая ^-группа, a H  и G 1 -такие подгруппы  G9 
что C1^ H  и (G1IH)=Pf (см . 2 . 4 ) .  Т огда  м н ож еств о  м иним альны х идем п о- 
тентов алгебры  GK9 соответств ую щ и х характерам  группы  G c я д р о м  H9 сов- 
падает  c м н ож еств ом  м иним альны х и дем п отен тов  п одал гебр ы  G1K9 co - 
ответствую щ их характерам  группы G 1 c т ем  же я д р о м  H.

Определение 2. 2. П ол е K  (char K 9 ^р)9 дл я  к от ор ого  вы полняю тся условия  
(2. 3) соответственно (2. 4) б у д ем  назы вать п ол ем  в т ор ого  р о д а  (соответственно  
п ол ем  первого  рода) относительно п р ост ого  числа p.

Л ем м а 2. 6. К аж д ое конечном ерное представление Г  л окально конечной  
группы G над пол ем  K9 характеристика к от ор ого  не д ел и т  порядки элем ентов  
группы  G9 вполне при води м о. П редставлени е Г н еп р и води м о т о гд а  и только  
тогда , когда для некоторой  конечной подгруппы  H  группы  G индуцированное  
представление Г |(# )-н е п р и в о д и м о .

Доказательство. Р ассм отр и м  совокупность  м атри ц  {r(g)}  ( g 6 G ) .  Так как 
Г -конеч ном ерное представление группы  G9 то  из м н ож еств а  {Г (^ )}  м ож н о  
вы делить м аксим альную  линейную  независим ую  п од си ст ем у  T ( ^ 1), ...9T(gt). 
содер ж ащ ую  только конечное число м атриц. О бозн ач и м  через H  конечную  
подгруппу G9 п ор ож ден н ую  элем ен там и  g l9 . . . ,  gt . О ч евидно, представление Г 
непри водим о тогда  и только тогда , когда  и н дуц и р ован н ое представление  
Г |(Я )-н еп р и в о д и м о . П редставление Г і(Я )-в п о л н е  п р и в оди м о , и п оэтом у  
представление Г также вполне при в оди м о. (Л ем м а  2. 6 х о р о ш о  известна. М ы  
привели доказател ьство лем м ы  для полноты  и зл ож ен и я.)

Л ем м а 2. 7. П усть G-счетная абелева р-группа без эл ем ен тов  бесконечной  
вы соты , a Я -поле (char K ^p ).  Т огда  д л я л ю б о г о  эл ем ен т а  x£G K  найдется  
такое неп ри води м ое конечном ерное представление Г  ал гебр ы  GK9 что Г (х )^  0.

Доказательство. Г руппа G разлагается  в п р я м ое п р ои зведен и е цикли- 
ческих jP-rpyrm: G =  ( 0 j ) X . . . X ( ^ ) X . . . .  П усть Gs = (O1) X  --X(Cts). О чевидно,
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X ^G sK  дл я  д остаточ н о  б о л ь ш ого  н атурального s. А л гебр а  GsK  о бл ад ает  
н еп ри води м ы м  п редставлением  Г , дл я  к от ор ого  Г ( х ) ^ 0 ,  причем  это  п р ед- 
ставление естественны м  о б р а зо м  п р одол ж ается  д о  представления алгебры  
GK

Лемма 2. 8. П усть G-счетная абел ева р-группа, a Р -п одгр уп п а  эл ем ен тов  
бесконечной  вы соты  в G. Е сли АГ-поле первого р о д а  отн оси тел ь н о  п р ост ого  p  
(см . огіределение 2. 2), т о  п одгр уп п а  P  совп адает  c пересечением  ядер всех  
конечном ерны х непри водим ы х представлений группы  G н ад  п о л ем  K

Доказательство. П усть  Г -н еп р и води м ое конеч ном ерное представление  
группы  G н ад  п ол ем  K. В виду л ем м ы  2. 6, Г  индуцирует н еп р и води м ое п ред- 
ставление н ек отор ой  конечной подгруппы  H  группы  G. П усть  а£Р  и Г (а )^ Е  
(Р -един ичная м атрица). П редставл ен и е Г  н еп р и води м о на л ю б о й  подгруппе  
Q ^ H .  П у ст ь Г '-о г р а н и ч ен и е  представления Г  на п одгр уп п у H '= {H ,a }, a 
/-абсолютно неприводим ы й характер группы  Н '9 соответств ую щ и й  п р ед-  
ставл ению  Г . Т огда  / ( я )  — £ ^ 1  (ßpr— l)- П усть  g^-такой эл ем ен т  группы  G, 
что gpn =  a, где я -п рои звол ьн ое натуральное число, a  х (и) -характер группы  
{ # , g J ,  индуц ирую щ ий на H f характер / •  Т огд а  %п (gn) = Çn9 гд е  і рп=е. Так  
к а к Х -п о л е п е р в о г о р о д а ,т о  (K(Çn) :K )^  oo, если n ^ ° ° .  C д р у г о й  стороны , сте- 
пень m представления Г  сов п адает  c числ ом  (К(х{п)):К) дл я  л ю б о г о  натураль- 
н о г о я .  М ы  п ол уч и л и п р оти в ор еч и е, так как ( K(xn):K) = (K(Çn):K ). С ледова- 
тельно, Г(а) = Е  дл я  л ю б о г о  эл ем ен та  а£Р.

YiycTbg^P. Так как ф актор-группа G|P разлагается  в п р я м ое п роизведение  
циклических групп, т о  сущ ествует такое н еп ри води м ое кон еч н ом ерн ое пред- 
ставление Г  группы  G|P, что r (g P )^ E .  П редставлени е Г  м о ж н о , очевидно, 
рассм атривать как представление группы  G н ад  п ол ем  K , прич ем  эл ем ен т g 
не содерж и тся  в ядре эт о го  представления. Л ем м а  доказан а.

Лемма 2. 9. П усть G-периодическая абелева группа, a  РГ-поле характерис- 
тика к о т ор ого  не дел и т  порядки эл ем ен тов группы  G.

Е сли идеал  I  алгебры  GK п ор ож д ается  конечны м  ч и сл ом  эл ем ен тов ал- 
гебры , т о  /  п ор ож дается  такж е и д ем п от ен т ом  e, и, сл едовател ьн о , через /  
м о ж н о  п ровести  п рям ое р азл ож ен и е алгебры  GK:

GK = / + I 1 ( I 1 = GK( 1 -e ) ) .
Доказателъство. П усть  I= (x l9 ...9x s). С ущ ествует конечная подгруппа  

H a G 9 такая, что Xi ^H K  ( i =  1, . . . , s ) .  И деал  HKxl H-... H- HKxs алгебры  HK  
п ор ож дается  и д е м п о т е н т о м е . О чевидно, I=GKe.

Лемма 2 .10 . П усть G-счетная абел ева ^-группа, Р -п о д гр у п п а  элем ентов  
бесконечной вы соты  в G. K-noiiQ первого  р о д а  (отн оси тел ьн о  p)9 a F-идеал  
алгебры  GK9 п орож денн ы й всем и  эл ем ен там и  a — 1 (а£Р). И д еа л  V совп адает  
c пересечением  Vf ядер  всех непри водим ы х конечном ерны х представлений  
алгебры  GK

Доказателъство. В виду л ем м ы  2 . 7 ,  ( a - l ) ^ V '  дл я  л ю б о г о  элем ента  
a£P. H a  основании л ем м ы  I.I , и м еет  м есто  и зо м о р ф и зм  G K jV ^G 1K9 где  
G1 =  G|P. Так как группа G1 разл агается  в прям ое п р ои зведен и е циклических 
групп, т о  п о  л ем м е 2 .7 дл я  к аж д ого  класса (x H- V) ^  V ал гебры  GK|V найдется
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такое н еп р и в оди м ое конеч ном ерное представление Г  эт ой  алгебры , что  
Г(х + V) Ti 0. Г  м о ж н о  такж е рассм атривать как п редставление алгебры  GK, 
и эл ем ен т x  не содер ж и тся  в я дре Г. Т аким  о б р а зо м , V= V .  Л ем м а  доказана.

С ледствие. П усть  ^ (^ ^ -с ч е т н а я  абелева д-гр уп п а, Р ( Р 1)-п одгруп п а эле- 
м ентов бесконечной вы соты  в G(G1), H = G jP (H 1 = G1IP1), іГ-поле первого  
р о д а  отн оси тельн о п р о ст о го  p, a  К (Г 1)-и деал  алгебры  GK (G1K), порож денн ы й  
всем и эл ем ен там и  a — 1 (ах — 1), гд е  a Z P (a 1 ZP1). Е сли сущ ествует и зом ор ф и зм  
Ѳ: G K ^G 1K, т о  1. H K ^ H 1K; 2. Группы  G и G1 одн ов р ем ен н о  являю тся пол- 
ны ми гр уппам и или группам и б ез  эл ем ен тов  бесконечной вы соты . 3. Если  
Р-конечная группа, т о  группа P1 такж е конечна>

Доказательство. B силу л ем м ы  2. 10 идеал  V(V1) является пересечением  
ядер всех непри водим ы х конечном ерны х представлений алгебры  GK(G1K) и 
п о эт о м у  O (V)= V1. С л едов ател ьн о, G K lV ^G 1KlV1. H a  основании лем м ы
2. 10 и л ем м ы  1. 1, G K |V ^H K , G1KjV1 ^ H 1K, и, значит, H K ^ H 1K  И з лем м ы
2. 10 дал ее вы текает, что группа G(G1) т о гд а  и только т о гд а  является полной  
группой (группой  б ез  эл ем ен тов  бесконечной вы соты ), когДа HK (H1K)- 
одн ом ерн ая  ал гебр а  (соответствен н о, когда  V=0, (V1=O). О т сю д а  сл едует  
утверж дение 2.

П р ед п ол ож и м , что п одгр уп п а Р-конечна. Т огда , в сил у л ем м ы  2, 9 идеал V 
пор ож дается  и д ем п о т ен т о м  e. Е сли і^ -б еск о н еч н а я  группа, то  идеал  V1 не 
м ож ет  п ор ож даться  и дем п о т ен т о м  et . B са м о м  дел е, и д ем п отен т  ex Z V1 при- 
н адлеж ит н ек отор ой  п одал гебр е  Gf1K, где  G í -конечная п одгр уп п а группы  G1. 
О чевидно, сущ ествует такой эл ем ен т  Cii ZP1, что Ci1ZGf1. Т огда  (Ci1- I ) Z V 1 и 
(а— \)е1т£(а1 — \). П ол учен н ое противоречие доказы вает, что подгруппа P1 
конечна, отк уда сл едует  п осл едн ее утверж дение л ем м ы .

Л ем м а 2 .1 1 .  П усть  G и G1 -счетны е абелевы  д-груп п ы  без эл ем ен тов
бесконечной вы соты , a ÆT-п ол е (char K ^ p). Если ÆT-п ол е п ер в ого  р о д а  и G K ^ G1K  
то  порядки эл ем ен тов  групп G и G1 одн ов р ем ен н о  ограничены  или неограни- 
чены. П р ед п ол ож и м , что G и G 1 -группы  c ограниченны м и порядкам и элем ен- 
тов, ^ а(р аі)-показатель группы  G (G 1), рр(рРі)-каиболъшии из порядков тех  
циклических м н ож и тел ей , к оторы е счетное число р аз встречаю тся в пря м ом  
разл ож ении  группы  G (G 1)5 { (^ -п е р в о о б р а з н ы й  корень степени p*(p^) из  
единицы , a е ^ ^ -п ер в о о б р а зн ы й  корень из единицы  степени pß(pßi). П усть  
GK= G1K  Т о гд а  (Щ ):К ) = (K (^):K ),(K(e):K) = (K(e,):K).

Доказателъство. Р а ссм о тр и м  разлож ения групп G и G 1 в прям ое  
произведение циклических групп:

(2 .8 )  G =  (Ct1) X  ... X ( t f J X  . . . ,

( 2 . 9 )  G 1 =  (i>i)X ... X (^ s) X  . . . .

П р едп ол ож и м , что порядки эл ем ен тов  группы  G ограничены  и ^ “-показатель  
этой  группы . П усть  F=K(%), где  іГ-поле первого р о д а , a £-первообразны й  
корень степени ра из единицы . В виду л ем м  2. 6 и 2. 4 , степени неприводим ы х  
представлений группы  G не превы ш аю т числа (F:K). Е сл и  бы  порядки элем ен- 
тов группы  G 1 бы ли не ограничены , то  п одгр уп п а G ^ = ( b ^ X . . .X ( b ^  
группы  G 1 дл я  д ост аточ н о  бо л ь ш о го  s обл ад ал а  бы  н епри водим ы м  ісГтпред-
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ставл ением  Г, степень к о т о р о го  превы ш ала бы  (F: K ), причем  Г  п р одол ж ал ось  
бы  д о  представления группы  G 1 . Значит, показатель группы  G1 такж е конечен.

Р а ссм о тр и м в ек т о р ы  (pa,p ß) и (pai,p ßi) дл я  групп  G и G1 c ограниченны м и  
п орядкам и эл ем ен тов. Н аи больш и е степени неп р и води м ы х представлений  
групп G и  G1 н ад  п о л ем  K  равны соответств ен н о (K(%):K) и (K (^):K ). Так  
как G K ^G 1K, т о  (K(%):K) = (K (^):K ). П р ед п о л о ж и м , что (K(s):K) c  
<(^ T (ei):^r) (см . обознач ения  в ф орм улировке л ем м ы ).

П р едстав и м  группу G в виде пря м ого произведения: G = G ffX G f, где  
G '-п ря м ое п рои зведен и е тех циклических прямы х м н ож и тел ей  в (2. 8), порядки  
которы х превы ш аю т pß, a G "-rpynna c п ок азател ем  pß. О бозн ач и м  через Z 
и деал  алгебры  GK, пор ож ден н ы й  элем ен там и  a — 1, где  a£G'. B силу л ем м ы
1. 1, G K jI^G ffK  С тепени непри водим ы х представлений  ал гебры  GffK  не 
превы ш аю т (ZT(e):ZT). B силу и зом ор ф и зм а  м еж ду  ал гебр ам и  GK и G1K  ал гебра  
G1K  дол ж н а  обл адать  таким  и д еал ом  I 1, что I 1 п ор ож дает ся  конечны м  ч и сл ом  
эл ем ен тов , a степени н еп р и в оди м ы хп р едстав л ен и й ф ак тор -ал гебр ы  G1K jI1 не 
превы ш аю т (K(s):K).

H a основании  л ем м ы  2. 9, и м еет  м есто  п ря м ое р азл ож ен и е: G1K = I 14 - 11, 
где  идеал  Zi (Z2) п ор ож дается  и дем п от ен т ом  e1£G'1K(e2£G/1K) G í -конечная  
п одгруп п а группы  G 1). Н ен а р у ш а я ,о б щ н о ст и р а ссу ж д ен и й ,м о ж н о  считать, что

G i = ( ^ ) X . . . X ( 6 , ) .

П усть е 2 -м иним альны й и дем п отен т  алгебры  Gf1K  п рин адл еж ащ и й и деал у  
Gf1Ke2, a ^ -а б со л ю т н о  непри водим ы й характер группы  G1, соответств ую щ и й  
и дем п отен ту  ef2. B силу условий  лем м ы , сущ ествует п од гр уп п а  ( ^ c G 1 ( / > 0  
порядка pßi. О бр азуем  п одгр уп п у  G 1 =  Gf1X ib i). П ри м еняя  л ем м у  2 . 4 ,  п ол у- 
чим, что в р азл ож ен и и  и д ем п отен та  е2 в ор тогон ал ь н ую  су м м у  м иним альны х  
и дем п отен тов  алгебры  G1K  возникает и дем п отен т  e3 c в есо м  m ^(K (e^ :K ). 
Т о гд а  н еп р и води м ое представление Г гр у п п ы  G 1 н ад  п о л ем  K  соотв етств ую щ ее  
и дем п отен ту  е3, им еет  степень m. П р о д о л ж и м  Г  д о  п редставл ения  алгебры  
G1K  Так как и дем п отен ты  е3 и ^1 попарн о ор тогонал ьны , т о  T (^ 1) =  O. С л ед о - 
вательно, дл я  л ю б о г о  эл ем ен та  X ^ I1 Г(х) = 0, и Г  м о ж н о  рассм атривать  как 
н еп р и води м ое представление ф актор-алгебраы  G1K fI1. М ы  пол учил и  п р оти во- 
речие, так как степени непри водим ы х представлений алгебры  G1K jI1 не пре- 
вы ш аю т (K(&):K), a степень Г  равна m ^(K(& ^:K) >  (K(e):K), И так, (ZT(e):ZT) =  
=  (ZT(eJ:ZT). Л ем м а  доказан а.

Л ем м а 2 . 1 2 .  П усть  G-счетная абелева ^-группа, a ZT-п ол е  пер вого  р о д а  
отн оси тел ь н о  п р о ст о го  p. А л гебр а  GK т огд а  и только т о г д а  со д ер ж и т  м ини - 
м альны е идеалы , к огда  группа G представляется в виде п р я м ого  произведения: 
G =  P X G 1, где  Р -группа р°°, a G i -конечная группа.

Доказателъство. П усть  ал гебра GK содер ж и т  м ини м альны й и деал  Z 
(Z ^ 0 ) .  Так как Z2 ^O,  то  и деал  /п о р о ж д а е т с я  и д ем п о т ен т о м  е£НК, где  ZZ- 
конечная п одгр уп п а группы  G. О бозн ачи м  через N  я дро  н еп р и в оди м ого  п р ед- 
ставления группы  ZZ н а д  п о л ем  K, соответств ую щ его  и д ем п о т ен т у  e. П усть  
G '-прои звол ьная  конечная п одгруп п а группы  G, сод ер ж ащ ая  п одгр уп п у  H. 
Так как е-м иним альны й и дем п отен т  алгебры  GfK, G'/A-4HKnn4ecKaB группа, 
и б о  п одгр уп п а  N  является я д р о м  а б сол ю т н о  н еп р и в оди м ого  характера ^
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группы  G', соответств ую щ его  и дем п отен ту  e9 a ф осущ ествл яет го м о м о р ф и зм  
группы  G' на циклическую группу. Т аким  о б р а зо м  группа G содер ж и т  такую  
конечную  п одгр уп п у N9 что дл я  л ю б о й  конечной подгруппы  G '^ N  ф актор- 
группа б^/А^-Циклична. О тсю да  ср азу  сл едует, что группа G записы вается в 
виде п р я м ого  произведения  группы  р°° на конечную  группу. Н а о б о р о т , если  
G = P X G r (P -r p y n n a  р°°, б^ -кон ечная  группа), то  ал гебр а  GK содер ж и т  м ини- 
м альны е идеалы . B с а м о м д е л е , п у ст ь Р ^ -п о д гр у п п а  г р у п п ы Р  порядка р ^ г д е  
f= f(K )  (см . 2 ,4). B си л у л е м м ы  2 . 5 ,  м иним альны й и дем п отен т  e алгебры  
Pf  K9 со о т в ет ств у ю щ и й т о ч н о м у х а р а к тер у  группы  Pf9 остается  м иним альны м  
для л ю б о й  ц и л и ч еск ой п одгр уп п ы  P = Pf  ( P < P ) .  П усть  х ^ О -п р ои зв ол ь н ы й  
эл ем ен т алгебры  PK  и х е ^ О .П у с т ь  хе£РК, где Р ^ Р у -к о н е ч н а я  подгруппа  
группы  P. Так как PÁ^-м иним альны й идеал  алгебры  PK9 т о  для н ек отор ого  
эл ем ен та у£ Р К  yxe = e. С ледовател ьно, Р £е-м и н и м ал ь н ы й  идеал  алгебры

PK. О т сю д а  легко получить, что и дем п отен т  — * •( 2  # )е п о р о ж д а е т м и н и м а л ь -
Ѵ^1:1) OtG1

ный идеал алгебры  GK  Л ем м а  доказан а.

Л ем м ы  2. 11, 2. 12 и следствие из л ем м ы  2. 10 д а ю т  ря д н еобходи м ы х  
условий и зом ор ф и зм а  групповы х алгебр  счетны х прим арн ы х абелевы х групп. 
Р ассм отр и м  вспом огательны е конструкции, которы е б у д у т  применены  дл я  
изучения достаточн ы х условий и зом ор ф и зм а .

П усть Я -конечная подгруппа ^-группы  Ĝ  е-м ин им альны й и дем п отен т  
алгебры  HK9 х-представитель м н ож ества Х -сопряж енны х характеров группы  
H9 соответств ую щ и х и дем п отен ту e9 a /= Я ^ - м и н и м а л ь н ы й  идеал  алгебры  
HK9 пор ож денн ы й и дем п отен том  e

О тображ ен и е Ѳ определяет и зо м о р ф и зм  поля /  на п ол е K(x). О но зависит о т  
вы бора характера x в ^ -кл ассе характеров группы  H9 соот в ет ств ую щ ем  м ини- 
м ал ьн ом у и дем п отен ту  e алгебры  H K

B силу ф орм улы  (2. 10), п рои звол ьн ом у эл ем ен ту  X$,K(x) соответств ует  
одн озн ач н о  определенны й эл ем ен т  xe ÇI9 дл я  к от ор ого  м ы  введем  обозн ач ен и е  
Xe. Ч т обы  получить элем ент Xe £ /  д остаточ н о  п рои звол ьн ы м  о б р а зо м  записать  
эл ем ен т  X^K(x)  в виде X= 2 ^ g l( s )  (ад£К). Т огда

П усть и дем п отен т  e^G K  представляется в виде сум м ы  попарн о о р т ого -  
нальны х и дем п отен тов  e = eí + ...+ e S9 где  ег м ини м альны й и дем п отен т  
п одал гебры  HiK (HiQG-конечная группа; i = 1, ...,s), a Xi> . . . , / 5-п рои зволь- 
ны м  о б р а зо м  вы бранны е представители і^-классов характеров соответственно

/ t r ! 'n ' 2x(g  * ) * •  Е сли (a(П. l)giH )

Ѳ(х) = 2«
д е н

TO п ол ож и м
(2 . 10)

(2 . 10) Xe =  ( 2
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п одгр уп п  H l9 ...9Hs9 соответств ую щ и е и д ем п о т ен т а м  eí9 ...9es. Е сли A =
s

=  П X(Xi)> Т0 усл овим ся  уп отребл ять запись
i=l

( 2 . 11) Xe1 4~ ...  4 - Xes =  A o e.

Лемма 2.13. П усть  е-м иним альны й и дем п отен т  алгебры  HK  (Я -конечная
п одгр уп п а  группы  G), a % -соответствую щ ий e а б со л ю т н о  непри водим ы й  
характер. П р ед п ол ож и м , что и дем п отен т  e р азл агается  в су м м у  п оп ар н о  
ортогон ал ьн ы х и дем п отен тов  e = е± + .. .  +  e s , гд е  ^ -м и н и м ал ьн ы й  и дем п отен т  
ал гебры  HiK  ( t f ^ t f ;  i=  1, ...,s).

П усть  аб со л ю т н о  непри водим ы е характеры  Xi >-*>Xs конечны х групп  
H 19 . . . ,  Hs9 со о т в ет ств у ю щ и еи д ем п о тен т а м  еІ9 . . . ,  es9 вы браны  т а к и м о б р а зо м , 
что каж ды й из них индуц ирует на п одгр уп п е H  характер x- Е сл и  X^K(x), то

(2 .12 )  Xc =  A1 4- ... ~Ь Xes.

(Э л ем ен ты  Xe9 Xei определ яю тся  в соответств и и  c ф ор м ул ой  (2. 10)) 

Доказателъство. П усть  X =  ^  аД ( # )  (0¾ ^ ^)* Т огда , в силу (2. 10),
iKH

Яе = ( Z  *gg)e = ( Z  <*gg)e ••• + ( Z  aes K  =gCH д С Н  д С Н

= (Z  a*Xite)K + - . . +(Z Xs(s)K =
дС  д  д е н

Л ем м а  доказан а.

Определение 2. 3. П усть G-счетная абел ева ^ -группа и

(3 . 13 )  Gl CiG2CZ...

такая в озр астаю щ ая  п осл едовател ьн ость  конечны х п одгруп п  группы  G9 что  
y  Gi — G. О бр азуем  алгебр у GK (char K  ̂ p). Н а зо в ем  д ер ев о м  и д ем п отен тов
i

алгебры  GK9 соответств ую щ и м  посл едовател ьн ости  (2. 13), совок упность  
и дем п отен тов  {еІ\\\'і\І™} {m п р обегает  натуральны й ряд) ал гебры  GK9 уд ов л ет-  
в ор я ю щ ую  сл едую щ и м  условиям :

1. И д ем п отен т  elr\\ y;jr = еи одн озн ач н о  определяется  в ек тор ом
u = (il9 ...9im9rl9 ...9rm) c натуральны м и ком п он ен там и . П р и  ф ик си рован н ом  
m м н ож еств о  векторов М от =  {( /1 , . . . , / т , г 1 , . . . , г т )}-конечно.

2. 2  еи= 1- Если U9V^M m и U ^v9 т о  еи>еѵ = 0 (m = 1 , 2 , . . . ) .
м€Аfm

3. К аж ды й и дем п отен т  еи (и = (іІ9 . . . ,  zm, г І5 . . . ,  rm)£ M m; m = 1, 2, . . . )  п р ед- 
ставляется в виде сум м ы  попарн о ортогонал ьны х и дем п отен тов : еи =  e ^  4 - ...
. .. +  efr1 (индекс j  зависит от  вектора u £ Mm), гд е  е1и -м иним альны й и д ем п от ен т  
веса гт н ек отор ой  подгруппы  F iu^ G m (z =  l ,  ... j). Если m =  I9 т о  Cu^G 1K9 a 
каж дая п одгруп п а Fj(W ^Af1) совп адает  c п одгр уп п ой  G 1.

4. П усть  u =  ( I1 . . . . ,  zm, F1, . . . ,  гт)£ М т фиксированны й век тор , a M ^ 1 —  
—  п од м н ож ест в о  м н ож ества М ш+1, состоящ ее из всех векторов ѵ£М т+1 вида
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p =  ( i i , . . . , i * , i m + i , r ! , . . . , f * , ^ + i )  (векторы  V€ ! м о г у т  отличатся др уг  
т о д р у г а  только (га +  1 ) - о й и 2 ( г а  +  1)-ой ком п он ен там и ). Т огд а  ev = 2  еѵ.

^MCtUi l

5. П усть  е (1), . . . ,  е(п) -ф иксированная п осл едовател ьн ость , эл ем ен там и  кото- 
р ой  являю тся м иним альны е идем п отен ты  п о дал гебр  GjK (j=  1 , 2 , . . . ) ,  гд е  
сначала располож ены  все м иним альны е и дем п отен ты  алгебры  G1K, зат ем  
все м иним альны е д дем п отен ты  алгебры  G2K  и т. д . Т о гд а  и дем п отен т  е(і) 
п редставляется  в виде си м м ы  и дем п отен тов  еи9 где  U^M i ( / = 1 , 2 ,  . . .).

Определение 2. 4. Й усть

D =  К / ; . : ± }  и D' =  {< j;;;;4 }  _

деревья и дем п отен тов  соответств ен н о дл я  алгебр  GK и  HK  (деревья строятся  
п о отн ош ен и ю  к ф иксированны м  в озр астаю щ и м  п осл едовател ьн остя м  конеч- 
ных п одгруп п  в группах G и H ). Б удем  говорить, что эт и  деревья изом орф ны , 
если дл я  к аж дого  натурал ьного  m сов п адаю т м н ож еств а  векторов

Afm {0*1 > • • • j Іщ, ?15 • • • 9 ^m)} ^ Afm =  { ( / j , . . . ,  Іт ,  F1, . . . ,  ^m)}*

С ледую щ ая  л ем м а  б у д ет  играть важ ную  рол ь  д л я  исследования доста-  
точны х условий и зом ор ф и зм а  групповы х алгебр  счетны х прим арны х абелевы х  
групп.

Л ем м а 2 . 1 4 .  П усть G' и ÆT-счетны е абелевы  ^-группы . Е сли в алгебрах  
G'K  и H 'K  (char K  ̂ p) м о ж н о  постр оить  и зом ор ф н ы е деревья идем потентов , 
т о  эти  алгебры  изом орф ны .

Доказателъство. П усть

D = к , : : ± }  и

изом ор ф н ы е деревья и дем п отен тов  дл я  алгебр  и  соответствую щ ие
возр астаю щ и м  п осл едовател ьн остя м  подгрупп

G[c ... c  G'sc . . . ,  я ; с . . . с Я ; с . . .  ( U ^  =  G ' ; U
і i

Д л я  к аж дого  натурального m эти  деревья оп р едел яю т о д н о  и т о  ж е м нож ество
^ m  =  {0 'l, — ,» » ,^ 1 ,  - , O } -

П о л о ж и м  G = Gr9H f и соответств ен н о Gi =Gfi9 H- ( / = 1 , 2 , . . . ) .  В ы делим  
из п осл едовател ьн ости

G1 cz .. .  cz Gs cz ...
подп осл едовател ьн ость
(2 - 14) Gmi cz Gm3 c  ... c  Gm2s+1 c  ...

П одп осл едов ател ь н ость  (2. 14) строится  индуктивно. Н а п е р в о м  ш аге индукции  
п ол агаем  Gmi =  G 1 . Если уж е п остр оен а  п одгруп п а Gm2s+1 ( я ^ О ) , т о в с и л у  
свой ств 5 и 4  дер ева и дем п отен тов  (см . определ ение 2 . 3) сущ ествует такой  
индекс m2s+2, оди н  и т от  ж е при G = Gf9 H r9 что хаж ды й  м иним альны й и дем - 
п отен т  e£Gm2s+1K  представляется  в виде сум м ы

(2- 15) e =  2  eu9 где u £ M m 2s+2.



Групповые алгебры счетных абелевых jp-rpynn 385

И з свойства 2 дерева сл едует, что в правой  части (2. 15) встретятся  все и д ем -  
потенты  еи при u £ M m2s+l9 если эл ем ен т  e в л евой  части п р о б ега ет  все м ини- 
мальны е и дем п отен ты  алгебры  Gm2s+2K. Запиш ем  р азл ож ен и е к аж дого  из 
и дем п отен тов  еи (u £ M m2s+2) в соответств и и  co  свой ств ом  3 дерева:

чГ

(2 .1 6 )  еи = 2 е ‘
І

где ^ -м и н и м ал ь н ы й  и дем п отен т  группы  F ^ G n}2s+2 (Е сли  u = (il 9 ... ,im2s+2, 
гІ9 . . . ,  r„l2s+2), то  вес м и н и м альн ого  и дем п отен та  e[ группы  Fl равен  гт ).Т еп ер ь  
вы бираем  т а к о й и н д е к с г а ^ + з , что при G = G' ,H'  Gm2s+3Z)Fl,  дл я  всех п од -  
групп Fl , соответств ую щ и х ф ор м уле (2. 16). Ha сл ед у ю щ ем  ш аге индукции  
строится  п одгр уп п а G m is+ 3 .

К а ж д о м у  м и н и м ал ь н ом у и дем п отен ту  ёи г р у п п ы і^  (u£M m2s; s=  1 , 2 ,  . . . )  
соответств ует  K-класс характеров X iu группы  Fl . П р о и зв ед ем  теп ер к  егюциаль- 
ный вы бор представител ей  ^Г-классов характеров групп Gm2äJhl(s = 0 , 1 , . . . )  и 
А^-классов X K u ^ M nt2s; s =  1 , 2 ,  . . .).  H a пер в ом  ш аге индукции прои звол ьн ы м  
о б р а зо м  от м ети м  си стем у представител ей  всех Х -классов харак теров группы  
Gmi. С дел аем  индуктивное п р едп ол ож ен и е. П р ед п ол ож и м , что уж е вы брана  
си стем а п редставителей  фІ9 . . . ,  фг К-классов характеров группы  Gnt2ŝ i ( s = l ) .  
Если характер Vj соответств ует  м и н и м ал ь н ом у и дем п отен ту  e ал гебр ы  Gm2s iK9 
т о , в силу (2. 15) и (2. 26),

(2.17) e = 2 e [ ,
», і

Теперь, в к аж дом  из 7£-классов X iu9 соответств ую щ и х и дем п о т ен т а м  el в правой  
части (2 . 17) ,  вы би раем  такие характеры  Xi>-*->X/> к оторы е на п одгруппе  
Gm2s- 1 индуц ирую т характер Vi-

Так как F l d G m2s+l (u£Mmis), то  каж ды й характер Xj(j=  Ь  • ••, 1) доп уск ает  
п р одол ж ен и е д о  характеров группы  Gm2s+Í. П усть Vn> . . . , ^ іл.-все характеры  
группы  G,„2s+l9 п р од ол ж аю щ и е характер & . Т огд а  характеры  V ij и V i ijl  группы  
G,»2s + 1 П Р И  i**h не м о гу т  бы ть А^-сопряжены.

B са м о м  дел е, о бозн ач и м  соответств ен н о через exj и eixji м иним альны е  
и дем потенты  алгебры  Gni2ŝ i K9 соответств ую щ и е хар ак тер ам  Vu и Vitjr 
Если последние ^Г-сопряжены то  е^ = ei ijr  П усть еги\ ^F l12K  и е^^РЦК  
( ^ , г / 2 £ Л /,^ -и д е м п о т е н т ы , соответств ую щ и е характерам  Xi и Xii - Т огда  
eu\eu = eij>eu2eiul = eilj i и е‘и\еЦ = 0что противоречит равен ству eu = e hJl. 
В ы берем  из каж дого  м н ож ества V n  , ..., V in. м аксим альную  си ст ем у  характеров  
ViqlI - ^ 9Viqf9 п опарн о несопряж енны х н ад  п ол ем  K. Т о гд а  характеры  {Viq}  
о б р а зу ю т  п ол н ую  си стем у представителей  Ä̂ -классов хар актеров групгіы  
Gni2s+i. Д ействительн о, при слож ении  м иним альны х и д ем п от ен т ов  алгебры  
GnX2s+iK9 соответств ую щ и х характерам  Viq i > •••> Viq f> возникает м иним альны й  
и д ем п отен т  е\19 соответств ую щ и й  характеру Xi- К р ом е т о го , и дем п отен ты  е\, 
п опарн о ортогональны  и в сум м е д а ю т  единицу алгебры  GK.

М ы  показали, как вы брать представителей  Â'-классов характеров X1) 
(U^Mmis) и представителей  А^-классов характеров группы  Gftl2s+í9 если  известна  
сисгем а представителей  АГ-классов характеров группы Gl„2s_i (s= 1 , 2 , . . . ) ,

25 D
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Зан ум ер уем  представителей  Я -классов характеров X iu (для  всев озм ож - 
ных векторов U^Mni2s (»s' =  1, 2 . ..) и индексов /):

( 2 . 18 )  X u - > X r > - -

B проц ессе индук тивного п остроения  м ы  получили также дл я  каж дой  
подгруппы  Gm2s+l си стем у представителей  Ts Я -классов характеров этой  
группы . Р асп ол ож и м  характеры  из м н ож ества U Ts в п осл едовател ьн ость

s
(2 . 19)  фи ...,фг, . . . .

Х арактеры  Х\ и Фі уд ов л етв ор я ю т сл едую щ ем у условию : Е сли Xi характер  
подгруппы  Fju и U^Mm2a9 т о  ограничение характера Xi на л ю б о й  подгруппе  
Gm2k + 1( 2 f c + l < 2 5 )  совп адает  c одн и м  из характеров ^ j9 a ограничение Хгна  
л ю б о й  п одгруп п е Fju9 где  и £ М т2к (k<s)  совп адает  c  одн и м  из характеров  
Xj. П ри эт о м , каж ды й характер Xj группы  F 1u (каж ды й характер ^ j группы  
F1u) являегся ограничением  н ек отор ого  характера Xi и н ек отор ого  характера ^ i.

П о ст р о и м  теперь и зо м о р ф и зм  м еж ду  ал гебр ам и  G'K и H'K. Р ассм отр и м  
м н ож еств о  и дем п отен тов  { e J  {ёи} алгебры  G K (H'K),  где вектор  
w =  ( i j ,  ...9im2s, r i9 . . . ,r mJ  п р обегает  м н ож ество  M m2s.

П усть eu = eiu1) + ...+ejij)9 где ^ -м и н и м а л ь н ы й и д е м п о т е н т  веса rm2s 
подгруппьт Fiu (см . 2. 16). О бозн ач и м  через Ki пол е Х (£ )(£ -к о р ен ь  некотор ой  
степени p1 из 1) р азм ер н ости  i н ад  K. Так как дл я  к аж дого  и дем п отен та  ёѵ 
заф иксирован содер ж ащ ийся  в п осл едовател ьн ости  (2 . 18) а б со л ю т н о  непри- 
води м ы й характер Xj> то  ввиду (2 . 1 1 ) м о ж н о  обр азов ать  эл ем ен т

(2 .2 0 )  Xoeu = À e ^  + . . . ^ A e (uj\

где XeKrmJ u = J i l , . . . ,  ;„I2s, T1, . . . ,  r,,,J).
П у ст ь Д  Д Д  ѵ)-п о д а л геб р а  алгебры  GfK  (Я 'Х ),с о с т о я щ а я  из всевозм ож ны х  

линейны х ком бин аций £  K oeu( 2! K 0 4)> гДе Для к аж дого  вектора
U t M n i 2 s  U t M nl2s

г/ =  (Z1, ...9im2s9r i ,  . . . ,  Firt2s) коэф ф ициент Xu приним ает произвольн ы е значения  
из ттоля Krm (5 = 1 , 2 , . . . ) .

С оответствие
Ѳ5 : Z2 „ о е и -  ZК ° ё «  ) .

U iM m2s U iM m2i

очевидно, является и зо м о р ф и зм о м  м еж ду  ал гебрам и  A s и A s. П ок аж ем , что  
A sCiAs + 1  (Asd Ä s+l) и и зо м о р ф и зм  0S+Í является п р од ол ж ен и ем  и зом ор -  
ф изм а Os. B са м о м  дел е, пусть

W 0 l ?  '  ’ ‘ ’ ^>>l2s 5  ̂ 1 ’ '  - • » ^ t ) l 2 s )  ^  ^ ^ m 2 s  ^  ^ U  e Ui +  • • *

+  еиггде H; =  ( . . . , / i 2<s+1)H M , „ 2(s+1) 0 = 1 , . . . , / ) .

Т огда , в силу (2. 16), eUj =  ^  4,- и eu = 2! eIj где  4 ; ‘м ини м альны й идем -
1 *» J

гютент группы FUj.
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Так как Kr ^ K r ( /  =  1, . . . ,  / ) ,  т о  в силу (2. 20) д л я  л ю б о г о  эл ем ен та
m 2 s m2(s+l)

A í / 4 ,  . .  •
(2 . 21 )  Xoea -  2  A-eUj = A + ...

U j

А нал огич но, A o ёи = A o eUl 4  ... 4  A o ëUt. С л едов ател ьн о, A s c  A s + v A s c  A s + { . 
И з ф о р м у л ы  (2 .2 1 )т а к ж е с р а з у в ы т е к а е т ,ч т о и з о м о р ф и з м  Ѳ5+і п р одол ж ает  
и зо м о р ф и зм  9S. П ок аж ем  теперь, что U Ai = GfK. B с а м о м  дел е, пусть x -

i
произвольн ы й эл ем ен т алгебры  GfK. Т о гд а  найдется  такая п одгр уп п а  Gfmisjrx, 
что x £ G fm2s+íK

П усть 1 = ^  +  . . .+ ^ -р а з л о ж е н и е  единицы  алгебры  Gm2s + ÍK  в сум м у  
м иним альны х и дем п отен тов  этой  алгебры  и пусть гг вес и дем п отен та  е{. 
Т огд а  X =  A1^ 1 4 ... A-Xtet9 где  Xi ^Kr. (i =  l , . . . , f ) -

П о  док азан н ом у , кажды й эл ем ен т e£{el 9 ...9et} м о ж н о  представить в 
виде сум м ы

e — eUl 4 - ... +  eUq,

где Uj = (i[j\. . . ,  і(Л +г, r[j), —, r $ , +JÇ.Mm2' . 2. К аж ды й  и д ем п о т ен т  запи-
с ы в а е т с я в в и д е  сум м ы  e ^ = e * j> 4 . . . 4 e ^ ,  где е ^ -м и н и м а л ь н ы й  и дем п отен т  
веса f*nt2 s+ 2 н ек оторой  подгруппы  Fiuj^XGm2gjri. Т аким  о б р а зо м , e= 2 еи]-

U j
П усть и дем п отен т  e им еет  вес r. Так как Kr4 Kr{j) для  j =  1, . . . ,  t, то  дл я

m 2 s  + 2

пр ои звол ьн ого  эл ем ен та  A Ç Kr и м еем  Xe = 2  ^euj =  A o eUl 4  ... 4  A o eUt и,
U j

следовател ьн о, Xe£Am2s+2, T . e . x £ A s. Т а к и м о б р а зо м ,

(2 .2 2 )  U Ai = GfK;  U A i = H fK.
i i

И зо м о р ф и зм  алгебр  GK и HK  вы текает теперь из (2. 22) и то го  факта, 
что и зо м о р ф и зм  9S+1 п р одол ж ает  и зо м о р ф и зм  9S. Л ем м а  док азан а .

Л ем м а 2 .1 5 .  П усть G и # -сч етн ы е абелевы  р-группы , a А^-произвольное 
поле (char K ^ p) .  П р едп ол ож и м , что в G и H  удал ось  вы делить такие воз- 
р астаю щ ие п осл едовател ьн ости  конечных подгрупп

(2 .2 3 )  1 c  G 1 c : . . . c :  Gs c  . .. (U G t- =  G ),
i

(2 .2 4 ) 1 c  H 1 c . . .  c  Hsc ... ( U # i  =
i

что:
1. B ал гебрах GiK {H1K) ( / = 1 , 2 ,  . . . ) определены  м ини м альны е и дем п о- 

тенты  первого  и в тор ого  рода . Л и бо  для / ^ 1  все м иним альны е и дем потенты  
алгебр  GiK(HiK)-UQpBoro р ода , л и бо  для к аж дого  /^ 2 м н о ж е с т в о м и н и м а л ь -  
ных и дем п отен тов  алгебры  GiK (HiK) распадается  на непересекаю щ иеся  
(непусты е) п од м н ож еств а  Ei и E2 соответств ен н о и д ем п отен тов  первого и 
втор ого  р ода . И д ем п отен т

(2 .2 5 )  е = 7тХ+ 2 g
( * i -  i J g t F i
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является идемпотентом первого рода алгебры F i K  ( / = 1 , 2 ,  ...)• Если Ä̂-поле 
второго рода относительно простого p , то все минимальные идемпотенты  
алгебр і^АГ-первого рода (/ =  1,2 ,  ...).

2. М ежду множествами минимальных идемпотентов первого рода алгебр 
G 1K  и H 1K  существует взаимно однозначное соответствие, сохраняющ ее вес. 
М ножества различных весов минимальных идемпотентов второго рода этих 
алгебр совпадают.

3. ГГусть е-минимальный идемпотент первого рода алгебры F i K
( F i =  G h H i)  и
(2 .26) e  =  e  1 4 - ... +  e t
-разложение идемпотента e  в сумму минимальных идемпотентов алгебры  
F i + 1 K .  Тогда среди идемпотентов е } в (2. 26) обязательно встречаются идем- 
потенты первого рода. М ножество И̂  =  {^1, ..., гг} различных весов идем- 
потентов первого рода e j  в (2. 26) зависит только от номера i  и веса идемпо- 
тента e в алгебре F iK .

К аж ды йм иним альны йидем потент второго рода алгебры F iK ( F i =  G i 9 H i)  
разлагается в сумму минимальных идемпотентов второго рода алгебры  
F u l K  ( /=  1 , 2 , . . . ) .

И меет место одно из следующ их условий:
З-а. Пусть Yj ^  W .  Если Yj  ^  1 или если Yi  =  1, но поле K  содерж ит первооб- 

разный корень степени p  из 1, то в (2. 24) встречаются по крайней мере два 
идемпотента e j  первого рода веса Yj . Если поле K  не содерж ит первообразного  
корня из 1 степени p , то каждая подалгебра F i K ( F i =  G i , H i)  содерж ит точно 
один минимальный идемпотент первого рода веса 1, который имеет вид (2. 25).

З-б. Пусть е І9 . . . ,  e q - B c e  минимальные идемпотенты первого рода алгебры  
F 1K  ( F 1 = G 1 9 H 1).  Каждая подалгебра F i K  содерж ит точно q  минимальных 
идемпотентов первого рода e [ ,  . . . ,  e'q , причем e [ e - e (  (/ =  1, . .., q )  и вес идем- 
потента e )  (в F iK )  совпадает c весом идемпотента Cj  (в F 1K ) .

4. Пусть гг первообразный корень степени p 1 из единицы (/ =  1 , 2 , . . . ) ,  a 
е-идемпотент второго рода алгебры F t K  Произвольный подгруппе F j  ( j ^ t )  
мож но сопоставить натуральное m, такое, что если Yi =  ( K ( S i) I K ) ^ m ,  то  
найдется такая конечная подгрупиа F ^ F j , что идемпотент e  представляется 
в виде суммы по крайней мере двух минимальных идемпотентов алгебрьт F K  
веса Yi .

5. Для всех подгрупп F i выполняется точно одно из следующ их условий:
5-a. Каждый минимальный идемпотент первого р ода алгебры F i K  раз-

лагается в сумму минимальных идемпотентов первого рода алгебры F i + 1 K .
5-6. B разложёнии каждого минимального идемпотента e  первого рода 

алгебры F i K  в сумму минимальных идемпотентов алгебры ^ +1^  всегда 
встречаются минимальные идемпотенты второго рода ( F i =  G i , H ^ ) .

Т огда алгебры G K  и H K  изоморфны.

Д о к с і з а т е л ъ с т в о .  Покажем, что для алгебр G K  и H K  м ож но построить изо- 
морфные деревья идемпотентов, соответствующ ие последовательностям под- 
групп (2. 23) и (2. 24).

Будем  рассматривать три случая:
I. Bce минимальные идемпотенты групповых алгебр G iK и H iK ( i  =  1, 2, ...)- 

первого рода.
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II. III. Для каждого натурального i ^ 2  подалгебры - G iK  и H iK  содерж ат  
минимальные идемпотенты второго рода, но, при этом, для всех i ^ 2  в случае 
II имеет место условие 5-a, a в случае ІІІ-условие 5-6.

П олож им  F i =  G b H i ( / = 1 , 2 ,  ...).
Рассмотрим последовательность идемпотентов

в которой сначала расположены все минимальные идемпотенты алгебры F 1K , 
затем  все минимальные идемпотенты алгебры F 2 K  и т. д.

Пусть W 1 =  {T1, ..., rq} и W 2 =  {rq+1, ..., rJ -  соответственно множества раз- 
личных весов минимальных идемпотентов первого и второго рода алгебры  
F 1K  (М ножество W 2 мож ет быть пустым), и пусть в алгебре F 1K  существует 
точно Yii минимальных идемпотентов первого рода веса Vi ( i  =  1, ..., q ) .  B силу 
условия 2 леммы, множества W 1 и W 2 и числа п І9 ..., n q будут одними и теми  
же для групп G 1 и H 1 .

Пусть e [ p , ..., е ^ і} -все минимальные идемпотенты первого рода веса 
Vi ( / = 1 ,  . . . , # )  алгебры F 1K 9 a e$ j^  ( j  =  q +  1, . . . , s ) - сумма всех минимальных 
идемпотентов второго рода веса Yj  алгебры F 1K .  Для построения изоморф- 
ных деревьев идемпотентов алгебр G K  и H K  на первом шаге индукции берем  
систему идемпотентов е ^ \  ..., е ^ і } 9 ..., е ^ \  ..., e ^ q), e ^ l l9 ..., e ^  алгебры F 1K .

П редположим, что на т - о м  шаге индукции уже построена система идем- 
потентов

алгебры G K  ( G  =  G 9 Н ) 9 где вектор и  =  ( і І9 ..., іт9 г І9  ..., г т)  пробегает конечное 
множество M m (/,-,Гу-натуральные числа), причем идемпотенты е и ( и £ М т)  
удовлетворяю т следующ им условиям:

A ) 1 =  2 е и; е и • e UL =  0, если u  ^  U 1 ; е и =  У е 1 1\  где e ^  -минимальный идем-
i

потент веса г т некоторой подгруппы F iu ^ F m (iu =  ( i l9  . . . 9 іт, г І9  . . . , Y m)) .
Б) И демпотент е (ш) из последовательности (2. 27) представляется в виде 

суммы некоторых идемпотентов e u ( u £ M m). B множестве E m =  { e u} ( u Ç M m) 
существует такое непустое подмножество E m9 что каждый идемпотент е и £ Е ' т 
( u  =  (Z1, ..., іт9 г І9  ..., Ym) )  равен сумме минимальных идемпотентов e [  первого  
рода алгебры F mK  одного и того же веса Yrn9 a сумма 2  е и совпадает c суммой

всех минимальных идемпотентов первого рода алгебры F mK  (см. A). Если 
дополнение £"  =  £ ш\і^ -н е п у с т о , т о д л я  каждого минимального идемпотента  
е и £ Е "  найдется такой минимальный идемпотент e второго рода алгебры F mK 9 
что eeu 7  ̂0.

Покажем, как на w +  1-шаге индукции построить систему идемпотентов  
E m+ i = {e i\V...’, lr2 ++\}- Д ля этого произведем дальнейшее разложение идем- 
потентов eu 6 E m .

Пусть е и =  2 1  e ^ l) £ E m (е<і)-минимальный идемпотент веса Ym алгебры
i

F mK ) .  Запишем разложение каждого идемпотента e [ p  в сум м у минимальных 
идемпотентов алгебры Fm+1K:

(2. 27)

(2 .28)

еи 6 Em

(2.29) <?i° - e [
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B силу условий леммы 2 .  15 множество W = { f l9  . . . , / J  различных весов 
идемпотентов e '• первого рода в (2. 29) определяется только индексом m  и 
весом rm идемпотента ё и . B случаях I и II все идемпотенты e'j в (2. 29)-первого 
рода. B случае Ш среди этих идемпотентов обязательно встречаются идем- 
потенты второго рода.

Еслрі е и =  2  e ^  £ E m , то в силу индуктивного предположения существует
i

такой минимальный идемпотент e  второго рода алгебры F mK , что е е и ^ 0 .  
О тсю да и из условия 4 в формулировке леммы 2. 15 легко вытекает, что можно  
выбрать такой вес гт + І 9  превосходящ ий веса всех идемпотентов Fj  в правой 
части (2.29)  при переменном e ^  ( e u £ E m)  и веса всех идемпотентов е (иі} при 
е и £  E m , что каждый минимальный идемпотент второго рода e )  алгебры F m + 1 K  
в (2. 29) и каждый идемпотент e ^  при e u 6 E m допускает разложение в сумму  
по крайней мере двух слагаемых

где ^-минимальны е идемпотенты одного и того же веса r m + í  соответственно 
подгрупп F U ) ^ F m + 1 . Совершив разложения типа (2.30) ,  мы для каждого 
идемпотента е и ( и £ М т) получим разложение:

Разложение (2. 31), удовлетворяет следующ им свойствам:
Если е и £  E m , то в правой части (2. 31) встречаются минимальные идем- 

потенты первого рода алгебры Е т + 1 К .  М ножество различных весов этих 
идемпотентов W = { f l 9 . . . 9f q}  зависит только от пары (m , r m) ( и  =  ( і І 9 . . . 9 іт9 
г1? ...,г,„)). Если идемпотент е и пробегает множество E m9 то идемпотентами  
e [ j)  первого рода исчерпываются все минимальные идемпотенты первого рода  
алгебры Е т + і К .  Остальны еидемпотенты  e ^ j) в (2. 31) ( и £ М т) являются мини- 
мальными идемпотентами веса г т+1  некоторых подгрупп F ^ j ) ^ F m + 1 ; если 
e u ç E m , то каждый идемпотент в (2. 31) является минимальным идемпотентом  
веса г т + 1 некоторой подгруппы F ^  3 F m + 1 . Число г т+1  -константа, зависящая, 
в силу выбора, только от индекса m  и превосходящ ая вес лю бого мини- 
мального идемпотента первого рода е {и]) алгебр ы ^ш+1АГ в (2. 31).

Для каждого идемпотента e {  в (2. 31) веса г т+1 найдется такой минималь- 
ный идемпотент e  второго рода алгебры F m + l K ,  что e e {  =  e { .

Если е/*-идемпотент веса г т + І9  то в разложении (2.31)  встречается по 
крайней мере еще один идемпотент веса rm + í .

Если e {  -минимальный идемпотент первого родаалгебры  Е т + 1 К  веса n , то  
в (2. 31) также встречаются по крайней мере два минимальных идемпотента e {  
первого рода веса п 9 за исключением случаев, когда выполняется условие З-б 
в формулировке леммы или когда имеет место условие З-а, но, при этом, 
n  =  1 и поле K  не содержит первообразный корень степени p  из единицы.

Отметим еще следующ ие свойства разложения (2.31):  е ^ е 1и\ = 0 ,  если 
( u , / ) ^ ( M , ,  ; ' i ) ;

(2 .30)

(2.31)

(2 .32)

Так как каждый из идемпотентов e {  в (2. 31) является минимальным идемпотен- 
том  некоторой подгруппы F ju ^  F m + х то для минимального идемпотента е (т+1)
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алгебры F iK  ( /^ г а  +  1) (см. 2. 27) и лю бого идемпотента e {  выполняется точно  
одно из равенств
(2 .33 ) e Ju - e ( m + 1 ) = e Í ;  e Ju - e ( m + 1 ) = 0 .

О тсюда, в силу (2. 32), вытекает разложение:

(2 .34) е<т+1> =  **i +  . . . + 4 ,

где в правой части участвуют некоторые из идемпотентов e {  ( и £ М т).
Мы осуществили вспомогательные конструкции для образования m +  1-го 

этаж а дерева идемпотентов.
П остроение идемпотентов eii'/!7,*r"Vi осущ ествляем следую щ им образом . 
Пусть W '  =  { f i ,  . . . , y j -множество различных весов идемпотентов е'и в

(2.31) ,  где u  =  ( i l , . . . , i n , r 1 , . . . , r m) , a E ( f ) = { ë J l , . . . , ë j r}( / €  ИО-множество всех
идемпотентов веса /  из этого разложения.

Если множество E f  содерж ит более одного элемента, то полагаем

i l , . . . , / m , l  ~ . і і , . . . , і т, 2  » g
^ r i , . . . ,r mJ  Cj i , c r i , - - , rm, f  — Cj2 T - . . . ^ - e J r .

П редполож им теперь, что множество E f  содерж ит точно один идемпотент  
ë j x . И з предыдущих рассмотрений следует, что это возм ож но только тогда, 
когда е^-идем потент первого рода алгебры F m + i K  и, при этом , либо выполня- 
ется условие З-б, либо имеет м есто условие З-а, но поле K  не содерж ит первооб- 
разного корня степени p  из единицы, a вес идемпотента ë h  равен 1.

B этом  случае полагаем ^ b 7 7 ,^ ,/ =  ̂ v
Таким образом , для каждого идемпотента e u ( и £ М т)  мы получили орто- 

гональное разложение:
*1» •••» lm+ 1 
Г1,.. . ,ГШ+1 ' 1 Гт + 1

И з (2 .34)  и (2 .33)  вытекает, что идемпотент е (т+1) представляется в 
виде суммы некоторых идемпотентов er\\ V7,*r"Vi> ибо всил у  ортогональности  
идемпотентов eï\\Z'tï™l\ каждый идемпотент e{.  из (2. 33) входит в разло- 
жение только одного из этих идемпотентов.

Далее легко проверить, что для идемпотентов e V { " Z ' r ^ A  выполняются  
индуктивные свойства A) и B).

И з способа построения множества идемпотентов D  =  { e lr\ \ \ \ ^ }  алгебры  
G K ( m  =  1, 2, ...)вы текает, ч т о і) — дерево идемпотенгов (см. определение 2. 3).

Расматривая систему идемпотентов D  при G  =  G  и G  =  H  мы получим  
для алгебр G K  и H K  изоморфные деревья идемпотентов (на ш -ом шаге индук- 
ции для алгебр G m K  и H mK  возникают один и те же векторы u  =  (Z1, . . . , /„, ,  
Г і ,  ■■; r J ) .

О тсю да в силу леммы 2. 14 вытекает изом орфизм  алгебр G K  и H K .  Л емма  
доказана.

З а м е ч а н и е  1. Пусть p  =  2, А^-поле второго рода относительно простого  
числа 2 (char K ^  2) и K c z K ( i )  (/-первообразный корень 4 степени из единицы). 
П редположим, что для групповых алгебр G K  и H K  счетных 2-групп выполня- 
ются условия леммы 2. 15, но, при эгом , для подалгебр G j K  ( H j K )  (см. (2. 23),
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(2. 24)) определены идемпотенты второго рода, так что имею т место условия 
1 , 2 , 3 , 5  леммы 2 .15,  a условие 4 трансформируется следую щ им образом: 
Если е-идемпотент второго рода алгебры G t K ( H tK ) ,  то для лю бой подгруппы  
G j  ( H j )  ( j ^ t )  найдется такая конечная подгруппа F ^ G j  ( F ^ H j ) группы G ( H ) ,  
что идемпотент e  разлагается в сумму по крайней мере двух идемпотентов  
веса 2 алгебры F K  (каждый минимальный идемпотент групповой алгебры  
G ' K  произвольной конечной 2-группы G f имеет вес 1 или 2 .)Т огда  сохраняются  
рассуждения леммы 2. 15 и G K =  H K .

З а м е ч а н и е  2 .  Замечание 1 остается справедливым для произвольных 
периодических групп G  и H  и поля вещественных чисел K ,  так как минимальные 
идемпотенты вещественной групповой алгебры произвольной конечной группы 
имею т вес 1 или 2.

Теорема 2 .2.  П у с т ъ  К - п о л е  п е р в о г о  р о д а  о т н о с и т е л ь н о  п р о с т о г о  p .  
О т м е т и м  с л е д у ю щ и е  т и п ы  с ч е т н ы х  а б е л е в ы х  р - г р у п п :

1. G - п р я м о е  п р о и з в е д е н и е  ц и к л и ч е с к и х  г р у п п  c  н е о г р а н и ч е н н ы м и  в  с о в о к у п -  
н о с т и  п о р я д к а м и  э л е м е н т о в .

2 .  G - п р я м о с  п р о и з в е д е н и е  и и к л и ч е с к и х  г р у п п  c  о г р а н и ч е н ы м и  в  с о в о к у п н о с т и  
п о р я д к а м и .

3. G - г р у / т а  p °°.
4. G - п о л н а я  г р у п п а ,  п р я м о е  р а з л о ж е н и е  к о т о р о й  с о д е р ж и т  n o  к р а і т е І і  м е р е  

д в е  г р у п п ы  р°° .
5. G - п р я м о е  п р о и з в е д ё н и е  г р у п п ы  р°°  н а  к о н е ч н у ю  г р у п п у .
6. G - п р я м о е  п р о и з в е д е н и е  п о л н о й  г р у п п ы  m u n a  4. и а  к о н е ч н у ю  р - г р у п п у .
7. G - п р я м о е  п р о и з в е д е н и е  п о л н о й  г р у п п ы  н а  б е с к о н е ч н у ю  р - г р у п п у  б е з  э л е -  

M c n m o 6  б е с к о н е ч н о й  в ы с о т ы  c  о г р а н и ч е н н ы м и  в  с о в о к у п н о с т и  п о р я д к а м и  э л е - 
м е н т о в .

8. G - р е д у ц и р о в а н н а я  р - г р у п п а ,  a  п о д г р у г т а  P  э л е м е н т о в  б е с к о н е ч н о й  в ы е о т ы  
e  G - к о н е ч н а  u  о т л ы ч н а  o m  е д и н ы ц ы .

9. П о д г р у п п а  P  э л е м е н т о в  б е с к о н е ч н о й  в ы с о т ы  в  G  б е с к о н е ч н а , a  п о р я д к и  
э л е м е н т о &  ф а к т о р - г р у п п ы  С \ Р н е о г р а н и ч е н ы  в  с о в о к у п н о с т и  ( к а ж д а я  с ч е т н а я  
р - г р у п п а  п р и н а д л е ж и т  к  о д н о м у  и з  п е р е ч и с л е н н ы х  9  m i i n o e ) .

Е с л и  г р у п п ы  G  u  G { п р и н а д л е ж а т  р а з л и ч н ы м  т и п а м , m o  г р у т ю в ы е  а л г е б р ы  
G K  u  G ^ K - и е и з м о р ф н ы .

Е с л и  G  ы G i - г р у п п ы  о д н о г о  ы т о г о  ж е  m u n a  n =  1, 3, 4, 8, 9, m o  г р у п п о в ы е  
а л г с б р ы  G K  u  G 1K  и з о м о р ф н ы .

П у с т ъ  G  u  G l - Z p y n n b i  m u n a  2 ; p *  ( р аі) - п о к а з а т е л ь  г р у п п ы  G  ( G 1);  p ß ( p ß l )~ 
п а и б о л ы и и й  и з  п о р я д к о в  m e x  ц и к л и ч е с к и х  п р я м ы х  м н о ж и т е л е й  г р у п п ы  G ( G 1) ,  
к о т о р ы е  с о д е р ж а т с я  в  п р я м о м  р а з л о ж е н и и  г р у п п ы  G ( G 1) с ч е т и о е  ч и с л о  р а з . 
О б о з и а ч и м  ч с р е з  i  u  с>1- п е р в о о б р а з н ы е  к о р і ш  с т е п е н е й  p a u  p * 1 и з  е д и н и ц ы ,  a  ч е р е з  
i : u  8 1 - п е р в о о б р а з н ы е  к о р н и  и з  е д и н и ц ы  с о о т в е т с т в е н н о  с т е п е н е й  p ß u  p ß i . Г р у п п о -  
в ы с  а л г е б р ы  G K  u  G 1K  и з о м о р ф н ы  т о г д а  u  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  ( K ( % ) : K )  =  
^ ( K ( i , ) : K )  a  ( K ( e ) : K )  =  ( K ( s , ) : K ) .

І Т у с т ь  G  U G 1 - O d n o e p e M e H H o  г р у п п ы  m u n a  5 и л и  m u n a  6 : G  =  P X H ; G t =  
=  P 1 X H 1 ( P  u  P 1 - г р у п п ы  p ~  u  iu  п о л н ы е  г р у п п ы  m u n a  4 ,  H  u  H 1 - к о н е ч н ы е  г р у п -  
i i b i ) .  А л г е б р ы  G K  u  G i K  и з о м о р ф н ы  т о г д а  u  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  и з о м о р ф н ы  
а л г е б р ы  H K  u  H 1K .
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П у с т ь , н а к о н е ц ,  G  u  G 1 - Z p y n n b i  m u n a  7.: G  =  P X H 9 G 1 =  P 1 X H 1 ( P  u  
P i - W A H b i e  г р у п п ы , H  u  Н 1 - с ч е т н ы е р - г р у п п ы т и п а 2 ) .  А л г е б р ы  G K n G 1K  и з о -  
м о р ф н ы  т о г д а  u  т о л ъ к о  т о г д а , к о г д а  и з о м о р ф н ы  а л г е б р ы  H K  u  H 1K

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть G-rpynna типа 1 и G K ^ G 1K .  Т огда в силу 
следствия из леммы 2. 10. и леммы 2. 11 группа G 1 имеет также тип 1.

Н аоборот, предполож им, что группы G  и G 1 разлагаю тся в прямое произ- 
ведение циклических групп c неограниченными в совокупности порядками эле- 
ментов. О бразуем  группу H  =  G X G 1 и покажем, что H K ^ G K  и H K ^  G 1 K .

О бозначим через G  группу G  или группу G 1 . Выделим в прям ом  разлож е- 
нии группы G  такую последовательность циклических подгрупп (C1), ..., (c s), . .. , 
что порядок ( C i)  р авен р Уі и ^1 < . . .  < y s <  . . . .  П одгруппы ( C i )  ( i = l ,  . ..) входят  
в прямые разложения групп G  и H .  О бозначим через F  группу G  или H  и pac- 
см отрим  произвольное разложение группы F  в прямое произведение цикли- 
ческих подгрупп, содержащ ее подгруппы (с£):

F = ( b J X . . . X ( b d X . , . .

П олож им  T7I= (C 1) и обозначим через F t ( i ^ 2 )  подгруппу группы F 9 порож - 
денную  подгруппой ( C i )  и теми из групп ( Ь 1 ) , . . . 9 ( Ь І) 9 порядки которых не 
превышают р Уі ( i  =  2 , 3 , . . . ) .  Очевидно, подгруппа F i ( i ^  1 ) представляется в 
виде прямого произведения

F i -(c,) X ( b j , )  X ... X ( b j r)  ( r  ?= 0 ,

причем подгруппа F i выделяется прямым множителем в F i + 1 . Далее, 
U F i =  F 9 так как для каждой подгруппы ( b ^  существует такая подгруппа

( C j ) ,  что рУіё( ( 6 г):1).
K прямому произведению F i+1 =  ^ Х . . . Х ( с і+1) применима лемма 2 .4 ,  

и поэтом у для алгебр G K  и H K  мож но построить возрастаю щ ие последователь- 
ности подгрупп

G [  c  ... c  G's d  . . . ,
(2 .34 ') H f1 c . . . c # ;  c . ...

(эти последовательности являются епециализациями последовательности  
F j C . . . c F j C . . .  при F = H  и F = G ) ,  для которых выполняются условия  
леммы 2. 15 (Здесь все минимальные идемпотенты алгебр G [ K  и //-Х -первого  
рода). Значит, H K ^ G K  и H K ^ G 1K 9 что и доказывает изом орф изм  алгебр  
G K  и G 1K

2. Пусть G-rpynna типа 2. Если G K ^  G 1K 9 то, в силу леммы  2. 11 и следст- 
вия из леммы 2. 10, G1 -также группа типа 2 и, при этом , выполняются равенства

(2.35) ( K ( 0 : K )  =  ( K ( S 1) I K ) ;  ( K ( e ) : K )  =  ( K ( e , ) : K )

Н аоборот, предположим, что для групп G и G 1 типа 2 выполняются условия 
(2. 35), где А^-может быть и полем второго рода.

О бозначим через F  группу G или G 1. Пусть

(2 .36) F =  ( a , ) X . . . X ( c t s ) X . . .  .

Пусть р>'-старший из порядков циклических прямых множителей (2. 36), a р Уі -
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старший из порядков тех множителей из (2. 36), которые входят в это раз- 
ложение счетное число раз. Пусть ( ^ ) , . . . , ( A J , . . . - B c e  множители из (2.36),  
порядки которых равны ^ s F '  =  ( c j ) X . . . X ( 0 - n p 4 M o e  произведение тех мно- 
жителей из (2. 36), порядки которых превышают р Уі, a F "  =  (Ci1) X ... X ( d s)  X ... - 
произведение прямых множителей (2. 36), порядки которых меньше р Уі (под- 
группы F '  и F "  могут быть равны 1).

П олож им F 1= (A 1); F n =  F ' X ( 6 1) X . . . X ( A „ ) X ( r f 1) X . . . X ( d r„) (« =  2) (Если 
F "  —  ( i / j )X. . .X(^)-KOHe4Ha4 подгруппа, то полагаем ^i =  I при i > r ) .

Пусть последовательность F 1C i l iC F s C . . .  соответственно для групп G 
и G 1 лринимает вид:
(2.37) G1 1 C 111C G lwC . . . ,
и
(2 .28) G f11 c  ... c  Glw c  ... .

B силу леммы 2. 4, алгебры G K  и G 1K  по отнош ению к последовательностям
(2. 37), (2. 38) удовлетворяют условиям леммы 2.15,  и ,следовательно, G K ^ G 1K
(Здесь все минимальные идемпотенты алгебр G u K  и G2lAXnepBoro рода).

3. Пусть группа G представляется в виде прямого произведения G - P X H 9 
где Р-группаp ”, a Я-конечная группа. Из леммы 2 . 12 и следствия из леммы. 2. 10 
следует, чго G K ^ G 1K  тогда и только тогда, когда G1 =  P 1 X F f 1 , где P 1- 
группа р°°, a H 1 - такая конечная группа,что H 1K ^ H K .  B вырожденном случае 
получаем, что из изоморфизма G K -  G 1K ,  где G-rpynna р°°  следует, что G1- 
группа р°°.

4. Пусгь G-rpynna типа 4. Если G K ^ G 1K ,  то из следствия из леммы  
2. 10̂  II леммы 2. 12 вытекает, что G1Hrpynna типа 4.

П редположим, что G и G ^rpynnbi типа 4. О бозначим через F  группу G 
или G1 и рассмотрим разложение F  в прямое произведение s  групп р°°, где 
5 ^ 2 -л и б о  коыечное число, либо счетная мощность:

F  =  F 1 X - X F 11X . . .  .

Представим группу P i в виде объединения возрастающ ей последовагель- 
ности циклических групп:

( a n ) d ( a i2) c z . . . ,

где я(7-элемент порядка p j  ( / = 1 , 2 ,  ...).
Построим в F  возрастаю ш ую  последовательность конечных подгрупп  

F 1 c  F 2 c  ..., где F j  =  {^1,, ...,  Cij j } если s-счетная мощ ность, и F j  =  {Cil j , ..., a s j ] 
прп / C j  в случае конечного числа s .

Пусть последовательность F 1C 1--Fi C . . .  для rpynri G и G 1 соответст- 
венпо іімеет вид:

G 11 c  ... c  Glf c  ... ;
Ii
(2.39) G i 1 c . . . c  G'u  c  . . . .

Ввиду лемм 2. 3 ii 2 .4,  алгебры G K  й G 1K  удовлетворяю т условиям леммы
2. 15 по отнош ению к последовательностям (2.39).  Следовательно, G K ^ G 1K  
(Bce минимальные идемпотенты алгебр FjF-первого рода).
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5. П устьгруппаСгпредставляетсяввиде прямого произведения^  =  P X H 9 
где Р-полная группа, прямое разложение которой содержит по крайней мере 
две группы р ° ° 9 а іР к о н еч н а я  группа. Если G K ^ G 1K 9 то в силу леммы 2. 10 
и следствия из леммы, G 1 =  P 1 X H 19 где Р ^полная группа, a ^ -к о н еч н а я  
группа, причем H K ^ H 1K  Так как алгебра G K  не содерж ит минимальных 
идеалов, то прямое разложение группы P 1 содержит по крайней мере две 
группы р°°. Значит, по доказанному в предыдущем пункте, P K ^ P 1K .

Н аоборот, пусть G  —  P X H  и G 1 — P 1 X H l9  где P  и Р 1-полные группы, 
неизоморфные группе p°°9 a H  и Е^-такие конечные ^-группы, что H K ^ H 1K .  
Тогда, по предыдущ ему, P K ^ P 1K .  Следовательно, алгебры G K  и G 1K  изо- 
морфны, ибо они являются тензорными произведениями попарно изоморф- 
ных алгебр.

6. Пусть группа G  представляется в виде прямого произведения G  —  P X H 9 
где Р-полная группа, a #-бесконечная j9-rpynna c ограниченньіхми в совокуп- 
ности порядками элементов. Если G K ^ G 1K 9 то G1 =  P 1 X H 19 где H K ^ = H 1K .  
Э то следует из леммы 2. 10 и следствия из этой леммы.

Предположим, что G  =  P X H 9 G 1 — P 1 X H 1 и H K = H 1K 9 где H  и H 1 - 
бесконечные jP-группы c ограниченными в совокупности порядками элементов, 
a P  и P j -полные группы. Покажем, что G K ^ = G 1K .  Поскольку H  и ^ 1-Tpynnbi 
типа 2, то для них мож но построить возрастающ ие последовательности под- 
групп типа (2. 37) и (2. 38):

H 11 c : ... c  H ls  c . . .  ;
(2 .40)

H 2Ic  ... c  c  . . . .

О бразуем в группах P  и P 1 возрастаю щ иепоследовательностиподгрупп: 

P 11 c . . . c P , , c . . . ( U
i

P21 c . . . c  P 2 s C . . . ( U  P2i =
i

П оложим H u  =  P u X H u ; H2s =  P2sX H 2
П остроим последовательности

(2.41)  H 11 c  ... c  H ls  c  ... ;

(2 .42) H 21 c  ... c  H 2s c : . . . .

Н азовем минимальными идемпотентами первого рода алгебры H isK  ( / = 1 , 2 )

идемпотенты вида — — — ( 2 g ) e t , где ^-минимальный идемпотент алгеб- 
y f i s ' ' l ) g t P i s

ры H is9 a идемпотентами второго рода —  остальные минимальные идем- 
потенты этой алгебры. Ввиду лемм 2. 3, 2. 4, и 2. 5, для алгебр G K  и G 1K  по 
отнош ению к последовательностям (2. 41), (2. 42) выполняются условия леммы
2. 15. Следовательно, G K ^ G 1K .

7. Пустъ подгруппа P  элементов бесконечной высоты в группе G  конечна 
( P X  1). Если G K ^ G 1K 9 то в силу следствия из леммы 2. 10 подгруппа P 1 эле- 
ментов бесконечной высоты в G 1 также конечна, причем P 1 ^ l .

Н аоборот, предполож им, что G  и G1-Tpynnbi типа 8. Покажем, что 
G K ^  G 1K .
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Пусть P  и Рі-конечны е подгруппы элементов бесконечной высоты соот- 
ветственно в группах G и G 1 . Фактор-группы H = G j P  и H 1 = G 1I P 1 - T p y u u b i  
типа 1. О бразуем  для групп H u  H 1 последовательности типа (2. 34') (см. рассуж- 
дения пункта 1):

GiJPc ••• c  c  ... ;

G n / Л с . . . с а д  c . . . ,

a для групп G  и G 1 последовательности

^ ^  P = f f j o C ^ c , . . c ^ c . . . ;
P 1 =  Gio c  G i1 c  .. .  c  G u  c  . . . ,

где G l j ( G l j ) - полный прообраз гр у п п ы Я І7/Р  ( G fl j I P 1)  при естественном ю м о -  
морф изме G ^ G j P  ( G 1 ^ G 1I P 1)  ( j =  1, ...).

Н азовем идемпотентами первого рода алгебры G ljP  ̂ ( G fl j K )  ( j = l , 2 ,  . ..)  
минимальные идемпотенты этой алгебры, соответствующ ие таким абсолю тно  
неприводимым характерам группы Gl7 (G ij), ядро которых содержит подгруппу  
G10(G i0). Остальные минимальные идемпотенты алгебр G l j K ( G l j K )  ( . /= 1 )  
назовем идемпотентами второго рода. Ha основании лемм 2. 3, 2. 4 и 2. 5 для  
алгебр G K  и G 1K  по отнош ению к последовательностям (2. 43) выполняются 
условия леммы 2. 15, и, следовательно, G K ^ G 1K .

8. П редположим, что G-rpynna типа 9 и G K ^ G 1K .  Тогда, на основании  
следствия из леммы 2. 10 и леммы 2. 11, G1-T a ^ e  группа 9. Пусть G и G1- 
группы типа 9, a Р ^ ^ -беск он еч н ы е подгруппы элементов бесконечной высоты 
в G (G 1). Выделим в группах P  и P 1 возрастающ ие последовательности под- 
групп:

P11C - C P l s C.. .  ( ил <  = Л ;
i

P21C - C P 2sC.. .  (U^2i = A).
i

Группы G j P  =  H  и G 1I P 1 = H 1 являются группами типа 1 и поэтому к ним  
применимы рассуждения пункта 1. П остроим для групп H  и H 1 последователь- 
ности типа (2. 34):

GiitPc ... c  c ... ;

G 2 JPic . . . c  c . . . .

Обозначим через Q l j ( Q 2J) систему представителей смежных классов 
группы G l j ( G 2 j )  по подгруппе P (P 1), и пусть Я І7(Я 27-)-подгруппа группы 
G(G 1), порож денной подгруппой P i7(P 2j) и подмнож еством Q l j ( Q 2 j ) .  

О бразуем для групп G и G1 последовательности:

(2 .44) P 11 c  ... c  H ls  c  ... ;

(2 .45) Я /1 1 с . . . с Я І 5 с . . . .

Очевидно, U # i i  — G, U я і; =  G1.
i i

П олож им  Р П Я І7 =  P lj-; P 1 H H rl j  =  P fl j . Н азовем  идемпотентами пер- 
вого рода алгебры H l j K ( H fl j K )  минимальные идемпотенты этой алгебры,
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соответствую щ ие таким абсолю тно неприводимым характерам группы 
H l j ( H fl j ) , ядро которых содержит, подгруппу P l j ( P fl j ) .  Остальные минималь- 
ные идемпотенты алгебры H l j K ( H fl j K )  назовем идемпотентами второго рода. 
B силу лемм 2. 3 и 2. 5 для последовательностей (2. 44), (2. 45) выполняются
условия леммы  2. 15, и поэтом у G K ^ G 1K .

Теорема доказана.
Рассм отрим  теперь задачу об изоморфизме групповых алгебр G K ,  где G- 

счетная р-группа, a jf-поле второго рода относительно простого p .

Теорема 2. 3. Е с л и p X ^ 2 ,  a  К - п о л е  в т о р о г о р о д а  ( о т н о с и т е л ъ н о  п р о с т о г о p ) ,  
m o  г р у п п о в ы е  а л г е б р ы  G K  u  G 1K  л ю б ы х  д в у х  с ч е т н ы х  а б е л е в ы х  p - s p y n n  G  u  G 1 
и з о м о р ф я ы .

Д о к а з а т е л ъ с т в о .  О бразуем в группах G  и G1 возрастаю щ ие последова- 
тельности подгрупп

G11 c  ... c  Gls c  ... (U G l i  =  G);
i

G f11CZ .. . c G L c . . .  ( U G i i = G1).
і

Так как поле А^-второго рода, то каждый минимальный идемпотент лю бы х  
из алгебр G l i K ,  G fl i K  ( i =  1, 2, . ..) имеет вес 1 и разлагается в сум м у по крайней 
мере двух минимальных идемпотентов алгебры G l i + 1 K  (соответственно 
G fl i + 1 K ) .  О тсю да, в силу леммы 2. 15, вытекает утверждение теоремы.

Теорема 2. 4. П у с т ъ  р  —  2 ,  a  К - п о л е  в т о р о г о  p o d a  о т н о с и т е л ъ н о  п р о с т о г о  
ч и с л а  2 .  Е с л и  K = K ( i )  ( i 4 =  1) m o  G K ^ H K  д л я  л ю б ы х  с ч е т н ы х  2 - г р у п п  G  ы H .  
Е с л и  K d K ( i ) , m o  г р у п п о в а я  а л г е б р а  G K  п р о и з в о л ь н о й  с ч е т н о й  2 - г р у п п ы  G  и з о -  
м о р ф н а  г р у п п о в о й  а л г е б р е  2 - г р у п п ы  о д н о г о  и з  с л е д у ю щ и х  т и п о в :

1. G 1 - S p y n n a  m u n a  (2, . . . , 2 ,  ...);
2. G2-Spynna muna (4, 2, ..., 2, ...);
3. G 3 - S p y n n a  m u n a  (4 ,4 ,  . . . , 4 ,  ...);
4. G ^ - s p y n n a  m u n a  2°°.
5. G ^ =  P X H s , s d e  P - s p y n n a  2°°, a  Н 3- п р я м о е  п р о и з в е д е н и е  s  ц и к л и ч е с к и х  

s p y n n  п о р я д к а  2  ( s  =  1, 2, ...).
Г р у п п о в ы е  a л s e б p ы  s p y n n  т и п о в  1— 5 п о п а р н о  н е и з о м о р ф н ы .
1. G K =  G 1K  m o s d a  u  т о л ъ к о  m o s d a ,  K o s d a  G  =  G1.
2. G K ^  G 2 K  mosda u  толъко mosda, Kosda G  не codepwcum элементов беско-  

нечной высоты u разложеяие spynnbi G  в прямое npou3eedeuue цыклических spynn 
exodum толъко конечное число множителей c nopndxaMU, npeвocxodящuмu 2.

3. Пусть P-nodspynna элементов бесконечной высоты в G .  G K = G 3 K  mosda 
u только mosda, Kosda в разложении spynnu G | P  в прямое npou3eedeuue цикли- 
ческих spynn встречается бесконечно MHoso множителей c nopяdкoм, большим 2.

4. G K ^ z G 4 K  m o s d a  u  т о л ъ к о  m o s d a ,  K o s d a  G - п о л н а я  2 - s p y n n a .
5. G K ^ = G ^ K ,  Kosda G  — P X F ,  sde Р - п о л я а я  spynna, a  Е - к о н е ч п а я  spynna, 

p a з л a s a ю u f a я c я  в  п р я м о е  npou3eedenue s  ц и к л и ч е с к и х  spynn.

Д о к а з а т е л ъ с т в о .  Первое утверждение теоремы доказывается так же, как 
теорема 2. 3. Пусть K d K ( i ) .  И з леммы 2. 11 вытекает, что групповые алгебры  
G 1K i G 2 K ,  G 3 K  попарно неизоморфны. Группа G4 обладает только тривиаль-
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ным одномерным представлением над полем K , a группа G (ss) имеет точно 
I s одномерных представлений. О тсю да вытекает, что алгебры G ^ K  при раз- 
личных s  меж ду собой  неизоморфны. К ром е того, алгебра G (5S)K  не может  
быть изоморфна ни одной из алгебр G i K  (i =  1, 2, 3), так как число одномерных  
^-представлений каждой из групп G 1, G 2 , G 3 -бесконечно.

Пусть G-счетная 2-группа, a Р-подгруппа элементов бесконечной высоты 
в G .  П редположим, что выполняются следующ ие условия: 1. Фактор-группа 
G /P-бесконечна. 2. Если P =  1, то в разложеиии группы G  в прямое произ- 
ведение циклических групп встречается бесконечно м ного множителей, порядки 
которых превышают 2. Покажем, что G K =  G 3 K .

Пусть ^ / Р - ( й 1Р ) Х . . . Х ( ^ 5̂ )Х . . . -р аз л ож ен и е  группы G | P  в прямое 
произведение циклических групп.

B случае, когда группа P  бесконечна, представим P  в виде объединения 
возрастающ ей последовательности конечных подгрупп : P 1 cz ... cz P s c  ...
( U P i =  P y  При P =  1 полож им P 1 =  ... =  P s =  ... — 1, a в случае конечной

i
группы P  полож им P  =  P 1 = ... =  P s =  . . . .  Далее, в группе F = G j P  выделим  
последовательность конечных подгрупп

F J P  c  ... c  F J P  c  ... ( F J P  =  ( c ) ;  с 2Г =  1 ; r ^  2),

где при P =  1 подгруппы F i задаю тся произвольно, a при P ^  1 показатель 
каждой из подгрупп F i больш е 2 и

F i + j P  =  F J P X F j | P .

Пусть 7?г система представителей смежных классов .руппы F i по под- 
'pynne P ,  a 5 г подгруппа группы G, порожденная множ еством R i и подгруппой  
Pi . О бразуем последовательность.

(2.46) G1 c  ... c: G s cz ... (U G i =  G ) .
i

Рассмотрим разложение группы G 3 в прямое произведение циклических групп 
порядка 4:

^з — ( b J X  ... X (^s)X  ... 

и образуем  последовательность подгрупп

(2 .47) G^1} c  ... c  G (3S) c  . . . ,

где G ^ = ( 6 j ) X . . . X ( i > s )  ( ^ =  1,2 ,  ...). Тогда каждая из алгебр G iK ( G ^ K )  
содерж ит идемпотенты веса 1 и 2, причем в разложении минимального идем- 
потента веса 1 алгебры G iK ( G ^ K )  в сумму минимальных идемпотентов  
алгебрьт G i + 1 K ( G (3 + 1)K )  встречаются по крайней мере два идемпотента веса 
1 и по крайней мере два идемпотента веса 2, a каждый минимальный идем- 
иотент e ^ G i K ( G ^ K )  веса 2 разлагается в сумму по крайней мере двух мини- 
мальных идемпотентов веса 2 алгебры G i + 1 K ( G (Î + 1 ) K ) .  О тсю да, в силу леммы
2. 15 и замечания 1 к лемме вытекает, что G K ^ G 3K

Предположим, что группа G разлагается в прямое произведение счетного 
числа циклических групп, среди которых встречается только конечное число 
і рупп порядков 2 2+1 ( /^ 0 ) .  Тогда, в силу пункта 2 в доказательстве теоремы
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2. 2, G K =  G 1K ,  если G  =  G 1 и G K =  G 2 K ,  если в прямом разложении группы G  
встречается хотя бы одна циклическая группа порядка 2 2+ i  ( / ^  0). Предыдущ ие 
рассмотрения охватывают все случаи, когда группа G  имеет бесконечно м ного  
одномерных представлений над полем  K .  Пусть группа G  имеет только конеч- 
ное число одномерных представлений над полем K .  Тогда G  представляется 
в виде прямого произведения G  =  P X H , где Р-полная группа, a H  =  ( Ь г ) Х  
Х .. .Х ( ^ 5)-конечная 2-группа. Покажем, что G K ^ G (SS)K ,  a в вырожденном  
случае (при s =  0) G K ^ = G 4 K i G 4. - группа типа 2°°). Пусть разложение группы P  
в прямое произведение n  групп 2°° имеет вид: P  =  P 1 X - ^ X P t X - . .  где n -  
натуральное число или счетная мощ ность.

П редставим группу P 1 в виде объединения возрастающ ей последователь- 
ности циклических подгрупп:

( C 1 1 )  C  . . .  C  (Cit)  c . . .  ( C i 2 1 = I ) .

П оложим H i =  H X ( c u ) X . - - X ( c u )  ( i  =  1,2,  . ..) если я-счетная мощ ность, a в 
случае конечного числа n  будем  считать, что H j  =  H  X  (Cl j ) X ... X ( c n j)  при 
j ^ r t .  П олож им G i =  H X H i ( / = 1 , 2 , . . . )  и образуем  возрастаю щ ую  после- 
довательность подгрупп группы G
(2.48)  G 1 c . . . c  G t C : . . .  (U G i =  G ) .
Алгебра H K  содержит точно 2 s минимальных идемпотентов е І9 . . . , е г веса 1 
( r  =  2 s) .  Н азовем  минимальными идемпотентами первого рода для алгебры  
G iK  ( / = 1 , 2 , . . . )  идемпотенты вида ete, где et пробегает все минимальные

йдемпотенты веса 1 алгебры H K , a e =  ÍZ J  лч 2  ^-идемпотент алгебры H i K ,
( ^ i : l)ö€Hi

соответствующ ий единичному характеру группы. Остальные минимальные 
идемпотенты алгебр G i K  ( / = 1 , 2 ,  . ..) назовем идемпотентами второго рода.

Для каждого минимального идемпотента C ^ G iK  второго рода и произ- 
вольной подгруппы G j  в (2. 48) найдется такая подгруппа G r Z ^ G j , что идем- 
потент e разлагается в сумму по крайней мере двух минимальных идемпотентов  
веса 2 алгебры G rK .  B разложении каждого идемпотента первого рода алгебры  
G 1K  в сумму минимальных идемпотентов алгебры G i + l K  возникает точно 
один идемпотент первого рода и идемпотенты второго рода. Таким образом , 
для двух групп G  и G1 обладаю щ их точно 2 s одномерными представлениями  
над полем K , можно построить последовательности подгрупп (2. 48), для 
которых выполняются условия замечания 1 %к лемме 2 .15 .  Следовательно, 
G K = G 1K .  B вырожденном случае получим, что групповая алгебра G K  лю бой  
счетной полной 2-группы G  изоморфна алгебре G 4rK .  Теорема доказана.

Теорема 2. 5. П у с т ъ  G  u  G 1 - с ч е т н ы е  п е р и о д и ч е с к и е  а б е л е в ы  г р у п п ы , a  K -  
а л г е б р а и ч е с к и  з а м к н у т о е  п о л е ,  х а р а к т е р и с т и к а  к о т о р о г о  и е  д е л и т  п о р я д к и  
э л е м е н т о в  г р у п п  G  u  G 1 . Т о г д а  г р у п п о в ы е  а л г е б р ы  G K  u  G 1K  и з о м о р ф н ы .

Д о к а з а т е л ъ с т в о .  Утверждение теоремы доказывается так ж е, как и тео- 
рема 2. 3. Если для групп G и G 1 построить восрасгающ ие последовательности  
подгрупп

G11 c . . . c  Gl s C.. .
и

G21 c : . . . c  G2sC. . . ,
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то все минимальные идемпотенты алгебр G i j K ( i =  1, 2 ;  j  =  1, 2, ...) имеют вес 1 
и каждый минимальный идемпотент алгебры G i j K  разлагается в сумму по 
крайней мере двух минимальных идемпотентов алгебры G i j + l K .  П оэтому, 
в силу леммы 2. 15, G K ^ G 1K .

Теорема 2. 6. Г р у п п о в а я  а л г е б р а  G D  п р о и з в о л ь н о й  с ч е т н о й  п е р и о д и ч е с к о й  
а б е л е в о й  г р у п п ы  G  н а д  п о л е м  д е й с т в и т е л ь н ы х  ч и с е л  D  и з о м о р ф н а  в е щ е с т в е н н о й  
г р у п п о в о й  а л г е б р е  о д н о й  и з  2 - г р у п п ,  п е р е ч и с л е н н ы х  в  ф о р м у л и р о в к е  т е о р е м м ы  2. 4.

П р е д с т а в ы м  г р у п п у  G  в  в и д е  п р я м о г о  п р о и з в е д е н и я  G  =  N x P X R 9 г д е  N -  
г р у п п а  c  э л е м е н т а м и  н е ч е т н о г о  п о р я д к а ,  Р - п о л н а я  2 - г р у п п а ,  a  R - р е д у ц и р о в а н н а я  
2 - г р у п п а .

Е с л и  п о д г р у п п а  N X P - б е с к о н е ч н а , a  г р у п п а  R  к о н е ч н а ,  m o  G D ^ G (5s)D ,  г д е  
s - ч и с л о  ц и к л и ч е с к и х  п р я м ы х  м н о ж и т е л е й  в  р а з л о ж е н и и  г р у п п ы  R .

G D  E= G 3 D  т о г д а  ы т о л ъ к о  т о г д а , к о г д а  п о д г р у п п а  R  б е с к о н е ч н а  U9 n p u  э т о м , 
в ы п о л н я е т с я , n o  к р а й н е й  м е р е , о д н о  и з  с л е д у ю щ и х у с л о в и й :  1 .  П о д г р у п п а  ( N X P ) -  
б е с к о н е ч н а .  2 .  П о д г р у п п а  R  с о д е р ж и т  э л е м е н т ы  б е с к о н е ч н о й  в ы с о т ы .  3 .  ( N X P ) -  
к о н е ч н а я  г р у п п а , a  г р у п п а  R  р а з л а г а е т с я  в  п р я м о е  п р о ы з в е д е н и е  ц и к л и ч е с к и х  
г р у п п ,  с р е д и  к о т о р ы х  и м е е т с я  б е с к о н е ч н о  м н о г о г р у п п п о р я д к о в  2 2 + i  (/ =  P).

G D ^ G 2D  т о г д а  u  т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а  г р у п п а  R  р а з л а г а е т с я  в  п р я м о е  
п р о и з в е д е н и е  с ч е т н о г о  ч и с л а  ц и к л и ч е с к и х  г р у п п , a  R 2 u  { N X P ) - K o n e 4 H b i e  г р у п п ы , 
u ,  n p u  э т о м ,  г р у п п а  R  n e  и з о м о р ф н а  г р у п п е  G1, е с л и  ( N X P )  =  1.

G D ^ G xD  т о г д а  u  т о л ъ к о  т о г д а , к о г д а  G  =  G 1 .

Д о к а з а т е л ъ с т в о .  Пусть G-счетная периодическая группа, все элементы  
которой имею т нечетный порядок, Покажем, что GZ> =  G4Z), где G4-Tpynna 
типа 2°°. П редставим группу G4 в виде объединения возрастающ ей последо- 
вательности циклических подгрупп.

(2 .49) H  1 c  ... c  Hsc  ... O J tf i =  G4)
і

и построим возрастаю щ ую  последовательность конечных подгрупп в 6  :

(2.50) G ! C . . . c G c . . . c ( U G ,  =  G)
і

Назовем минимальным идемпотентом первого рода для группы F i =  G i 9 H i
1 Vидемпотент e  =  T171 -  >̂ g , a остальные минимальные идемпотенты группы

У ^ і ‘‘ Ч  9 t F i
^-идем потентам и второго рода. Тогда для последовательностей (2 .49) и 
(2. 50) выполняются условия замечание 2 к лемме 2,15 и, следовательно, 
G D ^ G sD .  Далее, если ТѴ-группа c элементами нечетного порядка, и G =  N X P  
(Р-чолная 2-группа), то G D ^ G f D 9 где G f =  N X N 1 (Л^-произвольная счетная 
группа c нечетными порядками элементов). Следовательно, G fD ^ G 4rD  (G4 - 
группа 2°°). Таким образом , если счетная 2-группа G представляется в виде 
прямого произведения N X P 9 то G D ^ G 4 D .  О тсю да вытекает, что групповая 
алгебра G D 9 где G =  P X N X R  в случае бесконечной группы P X N  изоморфна  
групповой алгебре G D 9 где G =  G4 X jR-C4eTHa4 2-группа.

П редположим теперь, что G  =  N X R 9 гдеІѴ(ІѴѴ1)-конечная группа нечет- 
ного порядка, a Л-редуцированная (бесконечная) 2-группа. Рассмотрим два 
случая: a) Я 2-конечная группа; б) Группа і?2-бесконечна.



Групповые алгебры счетных абелевых jP-rpymi 401

B случае a) группу R  м ож но представить в виде прямого произведения  
R  =  R l X G i9  где G1 =  (а1) Х . . » Х ( я 5) Х . .  °прямое произведение циклических 
групп второго порядка, a ^ 1 -коыечная 2-группа, разлагающ аяся в прямос 
произведениеГдиклических групп порядкоз 2 2 + i  ( i ^ 0 ) .  П остроим  для группы  
G  возрастаю щ ую  последовательность подгрупп:

(2 .50) H 1 =  ( N X R 1)  c : ... c  H s =  { N 9 R 19 Ct1 . . . 9 a s}  c  ... .

Рассм отрим  теперь группу G 2 =  ( a ! ) X . . . X ( ß s) X . . . ? где (а^-циклическая 
группа 4-го порядка, a каждая из подгрупп ( a j )  при j ^ 2  имеет порядок 2. 
О бразуем  для группы G 2 последовательность подгрупп

(2.51) Gi =  (a,_) X  ... X ( a , )  c . . . c  G '  =  G Í X ( a í+1) X . . . X ( ö г+5+1) с . . . .

Каждый минимальный идемпотент веса 1 алгебры H i D  ( G i D )  разлагается в 
сумму точно двух минимальных идемпотентов веса 1 алгебры H i + 1 D ( G i + 1 D ) .  
Алгебры G D  и G 2 D  по отнош ению  к последовательностям (2. 50) и (2. 51) 
удовлетворяю т условиям замечания 2 к  лемме 2 .1 5 .  Следовательно, G D  ^  
9 ËG 2D .  B случае б) для группы G  и группы G3 = ( 4, . .. ,  4 . . . )  м ож но построить  
такие возрастаю щ ие последовательности подгрупп

G1 1 с  ••• c  Gls c ... ( U G l i - G ) ;
І

И
Gi i  c  ... c  Gls c  ... ( U G i i =  G3),

І

что разложеыие каждого минимального идемпотента веса 1 алгебры G l i D  
(G 'U D )  в сумму минимальных идемпотентов алгебры G l i + 1 D ( G ' l i + 1 D )  содерж ит  
по крайней мере два идемпотента веса 1 и по крайней мере два идемпотента  
веса 2. О тсю да в силу замечания 2 к лемме 2. 15 вытекает изом орф изм  G D ^  
=  G 3 D .

Итак, мы показали, что для лю бой  периодической счетной группы G 
имеет м есто и зом орф изм  G D  ~  H D 9 гд е іЕ — 2-группа. Утверждение доказы ваемой  
теоремы легко получается теперь путем привлечекия теоремы  2. 4. Теорема
доказана.

2. Изучим теперь неразложимые представления ироизвольной периоди- 
ческой абелевой группы G (не обязательно счетной) над произвольным полем  
K  характеристики нуль.

Пусть G-произвольная группа, a Ä-лю бое поле. Н азовем  групповой полу- 
алгеброй F ( G K )  совокупность всевозможных формальных сум м  вида ^ l Xgg

g£G
(X g £ K ^  для которых естественным образом  определены операции сложения и 
правого и левого умножения на элементы групповой алгебры G K  (по определе- 
нию 2 j Ä g g  =  2 y gg> тогда и только тогда, когда I g =  у д для всех g € G ) .

9 9
Если X =  T j X g g ^ F ( G K ) 9 a üT-подгруппа группы G 9 то через d H ( x )  условимся

д£Ст

обозначать сумму £  ocgg .
д е и

Лемма 2.16* Пусть G-конечная абелева группа. Я -подгруппа группы G 9 
K - поле, характеристика которого не делит порядок G 9 е-минимальный идемпо-

26 D
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тент алгебры G K i a ^ -т а к о й  минимальный идемпотент алгебры H K i что 
e ^  =  e . Т огда d H( e )  =  À e 1 где À £ K .

Д о к а з а т е л ъ с т в о .  Пусть /-абсол ю тн о  неприводимый характер группы G i 
соответствующ ий идемпотенту e .  Пусть поле F ( F 1)  получается в результате 
присоединения к полю  K  всех значений характера x  на группе G ( H ) .  И демпотент  
e ( e t )  получается в результате сложения всех идемпотентов, ^-сопряженных c 
идемпотентом

ТТч^х(#“1)# [ei =j j
• 4 g t G  K ( H  . 1 ) g t H  )e ( G : l )

r ,  ч ( F i F 1)
О тсю да легко получить, что d H( e )  =  - _ - ^1 . Л ем м а доказана.

( G  : H )
Теорема 2. 7. П у с т ь  G - п е р и о д и ч е с к а я  а б е л е в а  г р у п п а , a  К - п о л е  х а р а к т е р и с -  

т и к и  н у л ъ .  К а ж д ы й  н е р а з л о ж и м ы й  G - К - м о д у л ъ  н е п р и в о д и м .  Н е п р и в о д и м ы е  
п р е д с т а в л е н и я  Г  г р у п п ы  G  н а д  п о л е м  K  н а х о д я т с я  в о  в з а и м н о  о д н о з и а ч н о м  
с о о т в е т с т в и и  c  т а к и м и  м н о ж е с т в а м и  E  и д е м п о т е н т о в  а л г е б р ы  G K i ч т о

1. Э л е м е н т а м и  E  я в л я ю т с я  м и н и м а л ъ н ы е  и д е м п о т е н т ы  e  г р у п п о в ы х  а л г е б р  
H K  в с е в о з м о ж н ы х  к о н е ч н ы х  п о д г р у п п  H  г р у п п ы  G .  Д л я  к а ж д о й к о н е ч н о й  п о д г р у п - 
п ы  H Q  G  м н о ж е с т в о  E  с о д е р ж и т  т о ч н о о д и н м и н и м а л ь н ы й и д е м п о т е н т  e  а л г е б - 
р ы  H K

2. Л ю б ы е  д в а  и д е м п о т е н т а  и з  м н о ж е с т в а  E  н е о р т о г о н а л ъ н ы .  
Н е п р и в о д и м ы е  п р е д с т а в л е н и я  F  u  F 1 г р у п п ы  G  н а д  п о л е м  K  э к в и в а л е н т н ы

т о г д а  u  т о л ъ к о  т о г д а , к о г д а  с о о т в е т с т в у ю щ и е  и м  м н о ж е с т в а  и д е м п о т е н т о в  
E  u  E 1 с о в п а д а ю т .

Д о к а з а т е л ъ с т в о .  Пусть М -произвольный неразложимый G-іГ-модуль, 
Я-произвольная конечная подгруппа группы G i a е І9 . . . ,е , -все минимальные 
идемпотенты алгебры H K  Так как 1 =  e1 +  . . . + e t , то M  =  e 1M + . . . + e tM i 
и, в силу неразложимости модуля M i все слагаемые в правой части, кроме 
одного, обращ аю тся в нуль. Таким образом , для каждой конечной подгруппьі 
H Q G  сѵшертвует точно один минимальный идемпотент e H ^ H K ,  такой, что

(2.52) е н М = М .

Пусть .\'-произвольный ненулевой элемент модуля M .  О бразуем  подм одуль  
N  =  G K x Q M .  Покажем, что модуль N  неприводим. B сам ом  деле, пусть 
Л ^-лю бой ненулевой G-AT-подмодуль модуля N  и 0 ^ a x ^ N ,  где a £ G K  
Тогда существует такая конечная подгрунпа H Q G i что а £ Н К .  Ввиду (2. 52), 
x  =  е н х х , где ря -минимальный идемпотент алгебры H K i a X 1 -ненулевой э^емент 
модуля M .  Тогда для некоторогоэлем ента а ' £ Н К  имеем  а ' а е н  =  е н  и, следо- 
вательно, а ' а е н х 1 = е н х 1 = х і т . е . ,  X ^ N 1 и N 1 = N .  Таким образом , каждый 
ненулевой элемент х £  М  содержится внеприводим ом  G-ÄT-подмѳдуле модуля  
M .  Следовательно, модуль М -вполне приводим, a так как М -неразложимый  
модуль, то М -неприводим. Итак, каждый неразложимый G-ÏT-модуль M  
неприводим.

Пусть H  пробегает все конечные подгруппы группы G i a Е = Е ( М )  =  { е н }~ 
множество всех минимальных идемпотентов е Ні для которых имеет место
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(2. 52). Очевидно, множество E  удовлетворяет условиям 1. и 2., перечисленным  
в формулировке теоремы.

Покажем, что неизоморфным неприводимым модулям  M 1 и M 2 соответст- 
вуют различные множества E ( M 1)  и E ( M 2).

B сам ом  деле, предполож им, что E - E ( M 1)  =  E ( M 2) .
Пусть 0 7  ̂л: 6 M 1 ; 0 7± у £  M 2 . Тогда для лю бого  минимального идемпотента  

е н £ Е  выполняются равенства

х — е н х н І  У  — е н У н Ф  5̂  Xii^M1 ; 0  ^  У н £ М 2 ) .

Очевидно, M 1 =  G K x 9 M 2 =  G K y .  Произвольный элемент x  G M 1 записывается 
в виде x  =  a x ,  где a  Ç G K .  Если Ci1X  =  а 2х , где ^1, a 2 £ H K  ( H - конечная подгруппа  
группы G), то
(2 .53) C t i ^ H x H =  ^2 e H x H-

Пусть / = Я Х е н-минимальный идеал алгебры H K .  Т огда имеет м есто  
Я -Я -изом орф изм  Ѳ : І ^ Н К е н х н , где Ѳ ( а е н )  =  а е н х н  ( а £ Н К ) .  Значит, из (2. 53) 
вытекает равенство c t \ e H =  a 2e H , a из этого равенства следует, что а ^ и У п  =  
~ а 2е н У н  или а і У  =  а і У • Таким образом , формула а х ^ я у  определяет оператор- 
ный изом орф изм  м одуля M 1 на M 2 , что ведет к противоречию.

Итак, неизоморфным неприводимым м одулям  M 1 и M 2 соответствую т  
различные множества E ( M 1)  и E ( M 2) .  Рассм отрим  теперь произвольное 
множество Е '  =  { е н } идемпотентов алгебры G K , удовлетворяю щ ее условиям
1 . и 2 . т е о р е м ы  2 .7 .  Покажем, что сущ ествует такой неприводимый G-Я- 
модуль M , что E ( M ) = E f.

О бозначим через N 11 ядро неприводимого представления группы H  над  
полем K 9 соответствующ его идемпотенту е н  £ E f . Пусть іѴ-подгруппа группы  
G 9 порожденная всеми подгруппами N H ( H  пробегает все конечные подгруппы  
группы G ) .  Покажем, что N H H =  N H . B сам ом  деле, предполож им, что 
N r =  ( N O H ) Z D N i i . Пусть N ' Q N H l . . . N Ht> где Я 1 ? . . . , Я г-некоторые конечные 
подгруппы группы G .  И з неравенств e N j J e H i ? £ 0  легко вытекает, что e N l i  =

=  ■; ■--.; 2  S  Q  =  1» •••> t ) .  Далее используя неравенства e N e N ^ 0 ( i =  1, ...,  t )  
(NHr4geNHi ‘

п о л у ч и м ^ т о ^ ,= ^ ^ ^ — 2 g , T . e .  идемпотент e N^ E '  соответствует единич- 
(N : l)gtN'

ному представлению группы N '  над полем  K .  Так как по предполож ению  
N f ZD N H, то e N e H =  0 .  что противоречит свойству 2 .м нож ества E ' .  Итак,

(2 .54 ) N O H = N i i .

Так как фактор-группы Я/ТѴд-циклична, то из (2. 54) сразу вытекает, что каждая 
конечная подгруппа группы буЯ-циклична. Следовательно, G/Я-счетная 
группа, изоморфная подгруппе группы всех комплексных корней из единицы.

П остроим  в группе G | N  возрастаю щ ую  последовательность конечных 
групп
(2.55) G J N  c  . . . c  G J N  c  ... (U G 1 =  G ) .

i

Выберем в каждой из подгрупп G i систему L 1 представителей смежных классов
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по подгруппе N  таким образом , что L i C i L i j r l  ( / = 1 , 2 ,  ...)• Пусть L =  U L i .
i

О бозначим через G i подгруппу группу G f порож денную  множ еством L i . Тогда  
G [  cz  ... c  G's cz . . . .  Расем отрим  совокупность идемпотентов {e G,}. Так как 
G /i c z G ' i + í  и e G' e G'i + i ^ 0 ,  то e G\ e G' + i = e G' + r  Тогда, в силу лсммы  2 .16 ,  
Ĝ'.(̂ G' + 1) =  ^G'. ( Х £ К ) ,  Следовательно, существует такая последовательность  

I 1 =  I5A2 , . . . ,An, ... элементов поля K f что

d-G[ ( h  + i e G' + х) =  X i e G' (/ =  1, 2 .. .).

Из. формул (2. 55) следует, что сущ ествует такой элемент x ^ F ( G K )  ( F ( G K ) -  
групповая полуалгебра группы G  над полем K ) ,  что d G: ( x )  =  X i e G\ ( / =  1, 2, ...). 
Пусть

X = 2  Xgg = Z a»?+ Zg£G gÇ.L g $ L
П олож им
(2. 56) X1 =  2 ” Xgg-

g t L

Пусть y  =  ( 2 g ) x  1 ( j> ^ r(G ,iO ). П олож им  M = G K y  и покажем, что M -
g t N

неприводимый G-іГ-модуль и E ( M )  =  E ' .
Пусть /-идеал алгебры G K f порожденный всевозможны ми элементами  

А— 1, где h £ N  и Q  =  G | N .  B силу леммы 1.1,  сущ ествует гом ом орф изм  
6 : G K ^ Q K  c ядром L  Произвольный элемент a ^ G K  записывается в виде

а  — Z  Z ccK b h b  ( t th b £ K ) .
h £ N b £ L

Тогда
(2.57) 0(a) =  Z Z « h, b ( b N )  =  ä .

b £ L  h
Так как м одуль M  аннулируется идеалом / ,  то M  м ож но рассматривать как 
модуль над фактор-алгеброй Q K z = G K | I .

Пусть Я-произвольная конечная подгруппа группы G  и L F i H  =  L H . 
П олож им  H '  =  H N | N .  Вивду (2. 54), минимальный идемпотент е н £ Е '  можно  
записать в виде

(2-58) e H  = ,дДп ( Z g)ZMvH-1J g £N H ь е ь н
где Z  7 b ( b N )-минимальный идемпотент алгебры H ' K  Вследствие (2. 57) 

ь
отсю давы текает, что Ѳ ( е н )  =  ё н  =  Z  У ь Ф Ю >  гДе Ѳ ( е н ) т * 0 -минимальный идем-

Ь £ Ь н
потент групповой алгебры подгруппы H N j N  группы Q .

О тсю да вытекает, что для произвольного идемпотента e ^ G K  ( е ? ± 0 )  
идемпотент ё ^ О  (е-записывается в виде суммы минимальных идемпотентов  
некоторой алгебры H K f где H  конечная подгруппа группы G ) .  B с и /у  (2.56), 
*G0i =  V Z  X g ( g N )  ( у £ К ) .  Тогда при j ^ i  имеем:

g t L i
(¾; Z Zgg) = ёо; 2  Xg(g êG.

g £L j  gÇLj
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Следовательно, eG\ 2  ^ g S  =  2  °G£ +  C ГДС c ^ I -  Теперь при j  ^ i :
g $ L j  g t L j

dG}{eG'tÿ) = eGi( 2  i ) '  2 ocgg agg + c) =
g £ N  g £ L j  g £ N  g £ L j

=  (2s )  2a-g8  =  d c ( y ) .
g £ N  g 6 Lj

Так как U G j  =  G , то отсю да вытекает, что
j

eGiy=y0  =  1 , 2  , . . . ) •

Пусть 0 ^  a y  6 Af, где a € G K .  Тогда a  6 G j K  и oy =  â ë Gjy .  Так как ё^.-минималь- 
ный идемпотент алгебры ( G j I N ) K 9 то существует такой элем ент b ^ ( G j / N ) K  
что b â ë Gj —  ë G i . Значит М -неприводимый модуль над gAf, a, следовательно,
й над GÁ.

Пусть #-пройЗБольная конечная подгруппа группы G. Т огдадл я  некоторого j  

H N  c  G j9  H N / N  c  G,./iV.

Так как e H e G' . ^ 0 ,  то ë H ë G j ^ 0 .  Значит, ^ ¾ '  =  ¾ .  Таким обр азом , е н М  —
=  e He GjM  =  e GjM = e G\ M = M .  Следовательство, E ( M ) - E f и теор ем адок азаи а .
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