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Jordan-Holder-Gruppen

Von EDGAR MULLER. (Wiirzburg) und OTTO MUTZBAUER (Wiirzburg)

Es werden torsionsfreie abelsche Gruppen endlichen Ranges betrach-
tet, deren Typenreihen allesamt Permutationen voneinander sind. Diese
Gruppen werden sinngemafl Jordan-Holder-Gruppen genannt. Es miissen
nicht sdmtliche Permutationen auftreten. Wenn das jedoch der Fall ist,
dann ist eine solche Jordan-Holder-Gruppe vollstandig zerlegbar. Es wer-
den noch weitere und insbesondere weniger starke Bedingungen angegeben,
wann eine Jordan-Holder-Gruppe vollstandig zerlegbar ist. Jordan-Holder-
Gruppen besitzen eine linear geordnete Typenreihe und linear geordnete
Typenmengen und Haupttypenmengen. Butlergruppen mit linear geord-
neten Typenmengen sind vollstdndig zerlegbar [1, 1.11] und bilden die
Klasse der vollstandig zerlegbaren Jordan-Holder-Gruppen. In dieser Klas-
se sind nach [6, 11] die reinen und reguléren Untergruppen schon Quasi-
Summanden und wieder vollstindig zerlegbare Jordan-Hoélder-Gruppen.
Weiter wird gezeigt, dafl in Butlergruppen der Durchschnitt aller Typen
einer beliebigen Typenreihe dem inneren Typ gleicht und somit eine In-
variante ist. Schliefllich wird ein Ergebnis von MUTZBAUER [5, 4.3] iiber
Quasi-Zerlegungen torsionsfreier abelscher Gruppen in uniforme Gruppen
verallgemeinert, insofern, dafl die Voraussetzung der Existenz aller Block-
permutationen abgeschwacht wird. Schreibweise und Bezeichnungen wer-
den von FucHs [2] und MUTZBAUER [4] {ibernommen.

Eine aufsteigende Folge reiner Untergruppen einer torsionsfreien abel-
schen Gruppe (nicht notwendigerweise von endlichem Rang) mit um 1
ansteigenden Réngen heifit eine Kompositionsfolge [5] von A:

0=A)Cy A1 Ci ... Cx Ag Cx A1 Cs ... CL A=A,

mit einer Ordinalzahl o und Ag = |J;_, A; fiir eine Limeszahl 3. Die
Folge {t; | i < a} der zugehorigen Typen t; = t(A;+1/A;) heifit eine
Typenfolge von A. Die Quotienten A;.1/A; heiflen Hauptfaktoren und die
zugehorigen Typen heiflen Haupttypen. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe
heifit t-radikal, falls es eine Typenfolge {t; | i < a} gibt mit ¢; > ¢ fiir alle
1. Eine t-radikale Gruppe heifit t-uniform, wenn in dieser Typenfolge alle
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Typen gleich ¢ sind. Durch
AT AN () = (A/A'(1))(¢) und  A'(t) = A(t)

fiir alle i < a und AP(t) = |, <5 A'(t), falls 3 eine Limeszahl ist, wer-
den fiir A die iterierten Typenuntergruppen definiert. Die Vereinigung
A (t) == ;.o A'(t) heiBt das t-Radikal von A. Endliche Folgen heifen
Reihen. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe A endlichen Ranges heif3t

eine Jordan-Holder-Gruppe, wenn je zwei Typenreihen nur Umordnungen
voneinander sind.

Proposition 1. (1) Jordan-Hélder-Gruppen des Ranges n besitzen
hochstens n Haupttypen und insbesondere hochstens n Typen. Die Haupt-
typenmenge und die Typenmenge sind beide endlich.

(2) Torsionsfreie homomorphe Bilder und reine Untergruppen von
Jordan-Hélder-Gruppen sind Jordan-Hélder-Gruppen.

(3) Untergruppen von endlichem Index von Jordan-Hélder-Gruppen
sind Jordan-Holder-Gruppen.

Beweis. (1) Typenreihen von Jordan-Hélder-Gruppen sind Permu-
tationen voneinander, somit gibt es hochstens n verschiedene Haupttypen
und Typen.

(2) Sei H eine reine Untergruppe der Jordan-Holder-Gruppe A und
seien zwei verschiedene Typenreihen von A/H gegeben. Ergénzt man diese
beiden Typenreihen durch eine feste Typenreihe von H zu zwei Typen-
reihen von A, so sind die beiden Typenreihen von A/H Permutationen
voneinander, d.h. A/H ist eine Jordan-Holder-Gruppe. Genauso erkennt
man die reine Untergruppe H als Jordan-Holder-Gruppe.

(3) Eine Untergruppe B von endlichem Index einer torsionsfreien
abelschen Gruppe A endlichen Ranges hat genau dieselben Typenreihen,
ist also wie A eine Jordan-Holder-Gruppe. O

Faktoriell homogene Gruppen endlichen Ranges ([3]), d.h. torsions-
freie abelsche Gruppen endlichen Ranges mit nur einer Typenreihe, und
vollstandig zerlegbare homogene Gruppen sind offensichtlich Jordan-
Holder-Gruppen. Unter Verwendung der Notation von [2, §88] lassen sich
zu jeder aufsteigend linear geordneten Typenreihe mit nur idempotenten
Typen faktoriell homogene Gruppen endlichen Ranges angeben. Sei dazu

V := @, Qu; ein rationaler Vektorraum mit der Basis {21, ... ,z,} und
{t1,... ,t,} eine aufsteigend linear geordnete Typenreihe mit idempoten-
ten Typen ;. Fuir1 <:< n seinen x' € t; idempotente Charakteristiken
und x* sei von der Form x* = (x;, | p prim). Fiir jedes 1 <1 < n sei eine
Menge P; := {p | X; = oo} definiert. Dann ist P, C P, C ... C P,. Durch

A= <pl_oox1’ cee 7p1_00xnap2_00<1'1 + %(922)721:2)’ e

Pa (ot o) am ol mn) | pi€ P
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mit p-adischen ganzen irrationalen Zahlen al(fi derart, dafl fiir jede Prim-
zahl p € P;, die Menge {a;’? | j > i, 2 <k < j} iiber Q algebraisch
unabhéngig ist, ist eine faktoriell homogene Gruppe des Ranges n definiert
mit der einzigen Typenreihe {¢1,... ,t,}. Nach [2, §88] ist A homogen und
mit einer offensichtlichen Abwandlung dieses Arguments sogar faktoriell
homogen. Die Konstruktion fiir die Gruppe A kann sogar auf unendlichen
Rang verallgemeinert werden, da fiir eine Primzahl p abzahlbar unendlich
viele p-adische ganze irrationale Zahlen oz;gl), 04122), ... existieren, die iiber
Q algebraisch unabhéngig sind.

Zu jeder aufsteigend linear geordneten Typenreihe {t1,t2} der Lange
2 kann man ebenfalls leicht eine (faktoriell) homogene Gruppe des Ranges
2 angeben. Man kann sich nach P. ScHULTZ [7, 3] auf den Fall ¢; = ¢(Z),
to = t beschranken. Sei dazu x € t eine Charakteristik mit x = (x, | p
prim). Dann ist die Gruppe A = (z1,22,p X (21 + apx2) | p prim) mit
a, = [/p] fiir alle Primzahlen p offensichtlich eine (faktoriell) homogene
Gruppe mit der Typenreihe {t(Z),t}. Es scheint, dafl auch fiir héhere
Rénge, moglicherweise sogar fiir unendlichen Rang, zu jeder aufsteigend
linear geordneten Typenreihe bzw. Typenfolge faktoriell homogene Grup-
pen existieren. Ein Zugang zur Konstruktion solcher Gruppen konnte z.B.
die Wahl geeignet vieler algebraisch unabhangiger Funktionen sein, wie im
Falle des Ranges 2 die ganzzahlige Wurzelfunktion. Jedoch erscheint diese
Methode weniger gliicklich, da eine explizite Angabe solcher Funktionen
eine Verallgemeinerung auf hohere Range unmoglich macht.

Butlergruppen bzw. vollstiandig zerlegbare Gruppen sind i.a. keine
Jordan-Holder-Gruppen, z.B. A = Q®a®Q@b fiir verschiedene Primzah-
len p und ¢. t-uniforme Gruppen sind i.a. keine Jordan-Holder-Gruppen.
Denn nach [4, 2.7.(5)] besitzt fir S = (p~! € Q | p prim) die stark
unzerlegbare t(S)-uniforme Gruppe By = (x1,72,p (21 + px2) | p prim)
die Typen t(z1) = t(S) und t(x) = t(Z) fir x € By \ (x1)«. Somit besitzt
die Gruppe Bj neben der Typenreihe {t(S),t(S)} auch die Typenreihe
{t(Z),2t(S)} und ist also keine Jordan-Holder-Gruppe.

Proposition 2. Eine Untergruppe einer Jordan-Holder-Gruppe mit
einer gleichen Typenreihe wie die ganze Gruppe hat endlichen Index und
ist also selbst eine Jordan-Holder-Gruppe.

BEWEIS. Sei A eine Jordan-Holder-Gruppe des Ranges n mit Unter-
gruppe B. Sei 0 = By C, B1 Cs ... Cx B,_1 Cy B, = B eine Kom-
positionsreihe von B mit Typenreihe {sq,...,s,}, die auch Typenreihe
von A ist. Dann ist mit A; = (Bi>f die Reihe 0 = Ag C,x A1 Cy ... Cy
Ap_1 Ci A, = A eine Kompositionsreihe von A mit zugehoriger Typen-
reihe {t1,... ,t,}. Wegen B;/B;—1 = (A;NB)/(A;_.1NB) C A;/A;_1 gilt
t; = t(A;/A;—1) > t(B;/B;—1) = s;. Nach Voraussetzung ist die Typen-
reihe {s1,...,s,} eine Umordnung der Typenreihe {t1,...,¢,}. Damit
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folgt sofort t; = s; fiir alle 7. Somit ist B;/B;_1 C A;/A;_1 mit endlichem
Index fiir alle i, also A/ B endlich und nach Proposition 1 ist B eine Jordan-
Holder-Gruppe. 0O

Satz 3. Jordan-Holder-Gruppen besitzen eine linear geordnete Haupt-
typenmenge und eine linear geordnete Typenmenge. Insbesondere hat eine
Jordan-Hélder-Gruppe eine linear geordnete Typenreihe.

BEWEIS. Eine Jordan-Holder-Gruppe A des Ranges n hat nach Pro-
position 1 eine endliche Haupttypenmenge. Nach [4, 1.3] gibt es somit
eine Kompositionsreihe 0 C, A1 C, ... Ci A mit zugehoriger Typenreihe
derart, daf3 ti = t(Al/Al_l) = IT(A/AZ_l) ist. Wegen ti = IT(A/AZ_l) S
IT(A/A;) = tiy; ist diese Typenreihe linear geordnet. O

In Jordan-Hoélder-Gruppen A mit Typenreihe {tq,... ,t,} ist A(s) =
doust Alu) = A*(t) = A*(t). fiir alle Typen ¢, sofern s = min{u €
{t1,...,tn} | w > t}. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe A mit line-
ar geordneter Typenreihe t; < t5 < ... < ¢, und linear geordneter

Haupttypen- und Typenmenge der Machtigkeit gleich dem Rang von A ist
i.a. keine Jordan-Holder-Gruppe. Denn die Gruppe A = B1 @& (S®S8)x3 des
Ranges 3 (vgl. obige Beispiele) besitzt die linear geordnete Haupttypen-
und Typenmenge {t(Z),t(S), 2t(S)}.

Satz 4. Fine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges mit einer
linear geordneten Haupttypenmenge mit ausschliefSlich idempotenten Haupt-
typen ist eine Jordan-Hélder-Gruppe.

BEWEIS. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges n mit
der Haupttypenmenge HT(A) = {t1,t2,...}, wobei t; < to < ... und
seien die Haupttypen t; fiir alle ¢ idempotent. Seien {si,...,s,} und
{s},...,s,} zwei verschiedene Typenreihen von A. Dann ist der Sum-
mentyp ST(A) =s1+...+s, =) .~ liti =81 +...+s, => . kit; mit
geeigneten nicht negativen ganzen Zahlen /; und k;. Sowieso sind fast alle
l; und k; gleich 0. Sei nun ¢ maximal beziiglich o.E. k; > [; angenommen.

Dann wére ijl.ﬂ.kjtj = > >ir1 ity und 22;1 kity > 375 1ty und
somit ST(A) = Y5 kjty + D s kit > Y Lty + D s ity =
ST(A), wie die Rechnung mit idempotenten, linear geordneten Typen

zeigt. Folglich muf [; = k; fiir alle ¢ sein und A ist eine Jordan-Holder-
Gruppe. O

Satz 5. Das t-Radikal A>(t) einer Jordan-Hoélder-Gruppe A gleicht
der Typenuntergruppe A(t) fiir alle Typen t aus der Typenmenge von A.
Insbesondere ist eine Jordan-Hélder-Gruppe genau dann t-radikal, wenn t
kleiner oder gleich dem inneren Typ ist.

Bewels. Das t-Radikal A*°(¢) der Jordan-Holder-Gruppe A ist eine
reine Untergruppe, also auch Jordan-Holder-Gruppe und hat eine Typen-
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reihe mit ausschliefllich Typen > t, d.h. alle Elemente von A*°(t) haben
Typ >t und A>(t) C A(t) mit Gleichheit. O

Fiir t-homogene Gruppen gilt offensichtlich A>°(¢t) = A(t). Ebenso
gleicht auch fiir Butlergruppen nach [5, 3.5] das t-Radikal A (t) der
Typenuntergruppe A(t) fiir alle Typen aus der Typenmenge. Somit charak-
terisiert diese Bedingung keine dieser Klassen. Eine torsionsfreie abelsche
Gruppe A mit A>(t) = A(t) fiir alle Typen aus der Typenmenge ist i.a.
keine Jordan-Holder-Gruppe, auch nicht unter der Zusatzbedingung, dafl
die Haupttypenmenge linear geordnet und die Machtigkeit durch den Rang
beschrinkt ist. Denn die Gruppe A = (1, x2, 3, p (71 +pxo+[\/plrs) | p
prim ) ist ¢(Z)-homogen und erfiillt somit A*(¢(Z)) = A(t(Z)) = A. Sie
besitzt  die  linear  geordnete  Haupttypenmenge  {t(Z),t(S),
2t(S)} der Méchtigkeit gleich dem Rang 3. Sie ist aber keine Jordan-
Holder-Gruppe. Denn das homomorphe Bild A/(x3) = By = (x1,x9,
p~2(x1 + pxa) | p prim) ist keine Jordan-Hélder-Gruppe.

Satz 6. Seien A eine Jordan-Hoélder-Gruppe und t ein Typ aus der
Typenmenge von A. Ist die Anzahl der Typen in einer Typenreihe von
A, die grofler oder gleich t sind, gleich dem Rang der Typenuntergruppe
A(t), so ist A(t) ein Quasi-Summand. Genauer gilt fiir jede maximale
Untergruppe H von A mit H N A(t) =0, daff A/(H @ A(t)) endlich ist.

BEWEIS. Seien A eine Jordan-Holder-Gruppe, t ein Typ aus der Typen-
menge und sei der Rang von A(t) gleich der Anzahl der Typen grofier oder
gleich t in einer Typenreihe von A. Sei ferner H eine maximale Unter-
gruppe von A mit H N A(t) = 0. Insbesondere ist H rein und damit A/H
eine Jordan-Holder-Gruppe nach Proposition 1. Nach Voraussetzung sind
alle Haupttypen von H kleiner als t. Wegen A(t) = (A(t)® H)/H C A/H
haben dann A(t) und A/H eine gleiche Typenreihe, d.h. A/(H @ A(t)) ist
endlich nach Proposition 2. O

In Jordan-Holder-Gruppen A, welche die Voraussetzung des obigen
Satzes erfiillen, ist i.a. die Typenuntergruppe A(t) kein direkter Sum-
mand. Denn die Typenuntergruppe A(t(Q®9)) = Q®9¢ der Gruppe
A= {r7ta,b,s71(a+c),p~°(a+ ab), (pq) ~>°c) mit paarweise verschiede-
nen Primzahlen r, s, p und ¢ und p-adischer ganzer irrationaler Zahl «, ist
ein Quasi-Summand, aber kein direkter Summand, da ein reines Komple-
ment zu Q% ¢ nicht sowohl das Element a, als auch das Element a + ¢
enthalten darf. Vollstandig zerlegbare Jordan-Holder-Gruppen haben of-
fensichtlich die Eigenschaft, dafl die Anzahl der Typen in einer Typenreihe
von A, die grofler oder gleich t sind, gleich dem Rang der Typenunter-
gruppe A(t) ist, fiir alle Typen aus ihrer Typenmenge. Stark unzerlegbare
Jordan-Holder-Gruppen dagegen haben diese Eigenschaft nur fiir einen
Typ, der kleiner oder gleich dem inneren Typ ist, da sie keine (nicht-
trivialen) Quasi-Summanden besitzen.
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Die folgenden Satze zeigen, dafl die Jordan-Holder-Eigenschaft zusam-
men mit anderen Eigenschaften zur vollstandigen Zerlegbarkeit triviali-
siert.

Satz 7. Fiir eine torsionsfreie abelsche Gruppe A endlichen Ranges
sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) A ist eine vollstindig zerlegbare Jordan-Holder-Gruppe.

(2) A ist eine Butlergruppe und eine Jordan-Hélder-Gruppe.

(3) A ist eine Butlergruppe mit linear geordneter Typenmenge.

(4) A ist vollstdndig zerlegbar mit linear geordneter Typenmenge.

(5) Alle reinen Untergruppen von A sind Quasi-Summanden.
In diesem Fall gibt es eine vollstandige Zerlegung A = @], A;, in rationale
Gruppen A; mit t(A1) < t(As) < ... < t(A,). Ferner sind alle reguldren
Untergruppen Quasi-Summanden. Weiter sind torsionsfreie homomorphe
Bilder und regulire (insbesondere reine) Untergruppen vollstiandig zerleg-
bare Jordan-Hoélder-Gruppen.

BEwEIs. (1) impliziert (2) offensichtlich. Die Implikation (2) nach
(3) folgt sofort aus Satz 3. Die Bedingung (3) impliziert (4), da nach [1,
1.11] Butlergruppen mit linear geordneter Typenmenge vollstandig zerleg-
bar sind. Die Aussagen (4) und (5) sind nach [6,11] dquivalent. Seien
nun (4) bzw. (5) angenommen. Dann hat A die angegebene vollstandige
Zerlegung A = @' | A;, mit t(A;) < t(A2) < ... <t(A,). Sei 0 = By C.
By Cy ... Cyx B, = A eine beliebige Kompositionsreihe von A. Es ist zu
zeigen, daf die Typenreihe {t(B;/B;—1) | 1 <i < n} eine Permutation der
Typenreihe {t(A;/A;—1) | 1 < i < n} ist. Die Voraussetzung (5) vererbt
sich auf Quasi-Summanden, also gibt es reine rationale Untergruppen C}
von A, sodal C1 & ... ® C; endlichen Index in B; hat. D.h. &' ; A; und
@', C; sind isomorph und ¢(B;/B;_1) = t(C;). Somit ist die Typenreihe
{t(B;/B;—1) | 1 <i < n} eine Permutation von {t(A4;/A4;—1) | 1 <i<n}
und A ist vollstindig zerlegbare Jordan-Ho6lder-Gruppe mit linear geord-
neter Typenmenge, hat also die angegebene vollstandige Zerlegung. Reine
Untergruppen und torsionsfreie homomorphe Bilder sind nach [1, 1.1} und
Proposition 1 Butlergruppen und Jordan-Holder-Gruppen, folglich auch
vollstandig zerlegbare Jordan-Holder-Gruppen. Reguldre Untergruppen
sind nach [6, 11] Quasi-Summanden, besitzen nach [1, 1.10] endlichen In-
dex in ihren reinen Hiillen und sind wie diese nach Proposition 1 vollstandig
zerlegbare Jordan-Holder-Gruppen. O

Reine Untergruppen vollstandig zerlegbarer Jordan-Holder-Gruppen
sind nicht notwendig direkte Summanden. Denn in der Gruppe A = Za ®
Q®p ist die Untergruppe B =< qa + b >4 i.a. kein direkter Summand.
t-uniforme Jordan-Holder-Gruppen sind insbesondere homogen vom Typ
t und mit dem Lemma von BAER [2, 86.5] lassen sich sukzessive rationale
Gruppen vom Typ t direkt abspalten, d.h. A ist schliellich vollstandig
zerlegbar homogen vom Typ t.
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Die direkte Summe @;-,A; von Untergruppen A; einer torsionsfreien
abelschen Gruppe A heifit eine Quasi-Zerlegung von A, falls der Quotient
A/(®i<aA;) endlichen Exponenten besitzt. Falls A die Quasi-Zerlegung
Bi<aA; mit t;-uniformen Gruppen A; des Ranges n;, moglicherweise n;
unendlich, besitzt, dann sind alle Permutationen der Typenfolge {¢}*,5?,
... } ebenfalls Typenfolgen von A.

Satz 8. FEine Jordan-Hélder-Gruppe mit der Typenreihe {t]*,...,
ty*}, die auch die umgekehrte Typenreihe als Typenreihe besitzt, ist voll-
standig zerlegbar. Insbesondere ist eine Jordan-Hélder-Gruppe mit einer
absteigend linear geordneten Typenreihe vollstandig zerlegbar.

BEWEIS. Sei B eine reine t;-uniforme Untergruppe des Ranges n;
derart, daB8 A/B die Typenreihe {t52,... ,t}*} besitzt. B ist als Jordan-
Holder-Gruppe, wie im Anschlufl an Satz 7 bemerkt, vollstandig zerleg-
bar ti;-homogen. Sei weiter C' eine reine Untergruppe von A mit der
Typenreihe {t;*,... ,t5*} und A/C wieder t;-uniform des Ranges ni. Da
der Typ t; in keiner Typenreihe von C auftreten darf, da auch C' eine
Jordan-Holder-Gruppe ist, folgt B N C = 0 und die Untergruppe B & C
besitzt die gleiche Typenreihe {t;*,... ,t]"} wie A. Somit besitzt sie nach
Proposition 2 endlichen Index in A, und B ist ein Quasi-Summand in A.

Weiter ist C' C A/B von endlichem Index und C besitzt wie A/B die Ty-
penreihe {t5%,... ,t;*}. Sukzessive lassen sich nun vollsténdig zerlegbare
t;-homogene Quasi-Summanden abspalten und A ist quasigleich zu einer
vollstandig zerlegbaren Gruppe mit einer linear geordneten Typenmenge.
Nach Satz 7 schlieSlich ist A eine vollstandig zerlegbare Jordan-Holder-
Gruppe. O

Korollar 9. Jordan-Hélder-Gruppen des Ranges n, die eine Typen-
menge mit Machtigkeit gleich dem Rang n besitzen, sind vollstandig zer-
legbar.

BEWEIS. Sei A eine Jordan-Holder-Gruppe des Ranges n mit einer
Typenmenge 7' der Machtigkeit n. Dann ist nach Proposition 1 die Haupt-
typenmenge gleich der Typenmenge. Da T = {t1,...,t,} nach Satz 3
linear geordnet ist, sei z.B. t; > t3 > ... > t,; dann sind x1,... ,2, € A
mit ¢(z;) = ¢; linear unabhéngig und die Untergruppe W := @;(x;)4 hat
eine gleiche Typenreihe wie A. Somit hat W nach Proposition 2 endlichen
Index in A, d.h. A ist fast vollstandig zerlegbar und somit eine Butler-
gruppe mit linear geordneter Typenmenge, also nach [1, 1.11] vollstdndig
zerlegbar. O

Eine Jordan-Holder-Gruppe mit Typenmenge gleich der Haupttypen-
menge, deren Machtigkeit kleiner als dem Rang ist, muf} nicht vollstandig
zerlegbar sein. Denn unter Verwendung der Notation von [2, §88] ist die
Gruppe G @ Q@Px3 mit G = (z1, 22, p ®(x1 + axy)), p Primzahl und
a p-adisch ganz irrational eine Jordan-Holder-Gruppe. Sie ist aber nicht
vollstandig zerlegbar, da GG stark unzerlegbar ist.
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Im folgenden werden Jordan-Holder-Gruppen des Ranges 2 betrach-
tet.

Korollar 10.

(1) Nicht-homogene Jordan-Hélder-Gruppen des Ranges 2 sind voll-
standig zerlegbar.

(2) Homogene Jordan-Hélder-Gruppen des Ranges 2 sind entweder
vollstandig zerlegbar homogen oder faktoriell homogen und stark unzer-
legbar.

(3) Stark unzerlegbare Jordan-Hélder-Gruppen des Ranges 2 sind fak-
toriell homogen.

BewEIs. (1) folgt sofort aus Korollar 9.

(2) Sei A eine homogene Jordan-Holder-Gruppe des Ranges 2. Be-
sitzt A die Typenreihe {t1,t2} mit t; = to = ¢, so ist A t-uniform und
nach fritherer Bemerkung vollstandig zerlegbar. Hat andernfalls A einen
Haupttyp to # t, so ist {t; = t,t2} die einzige Typenreihe, A ist somit
faktoriell homogen und nach [3, 2.11] stark unzerlegbar.

(3) Sei A eine stark unzerlegbare Jordan-Holder-Gruppe des Ranges
2. Dann ist A homogen, sonst wéire A nach Teil (1) dieses Korollars
vollstandig zerlegbar. Ferner mufl die Haupttypenmenge aus genau zwei
Haupttypen bestehen, denn sonst ware A homogen vom Typ t und t-
uniform und nach Teil (1) dieses Korollars vollstdndig zerlegbar. Somit ist
{t1 = t,ty # t} die einzig mogliche Typenreihe von A und A ist faktoriell
homogen. O

Stark unzerlegbare Jordan-Hoélder-Gruppen vom Rang grofler als 2
sind i.a. nicht homogen (und somit auch nicht faktoriell homogen). Unter
Verwendung der Notation von [2, §88] ist die Gruppe

A= (z1,22,23,p Fx1,p (22 + 3),q” *(z1 + Pr2 + Y23))

stark unzerlegbar, wenn p, ¢ verschiedene Primzahlen sind, und « eine p-
adische ganze, irrationale Zahl und 3, v g-adische ganze, irrationale Zahlen
und linear unabhéangig tiber Q sind. Die Gruppe A besitzt die linear geord-
nete Typenmenge {t(Z),t(Q®)} und die linear geordnete Haupttypen-

menge {t(Z),t(Q®),t(Q™ D)} und ist nach Satz 4 eine Jordan-Holder-
Gruppe. Sie ist aber nicht homogen und daher auch nicht faktoriell ho-
mogen.

Seien B und C' Jordan-Holder-Gruppen und sei0 - B — A — C — 0
eine exakte Sequenz. Dann ist A (auch unter der Zusatzbedingung, daf
die Haupttypenmenge HT(A) = HT(B) U HT(C) linear geordnet ist)
nicht notwendig eine Jordan-Holder-Gruppe. Denn seien A = By & Sx3
mit By = (z1,22,p (21 + pra) | p prim), B = (zs,23){ = Z® S
und C = A/B rational vom Typ 2¢(S). B und C sind offensichtlich
Jordan-Holder-Gruppen. Aber A besitzt die linear geordnete Haupttypen-
menge {t(Z),t(S),2t(S)} = HT(B)UHT(C) und ist keine Jordan-Holder-
Gruppe.
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Fir Erweiterungen des Ranges 2 geniigt jedoch die Zusatzbedingung
aus obiger Bemerkung, wie folgende Aussage zeigt.

Proposition 11. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges
2 mit einer reinen rationalen Untergruppe B. Sei HT'(A) = {t(B),t(A/B)}
linear geordnet die Haupttypenmenge von A. Dann ist A eine Jordan-
Hoélder-Gruppe.

Beweis. Falls ¢t = t(B) = t(A/B) gilt, dann ist A ¢-uniform und
t-homogen, also nach dem Lemma von BAER [2, 86.5] vollstdndig zerleg-
bar und eine Jordan-Hélder-Gruppe. Fiir t(A/B) < t(B) gibt es wegen
t4(a) < t*/B(a+ B) < t(B) fiir a € A\ B genau zwei Typen in der Typen-
menge. A besitzt offensichtlich den Summentyp ST(A) = t(B) + t(A/B)
und aufgrund der Invarianz des Summentyps ([4, 3.1]) genau die Typen-
reihen {t(A/B),t(B)} und {¢(B),t(A/B)}. Somit ist A auch in diesem
Fall eine Jordan-Hoélder-Gruppe und nach Korollar 10 vollstandig zerleg-
bar. Falls schlieflich ¢(B) < t(A/B) gilt, dann ist A wieder wegen der
Invarianz des Summentyps entweder vollstandig zerlegbar, sofern A nicht
homogen ist oder faktoriell homogen, wenn A homogen vom Typ ¢(B) ist.
In jedem Fall aber ist A eine Jordan-Holder-Gruppe. 0O

Die folgenden einfachen Ergebnisse werden haufiger benutzt.

Lemma 12. [Korollar zu [5, 2.2]]. Sei A eine torsionsfreie abelsche
Gruppe mit Untergruppen B und C derart, dafi {t; | i < a} bzw. {s; |
i < P} fiir Limeszahlen « und (3 Typenreihen von B bzw. C sind mit
sj 2t <t fiir einen Typt undi < «, j < 3. Dann ist BNC = 0.

BEWEIS. Seien B und C' Untergruppen wie angegeben. Man zeigt
C N B'(t) = 0 durch Induktion iiber i. Nach [5, 2.2] ist C' N B(t) = 0.
Sei nun C' N BY(t) = 0 angenommen und seien B = B/Bi(t), C = (C @
Bi(t))/Bi(t) = C und B(t) = (B/B‘(t))(t) = B*t'(t)/B%(t). Wieder
wegen [5, 2.2] erhilt man C' N B(t) = 0. Folglich ist mit Dedekind

Bi(t) = (C® B'(t)) N B*'(t) = (C N B*(t) @ Bi(t)

und somit C' N B**1(¢) = 0. Falls « eine Limeszahl ist und C' N B(t) = 0
fiir alle ¢ < o, dann ist offensichtlich C N B*(t) = C N J,., B'(t) = 0.
Dies zeigt C' N B*(t) = 0. Wegen [5, 1.1] ist aber B = B*(¢) und die
Behauptung ist gezeigt. O

Eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges n, die uniform
fiir ihren inneren Typ t ist, ist vollstdndig zerlegbar homogen vom Typ
t, da sie den Summentyp nt besitzt und deshalb nach [4, 3.5] vollstandig
zerlegbar homogen vom Typ ¢ ist. Gleiches gilt auch fiir den aufleren Typ.

Lemma 13. FEine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges, die
uniform fiir ihren auBleren Typ ist, ist vollstandig zerlegbar homogen.
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BEWEIS. Fiir rationale Gruppen ist nichts zu zeigen. Sei nun ¢ der
auBere Typ von A und A eine t-uniforme Gruppe des Ranges grofler als 1.
Sei C eine reine rationale Untergruppe von A vom Typ ¢t und A/C ebenfalls
t-uniform. Sei weiter D rein in A vom Corang 1 und D NC' = 0. Dann ist
t>t(A/D) >t(C) =t,daC = (D&C)/D C A/D gilt. Alsoist D&C = A
und D ist quasiisomorph zu A/C, also ebenfalls t-uniform. Sukzessive
lassen sich nun reine rationale Untergruppen vom Typ ¢ abspalten und A
besitzt eine vollstandig zerlegbare t-homogene Untergruppe von endlichem
Index, und nach [2, 98.1] ist A ebenfalls vollstandig zerlegbar t-homogen.
O

Lemma 14. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ran-
ges mit einer Typenreihe {t{*,... ,t;*} derart, daff t;, maximal in der
Menge {t1, ... ,ty} ist, mit paarweise verschiedenen Typen ty,... ,t;. Be-
sitzt A eine tp-uniforme Untergruppe B des Ranges ny, so gleicht die reine
Hiille B2 von B dem ti-Radikal A (t3,) und der Quotient A (t;,)/B ist
endlich. Ferner ist B ein Quasi-Summand in A. Ist zudem t der duBere
Typ von A, so ist B vollstandig zerlegbar tp-homogen und jede rationale
Untergruppe von A vom Typ t. ist ein Quasi-Summand.

BEWEIS. Sei B eine t;-uniforme Untergruppe des Ranges n; und sei
C eine reine Untergruppe von A mit der Typenreihe {t1*,... ,¢."7'} und
A/C sei ebenfalls tg-uniform des Ranges ny. Nach Lemma 12 ist BNC =0
und B= (B& C)/C C A/C von endlichem Index nach [5, 4.2], da B und
A/C beide tg-uniforme Gruppen gleichen Ranges sind. Also ist B&C = A
und B ist ein Quasi-Summand. Wegen [5, 1.4] ist die reine Hiille B, von
B enthalten im ¢;-Radikal A () von A. Falls B, # A>(ty) ist, so ist
A (ty)/ B nach [5, 1.3] eine tg-radikale Gruppe und A/B, enthélt ein
Element vom Typ > t;. Wie gezeigt, ist jedoch B ein Quasi-Summand in
A, und C' ist quasiisomorph zu A/B,, also besitzt A/B, die Typenreihe
{trr, ..., 67"}, Wegen [5, 2.2] miifite nun ¢; > ¢, gelten fiir ein 4. Dies ist
jedoch ein Widerspruch dazu, dal ¢, maximal in {t1,... ,tx} ist und alle
t; paarweise verschieden sind. Somit ist B, = A (tx) und A (tx)/B ist
endlich, da B, /B endlich ist fiir den Quasi-Summanden B. Ist zusétzlich
tr der auBere Typ von A, so ist B nach Lemma 13 vollstandig zerlegbar
tr-homogen und nach [2, 98.1] ist auch A*(t)) vollstédndig zerlegbar ¢y-
homogen. Ferner ist jede rationale Untergruppe D von A vom Typ tx
in A% (tx) enthalten und D, ist ein direkter Summand in A*(¢x) nach [2,
86.8]. SchieBlich ist D ein Quasi-Summand in A*(t), da D, /D endlich ist
und D ist auch ein Quasi-Summand in A, da A*°(tx) ein Quasi-Summand
in Aist. O

Fiir eine torsionsfreie abelsche Gruppe A endlichen Ranges n mit einer
Haupttypenmenge HT'(A) = {t1,... ,t,} und einen Haupttyp t; € HT(A)
sei n*(t;) die kleinste Stelle, an der t¢; als Haupttyp in allen Typenreihen
auftritt, und dem entsprechend n°(t;) die oberste Stelle. Offensichtlich gilt
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n'(t) = 1 fiir einen Typ t aus der Typenmenge von A, und n°(s) = n fiir
einen Cotyp s aus der Cotypenmenge von A.

Eine torsionsfreie abelsche Gruppe A des Ranges n mit n°(IT(A)) =
n,d.h. IT(A) € CT(A), bezitzt einen rationalen direkten Summanden vom
Typ IT(A), denn A besitzt in diesem Fall eine reine Corang-1-Untergruppe
C mit t(A/C) = IT(A). Mit dem Lemma von BAER [2, 86.5] ist dann C
ein direkter Summand in A und A = B & C mit t(A/C) = IT(A).

Eine torsionsfreie abelsche Gruppe A des Ranges n mit n*(OT(A)) =
1, d.h. OT(A) € T(A), besitzt einen rationalen Quasi-Summanden vom
Typ OT'(A), denn A besitzt in diesem Fall eine reine rationale Untergruppe
B vom Typ OT'(A) und diese ist nach Lemma 14 ein Quasi-Summand.

FEine torsionsfreie abelsche Gruppe A des Ranges n, in der der auflere
Typ OT'(A) als Typ realisiert ist, muf i.a. keinen rationalen direkten Sum-
manden von diesem Typ besitzen, auch nicht, wenn A eine Jordan-Holder-
Gruppe ist, denn die Gruppe A = (r~ta,b,s7!(a + ¢),p~>°(a + apb),
(pq)~°°c) mit paarweise verschiedenen Primzahlen r, s, p, ¢ und p-adischer
ganzer irrationaler Zahl o, besitzt QD¢ als einzige reine rationale Un-

tergruppe vom Typ t(Q9)), diese ist jedoch kein direkter Summand, wie
im Beispiel im Anschlufl an Satz 6 bemerkt.

Satz 15. Sei A eine Jordan-Hélder-Gruppe des Ranges n mit n paar-
weise verschiedenen Haupttypen {t1,... ,t,}. Sei ferner t; ein Haupttyp
mit n*(t;) = 1 und n°(t;) = n. Dann besitzt A einen rationalen Quasi-
Summanden B vom Typ t;. Insbesondere tritt t; an jeder beliebigen Stelle
in einer Typenreihe von A auf.

BEWEIS. Sei C' eine Corang-1-Untergruppe von A mit dem zugehori-
gen Cotyp t; = t(A/C). Da C C, A wie A eine Jordan-Ho6lder-Gruppe ist,
besitzt C die echt linear geordnete Typenreihe {t1,... ,t;—1,ti41,.. ,tn}-

Sei ferner B C, A, B C Q vom Typ t;. Da der Typ t; in keiner Typenreihe
von C auftreten kann, folgt BN C' = 0. Die Untergruppe B & C besitzt
Torsionsquotienten in A und die gleiche Typenreihe {t1,... ,t;—1,ti41,...,
tn,t;} wie A. Somit ist A/(B @ C') nach Proposition 2 endlich, und B ist
schliellich ein Quasi-Summand in A. O

Besitzen fir eine Jordan-Holder-Gruppe A des Ranges n mit n paar-
weise verschiedenen Haupttypen {t1, ... ,t,} alle Haupttypen ¢; die Eigen-
schaft n*(t;) = 1, so ist A eine vollstdndig zerlegbare Jordan-Holder-
Gruppe, denn in diesem Fall ist jeder Haupttyp ¢; schon ein Typ in der
Typenmenge von A und diese besitzt aufgrund der echten linearen Ord-
nung die Méachtigkeit n. Somit ist A nach Korollar 9 vollstédndig zerlegbar.
Die Voraussetzung “echt linear geordnet” ist jedoch notwendig, wie das
Beispiel

A= (21,22, (21 + ap22)) & Zaz & QW) 2y

mit Primzahl p und p-adischer ganzer irrationaler Zahl oy, zeigt.



122 Edgar Miiller und Otto Mutzbauer

Im folgenden wird untersucht, inwieweit schon die Voraussetzung der
Existenz einer (u.U. echt) absteigend linear geordneten Typenreihe geniigt,
um eine vollstiandig zerlegbare Jordan-Holder-Gruppe nachzuweisen, ohne
die Jordan-Holder-Eigenschaft vorauszusetzen. Fiir Butlergruppen und
Gruppen mit einer absteigend linear geordneten idempotenten Typenreihe,
d.h. einer absteigend linear geordneten Typenreihe mit nur idempotenten
Typen, geniigt schon die Existenz einer solchen Typenreihe. Zuvor wird
fiir Butlergruppen ein Ergebnis nachgewiesen, wodurch sich der Beweis
dieser Eigenschaft fiir Butlergruppen vereinfacht. Sowieso ist der Durch-
schnitt aller Typen einer Typenreihe einer torsionsfreien abelschen Gruppe
endlichen Ranges grofier oder gleich dem inneren Typ. Gleichheit muf
nicht gelten, es existieren t-uniforme Gegenbeispiele wie z.B. die Gruppe
B, vor Proposition 2. Fiir Butlergruppen allerdings gilt Gleichheit.

Lemma 16. Fiir eine Butlergruppe A gleicht der Durchschnitt aller
Typen einer Typenreihe dem inneren Typ. Die Vereinigung aller Typen
einer Typenreihe einer Butlergruppe ergibt den aufleren Typ.

BEWEIS. Man fiihrt den Beweis durch Induktion iiber den Rang n.
Fiir eine rationale Gruppe ist nichts zu zeigen. Sei nun die Behauptung
schon fiir alle Butlergruppen des Ranges kleiner als n gezeigt und sei 0 =
Ay Cy A1 Cy ... Cyx A1 Cy A, = A eine Kompositionsreihe von A
mit der zugehorigen Typenreihe {¢1,... ,t,}. Die reine Untergruppe A,,_1
von A ist wieder eine Butlergruppe und nach Induktionsvoraussetzung gilt
N t; = IT(A,_1). Weiter lifit sich A in der Form A = A, ,+>.¥ | B,
schreiben mit reinen rationalen Untergruppen B; von A und B;NA,_1 =0
fiir alle 4. Es gilt nun IT(A) = IT(A,,—1)Nt(B;) fir alle ¢, da fiir eine maxi-
mal linear unabhingige Menge {z1,... ,2,-1} aus A,,_1 und z,, € B; die
Menge {x1,... ,Z,} eine maximal linear unabhéngige Menge aus A ist und
somit nach [4, 1.1] IT(A,_1)Nt(B;) = (ﬂ?z_ll t(x))Nt(zy) = Ny tai) =
IT(A) folgt. Weiter ist A/A,,—1 = Z§:1(An—1 ® B;)/A,—1 und nach [4,
Remark vor 2.1] somit ¢, = t(A4,/An—1) = Ule t(B;). Schliellich folgt
ta V(M5 1) = tn N IT (A1) = (Ui H(B) N IT (A1) = Uiy (H(Bi)
IT(A,—1)) = IT(A). Der duBere Typ OT(A) gleicht nach [4, 6.1] der
Vereinigung | J{t | t € T'} aller Typen aus der Typenmenge von A. Mit [5,
2.2] und [4, 5.2] folgt schlieBlich OT(A) = J{t |t e T} < U;_, t: <U{¢t|
t} ist Haupttyp } = OT'(A). Folglich gleicht die Vereinigung aller Typen
einer Typenreihe {¢1,... ,t,} dem dufleren Typ. O

Das folgende Ergebnis ist bekannt [5, 3.4], allerdings 1&8t sich der
Beweis mit Lemma 16 vereinfachen.

Korollar 17. FEine t-uniforme Butlergruppe ist vollstandig zerlegbar t-
homogen und insbesondere eine t-homogene vollstandig zerlegbare Jordan-
Holder-Gruppe.



Jordan-Holder-Gruppen 123

BEWEIS. Sei B eine reine t-uniforme Corang-1-Untergruppe von A
mit dem Cotyp t. Dann ist ¢ nach Lemma 16 der innere Typ von A. Also
ist B direkter Summand von A nach dem Lemma von BAER [2, 86.5] und
A ergibt sich induktiv als vollstandig zerlegbare t-homogene Gruppe. O

Die Eigenschaften J{t | t € T} = U, t; = OT(A) und _, t; =
IT(A) fiir eine endliche Typenmenge 7" und beliebige Typenreihen {t¢4, ... ,
t,} sind keine Charakterisierung fiir Butlergruppen, denn die Gruppe
(x1,20,p” (@1 + [\/Px2)) & Sas besitzt die Typenmenge {t(Z),t(S)}, die
Cotypenmenge {t(S)}, den inneren Typ ¢(Z), den &ufleren Typ ¢(S) und
die beiden Typenreihen {t(Z),t(S),t(S)} und {t(S),t(Z),t(S)}. Sie ist
jedoch keine Butlergruppe.

Der folgende Satz charakterisiert Butlergruppen.

Satz 18. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe A endlichen Ranges mit
einer endlichen Typenmenge ist genau dann eine Butlergruppe, wenn neben
A auch jede reine Untergruppe B der Bedingung |J{t | t € T(B)} =
OT(B) gentigt.

BEWEIS. Eine Butlergruppe A geniigt nach [4, 6.1] der gegebenen Be-
dingung. Ferner ist jede reine Untergruppe von A wieder eine Butlergruppe
und die eine Richtung ist gezeigt. Um die andere Richtung zu zeigen,
fiihrt man den Beweis durch Induktion tiber den Rang n der torsions-
freien abelschen Gruppe A. Fiir rationale Gruppen ist nichts zu zeigen.
Sei nun n der Rang von A und die Behauptung fiir alle Gruppen kleineren
Ranges gezeigt. A enthélt nach [1, 0.1 + 1.9] eine Butleruntergruppe C' mit
der gleichen endlichen Typenmenge T wie A und die Gruppen A(s)/C(s)
sind Torsionsgruppen fiir alle Typen s. Insbesondere ist somit A/C' eine
Torsionsgruppe und C(t) = C N A(t) fiir alle Typen ¢t € T. Sofort folgt
nun, dafl C eine reguldre Untergruppe von A ist. Nach [4, 6.1] und der
Voraussetzung des Satzes gilt |J{t | t € T} = OT(C) = OT(A) und die
Haupt- und insbesondere die Cotypenmenge von C' ist endlich. Also ist
nach [4, 2.6] der &ulere Typ in C als Cotyp realisiert. Sei nun D eine reine
Corang-1-Untergruppe von C' mit dem Cotyp t(C/D) = OT(C). Wegen

C/D=(CnA)/(CnD,) C A/D, gilt OT(A) > t(A/D.) > t(C/D) =
OT(C) = OT(A). Folglichist C/D = (D,+C)/D, C A/D, von endlichem
Index. Also A = C + D,. Die Gruppe D, ist eine reine Untergruppe von
A mit denselben Voraussetzungen wie A. Nach Induktionsvoraussetzung
ist also D, eine Butlergruppe, welche die regulare Untergruppe D gleichen
Ranges enthélt. Nach [1, 1.10] ist D,/D endlich. Die Gruppe A/C ist
Erweiterung der endlichen Gruppe A/(C' + D,) mit (C+ D,)/C. Letztere
ist aber wegen (C'+ D,)/C = D,/(CND,) = D,/D endlich, und A/C ist
als Erweiterung zweier endlicher Gruppen endlich. Schliefflich ist A wie C'
eine Butlergruppe. O
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Satz 19. Eine Butlergruppe mit einer (nicht notwendig echt) ab-
steigend linear geordneten Typenreihe ist eine vollstandig zerlegbare Jor-
dan-Hoélder-Gruppe.

BEWEIS. Sei B eine reine Corang-1-Untergruppe der Butlergruppe
A mit der absteigend linear geordneten Typenreihe {ti,...,t,_1} und
dem Cotyp t, < t,—1. Nach Lemma 16 ist ¢, = IT(A), und B ist ein
direkter Summand in A nach dem Lemma von BAER [2, 86.5]. Induktiv
ergibt sich nun A als vollstandig zerlegbare Gruppe mit linear geordneter
Typenmenge, und diese ist nach Satz 7 eine Jordan-Holder-Gruppe. O

Der folgende Satz zeigt, dafl sich Satz 19 unter der Voraussetzung einer
absteigend linear geordneten Typenreihe mit nur idempotenten Typen
sogar auf (allgemeine) torsionsfreie abelsche Gruppen verallgemeinern 148t.

Satz 20. FEine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges mit
einer (nicht notwendig echt) absteigend linear geordneten idempotenten
Typenreihe ist eine vollstandig zerlegbare Jordan-Hoélder-Gruppe.

BEWEIS. Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges
mit der absteigend linear geordneten idempotenten Typenreihe {t¢i,...,
tn}. Der Cotyp t,, = t(A, /A,_1) gleicht dem inneren Typ IT(A). Sowieso
ist namlich N, t; = t, > IT(A). Fir eine Primzahl p mit (¢,), = o
folgt aber nun ST,(A) = nw, daher mu auch (IT(A)), = oo gelten.
Also gilt IT(A) > IT(A) : IT(A) > t,, da t, idempotent ist. Damit gilt
IT(A) = t,,. Induktiv folgt nun wieder mit dem Lemma von BAER [2, 86.5]
— wie im Beweis des vorigen Satzes —, dal A eine vollstandig zerlegbare
Jordan-Holder-Gruppe ist. O

Die Voraussetzung einer idempotenten Typenreihe im obigen Satz
ist notwendig, denn die Gruppe A = (z1) ® (w2, 23,p >(v3 + p?z2) |
p prim ) @ (p~3z4 | p prim) bezitzt die zur Kompositionsreihe 0 C,
(x4) Cx (w4,m3) Cu (T4,23,T2) Cx A zugehdrige echt absteigend linear
geordnete Typenreihe {3t(S),2t(S),t(S),t(Z)}. Sie ist offensichtlich nicht
vollstandig zerlegbar und auch keine Jordan-Holder-Gruppe, da sie auch
die zur Kompositionsreihe 0 C, (z1) C. (z1,22) Cux (T1,22,23) Cx A
zugehorige Typenreihe {¢(Z),t(Z), 3t(S), 3t(S)} besitzt. Die Gruppe A
besitzt auch nicht die aufsteigend linear geordnete Typenreihe {¢(Z),t(S),
2t(S),3t(S)}. Doch auch torsionsfreie abelsche Gruppen mit in beiden
Richtungen linear geordneten Typenreihen miissen i.a. nicht vollstandig
zerlegbar, und auch keine Jordan-Holder-Gruppen sein, wie das Beispiel
der #(S)-uniformen, stark unzerlegbaren Gruppe A = (x1,22,p %(z1 +
px2) | p prim) zeigt. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe mit in beiden
Richtungen linear geordneten Typenfolgen, in denen hochstens ein Typ
unendlich oft auftritt, besitzt jedoch eine Quasi-Zerlegung in uniforme
Gruppen. Hierfiir kann sogar die Voraussetzung der linearen Ordnung
abgeschwicht werden. Sei dazu {t1,... ,tx} eine endliche Menge von paar-
weise verschiedenen Typen und {t7*,...,¢*} eine Typenfolge mit der
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Eigenschaft, daf fiir alle ¢ der Typ ¢; ein maximales Element in der Menge
{ti,tiz1,... ,tx} ist. Besitzt nun eine torsionsfreie abelsche Gruppe A
neben dieser Typenfolge auch noch die umgekehrte Typenfolge, so besitzt
sie eine Quasi-Zerlegung in uniforme Gruppen, falls hochstens einer der
Typen t; unendlich oft auftritt. Der Index dieser Quasi-Zerlegung in der
Gruppe A ist in der diesem Fall sogar endlich, wie die folgenden Satze
zeigen. Falls jedoch mehr als ein Typ unendlich oft auftritt, oder sogar
unendlich viele paarweise verschiedene Typen in der obengenannten Type-
nfolge auftreten, so hat die Gruppe A diese Eigenschaft i.a. nicht mehr,
wie die Beispiele in [5, Kapitel 4] zeigen.

Satz 21. Sei {t}",... ,t;*} eine Typenreihe einer torsionsfreien abel-
schen Gruppe A endlichen Ranges mit paarweise verschiedenen Typen t;.
Sei ferner D eine Untergruppe von A gleichen Ranges mit der umgekehrten
Typenreihe. Ist nun entweder fiir alle 1 < ¢ < k der Typ t; maximal in
der Menge {t;,t;y1,... ,tx} oder fiir alle 1 < i < k maximal in der Menge
{t1,... ,ti_1,ti}, so besitzt A eine Untergruppe @®F_;A; von endlichem
Index mit reinen t;-uniformen Untergruppen A; und der Quotient A/D ist

endlich. Insbesondere besitzt A in diesem Fall alle Permutationen dieser
Typenreihen als Typenreihen.

BEWEIS. Seiim ersten Fall fiir alle ¢ der Typ ¢; maximal in der Menge
{ti,tix1,...,tr}. Man fiihrt den Beweis durch Induktion iiber die Anzahl
k der verschiedenen Typen. Fiir k = 1 folgt die Behauptung sofort mit [5,
4.2]. Sei nun k die Anzahl der verschiedenen Typen und die Behauptung
schon fiir alle Gruppen mit weniger als k verschiedenen Typen gezeigt.
Sei B eine reine t1-uniforme Untergruppe von A des Ranges n; und A/B
besitze die Typenreihe {t52,...,t*}. Sei C eine reine Untergruppe von
D mit der umgekehrten Typenreihe wie A/B und D/C sei tj-uniform
des Ranges ny. Da t; maximal in der Menge {t¢i,...,t;} ist, folgt B N
C' = 0 mit Lemma 12. Somit ist mit Induktionsvoraussetzung C' = (B &
C)/B C A/B von endlichem Index, also A/(B @ C) endlich. Mit dem
Dedekindschen Modulargesetz folgt nun D/((BND)®C) = (AND)/((B®

C)ND) Cc A/(B&(C), also ist BN D quasiisomorph zu D/C, also wie D/C
eine t;-uniforme Gruppe des Ranges n;. Nach [5, 4.2] besitzt nun B N D
endlichen Index in B als t;-uniforme Untergruppe gleichen Ranges wie B
und der Quotient A/((BND)&C) ist endlich als Erweiterung der endlichen
Gruppen A/(B® C) und (B C)/(BND)® C). Mit (BND)&C C D
folgt schliefllich auch A/D endlich. Somit ist der erste Fall gezeigt.

Sei nun im umgekehrten Fall fiir alle ¢ der Typ t; maximal in der
Menge {t1,...,t;}. Man fithrt den Beweis wieder durch Induktion iiber
die Anzahl k£ der verschiedenen Typen. Fiir k = 1 folgt die Behaup-
tung sofort mit [5, 4.2]. Sei nun k die Anzahl der verschiedenen Typen
und die Behauptung schon fiir alle Gruppen mit weniger als k verschiede-
nen Typen gezeigt. Sei B eine reine ti-uniforme Untergruppe von D
des Ranges ny und D/B besitze die Typenreihe {t;*7",... ,t7*}. Sei
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weiter C eine reine Untergruppe von A mit der umgekehrten Typenreihe
wie D/B und A/C sei tp-uniform des Ranges ni. Da t; maximal in
der Menge {ti,...,tr} ist, folgt BN C = 0 mit Lemma 12. Somit ist
B2 (BaC)/C C (B.®(C)/C C A/C jeweils von endlichem Index, da
B und A/C beide tx-uniforme Gruppen gleichen Ranges sind. Insbeson-
dere ist somit B, @& C' = A und B, /B ist endlich, also ist auch B, eine
tp-uniforme Gruppe des Ranges nj und C ist quasiisomorph zu A/B,,
also besitzt A/B, wie C' die Typenreihe {t*,...,t,*]'}. Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist nun D/B = (D + B,)/B, C A/B, von endlichem
Index, also A = B,+ D, und A/B, und C sind wieder nach Induktionsvor-
aussetzung beide quasizerlegbar in t;-uniforme Gruppen. Somit ist auch
A = B, @ C quasizerlegbar in t;-uniforme Gruppen. Die Gruppe A/D ist
Erweiterung der endlichen Gruppe A/(B, + D) mit (B, + D)/D. Letztere
ist aber wegen (B, + D)/D = B,(D N B,) = B, /B endlich und A/D ist
als Erweiterung zweier endlicher Gruppen endlich. O

Satz 22. Seien {t{*,...,t;*} und {t;*,... ,t]*} Typenfolgen einer
torsionsfreien abelschen Gruppe A, wobei fiir 1 < i < k der Typ t; maxi-
mal in der Menge {t;,... ,t;} ist, die Typen t; paarweise verschieden sind

und hoéchstens eine der Zahlen n; unendlich ist. Dann besitzt A eine Un-
tergruppe ©F_; A; von endlichem Index, wobei die A; reine t;-uniforme
Untergruppen des Ranges n; sind. Insbesondere besitzt A in diesem Fall
alle Permutationen dieser Typenfolgen als Typenfolgen.

BEWEIS. Sei B eine reine tp-uniforme Untergruppe des Ranges ny
derart, dafl A/B die Typenfolge {t,*7",... ,t7'} besitzt. Sei C eine reine
Untergruppe von A mit der Typenfolge {t7*,... ,t,*7'} und A/C sei t;-
uniform des Ranges n;. Nach Lemma 12 ist BNC' = 0. Besitzt B endlichen
Rang, soist B = (B& (C)/C C A/C von endlichem Index nach [5, 4.2], da
B und A/C beide ti-uniforme Gruppen des gleichen endlichen Ranges sind.
Somit ist in diesem Fall B & C' = A. Besitzt B unendlichen Rang, so ist
A/B von endlichem Rang mit der Typenreihe {¢,*7',... ,¢'}. Ferner ist
C = (Ba(C)/B C A/B mit Torsionsquotienten und C hat die Typenreihe

{t", ... ,t"'}. Nach Satz 21 ist nun C' C A/B von endlichem Index und

auch in diesem Fall gilt B@® C = A. Sukzessive lassen sich nun ¢;-uniforme
Untergruppen A; des Ranges n; abspalten, und A besitzt schliefilich die
Untergruppe Ax @ ... & A; von endlichem Index. O

Korollar 23. Fine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges
mit den echt linear geordneten Typenreihen {ti,... ,t,} und {t,,... ,t1}
ist eine vollstandig zerlegbare Jordan-Holder-Gruppe.

BEWEIS. Eine Gruppe A mit diesen Eigenschaften ist nach Satz 21
fast vollstandig zerlegbar und besitzt die absteigend linear geordnete Typen-
reihe {t,,...,t1}. Somit ist sie nach Satz 19 eine vollstindig zerlegbare
Jordan-Holder-Gruppe. O



Jordan-Holder-Gruppen 127

Korollar 24. FEine Butlergruppe mit den Typenreihen {ti",... ,t}*}
und {t}*,... ,t7*}, wobei fiir 1 < i < k der Typ t; maximal der Menge
{ti,... ,tx} ist und die Typen t; paarweise verschieden sind, ist fast voll-

standig zerlegbar.

BEwEIS. Eine Butlergruppe mit den angegebenen Typenreihen be-
sitzt nach Satz 21 eine Quasi-Zerlegung in ¢;-uniforme Butlergruppen und
diese sind nach Korollar 17 vollstandig zerlegbar t;-homogen. O

Korollar 25. Seien {ti*,...,t;*} und {t;*,...,t7'} idempotente
Typenfolgen einer torsionsfreien abelschen Gruppe A mit paarweise ver-
schiedenen Typen t;. Sei fiir 1 <1 < k der Typ t; maximal in der Menge
{ti,... ,tx} und héchstens einer der Typen t; trete unendlich oft auf. Dann
ist A fast vollstindig zerlegbar.

BEwEIS. Eine Gruppe mit den angegebenen Typenfolgen besitzt nach
Satz 22 eine Quasi-Zerlegung in ¢;-uniforme Gruppen und diese sind nach
[5, 2.3] vollstandig zerlegbar ¢;-homogen. O

Butlergruppen jedoch mit einer (sogar idempotenten) Typenreihe
{t7*,...,t*} und der Eigenschaft, da8 fiir alle 1 < i < k der Typ ¢;
ein maximales Element in {t;,... ,tx} ist, sind i.a. nicht fast vollstdndig

zerlegbar, wie das Beispiel A = Q®a + Q) (a + b) + Qb zeigt.
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