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Zur Kugelgeometrie des einfach isotropen Raumes

Von F. MESZAROS (Leoben) und H. SACHS (Leoben)

§0 Einleitung

In [4] 16sten M. HusTy und H. SAacHS die Aufgabe, alle Kugeln des
dreidimensionalen euklidischen Raumes zu bestimmen, die 4 vorgegebene
Geraden g¢i,...,g4 beriihren; diese Aufgabe spielt eine wichtige Rolle in
der Robotik. Die vorliegende Abhandlung ist der analogen Fragestellung
im einfach isotropen Raum gewidmet.

Ein einfach isotroper Raum /1. ?El) is hierbei ein dreidimensionaler affiner
Raum As, der iiber eine Absolutfigur {w, fi1, f2, F'} metrisiert wird, wobei
w die Fernebene von As, f1, fo ein konjugiert-komplexes Geradenpaar in
w und F den Schnittpunkt dieser Geraden bezeichnet. Die Geometrie
dieses Raumes — die sogenannte einfach isotrope Geometrie — wurde
ausfiihrlich in der Monographie [10] dargestellt, in der alle i.f. bendtigten
Begriffe nachgelesen werden kénnen. Insbesondere legen wir allen Betrach-
tungen als Fundamentalgruppe die sechsparametrige isotrope Bewegungs-

gruppe Bél)
T =c1 +xCcosp —ysinp
(0.1) y =cy + xsiny + ycosp
Z=c3+cux+csy+x

zugrunde (vgl. [10, 7]). Die absoluten Geraden fi, fo werden hierbei in
der Gestalt

(0.2) To=27+x5=0

angesetzt, wobei (xg : x1 : xo : x3) projektive Koordinaten bezeichnen.
Geraden durch den absoluten Punkt F'(0:0:0: 1) werden als vollisotrope
Geraden bezeichnet. Die Sphéren (Kugeln) des einfach isotropen Raumes
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wurden in [6], [9] und [11] studiert; man vergleiche auch [10, 66f.]. Dem-
nach zerfallen die Sphéren in zwei Klassen, namlich in parabolische Sphdren
mit der Darstellung

(0.3) s —c= Rl(z— ) + (y — v)?]
und in zylindrische Spharen mit der Gleichung
(0.4) > +y>+ax+ By+v=0.

Die Fliachen (0.4) sind Drehzylinder mit vollisotropen Erzeugenden und
sollen i.f. nicht betrachtet werden. Die Fléchen (0.3) sind — euklidisch be-
trachtet — Drehparaboloide mit der vollisotropen Drehachse © = u, y = v.
Eine konstruktive Behandlung dieser Fliachen findet sich in [5]. Die Grofie
R ist eine Bél)—Invariante und wird als Radius der parabolischen Sphére
bezeichnet (vgl. [10, 68]). Beziiglich weiterer Resultate zur Geometrie der
Sphéren sei auf [9] verwiesen.

. . .. . (1)
§1 Ein Beriithrproblem fiir Sphéren des I

In Analogie zu [4] untersuchen wir im einfach isotropen Raum Ig(,l)

die Frage, ob zu vorgegebenen Geraden ¢, ..., g4 parabolische Spharen o
existieren, dir ¢q,..., g4 beriihren. Da eine parapolische Sphéare o keine
vollisotropen Tangenten besitzt, sind g1, ..., g4 als nichtisotrope Geraden

vorauszusetzen. Wir legen eine Gerade g in der vektoriellen Darstellung
(1.1) T=d+ N\

fest, wobei € = (e, ea, e3) einen nichtisotropen Einheitsvektor bezeichnet,

d.h.

(1.2) eltes=1, e3#0

gilt und im isotropen Sinn d auf € normal steht, d.h.
(13) aije] + ageq = 0

gilt, wenn d@ die Komponenten @ = (a1, az, as) besitzt. Werden die Kom-
poneten von (1.1) in (0.3) eingesetzt, so ergibt sich nach kurzer Rechnung
fir A die quadratische Gleichung

€3

2R

)+{(a1—u)2+(a2—v)2+ﬂ —0,

(1.4) A2 —2) <ue1 + ves + =
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deren Nullstellen die Schnittpunkte von g mit o festlegen. Das Verschwinden]j
der Diskriminante von (1.4) liefert als Beriihrbedingung von g mit o

€3 2 2 2 1
1.5 < —) = (a1 — - —(c— a3).
(1.5) ueq +’U€2+2R (a1 —u)* + (ag —v) ~|—R(c as)
Wir setzen i.f. voraus, dal 2 windschiefe, nichtisotrope Geraden g1, g2
gegeben seien. Die beiden Geraden bestimmen dann eine eindeutige voll-
isotrope Gemeinnormale n, die ¢g; in A; und g in As schneiden moge.
Legt man die z-Achse des zugrunde gelegten Koordinatensystems in die

Gerade n und den Koordinatenursprung U in den Mittelpunkt der Strecke
AjAs, so gilt (vgl. Abbildung 1)

Abbildung 1.

(1.6) A1 (0,0,4d), As(0,0,—3d)

2
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und man kann durch eine isotrope Bewegung (0.1) erreichen, daf die Ein-
heitsvektoren von g; und go die Komponenten

€1 = (cos /2, —sinp/2,0)

1.7a,b
(1.7a,b) ey = (cos p/2,sin /2, 0)

besitzen.

Die entsprechenden Beriihrbedingungen (1.5) vereinfachen sich dann
zu

1

= (Ed - c) = (usin /2 4+ v cosp/2)? bzw.
(1.8a,b) L /1

R (éd + c) = (using/2 — vcos p/2)2.

Werden die Gleichungen (1.8a,b) einmal addiert und einmal subtrahiert,
so entstehen die wichtigen Beziehungen

—% = u?sin? /2 + v? cos? /2

(1.9a,b)

— = 2uwsin .

7 v sin @

Betrachtet man alle parabolischen Sphéaren o von festem Radius R, die
g1 und g9 bertihren, so erkennt man, dafl die Achsen dieser Sphdren auf
dem gleichseitigen hyperbolischen Zylinder ¢

d

1.10 = =
( ) v 2Ry sinp

. k?o
liegen, wobei wir x = u, y = v gesetzt haben. Die asymptotischen Ebenen
von ( zind die Ebenen x = 0 und y = 0, d.h. die isotropen Ebenen durch
die isotropen Bisektoren (vgl. [1, 51]) von ¢; und go. Diese isotropen
Bisektoren sy, so von g; und g» konnen als isotrope Winkelsymmetralen
der Geraden g1, go definiert werden, die man erhalt, wenn g; und g5 parallel
durch U verschoben werden.

Die Drehachse a einer Sphére o ist, beziiglich der Ebenenstellung

z =0, Bél)—inva,riant und ebenso der Schnittpunkt S von a mit o, den wir
als Scheitelpunkt der Sphére bezeichnen. Nach (0.3) wird .S durch

(1.11) S(u,v,c)
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festgelegt. Die Menge der Scheitelpunkte obiger einparametriger Kugelscharf
ist somit wegen (1.9a,b) durch

ko
T =u, Yy=—
(1.12) 3

k
z = —Ry(u?sin? p/2 + —g cos? /2)
u

gegeben. Dies ist eine Raumkurve 4. Ordnung, die sich als Schnitt des
hyperbolischen Zylinders (1.10) mit dem elliptischen Paraboloid

(1.13) z = —Ro(2?sin” /2 + 3° cos® p/2)

einstellt. Fiir sin® /2 = cos? p/2 = %, d.h. ¢ = Z ist (1.13) die parabolis-
che Sphére z = —%(xQ +y2). Wir fassen zusammen im

Satz 1. Sind g1, g2 zwei windschiefe Geraden mit dem Abstand d
und dem Kreuzungswinkel ¢, dann existiert eine einparametrige Schar
von Spharen o von festem Radius Ry, die g1 und g» beriihren. Die Achsen
dieser Spharen liegen auf dem gleichseitigen hyperbolischen Zylinder (
(1.10), dessen Achse mit der Gemeinnormale n von g; und g, zusam-
menfallt und dessen asymptotische Ebenen die isotropen Ebenen durch die
isotropen Bisektoren von gy und g, sind. Die Scheitelpunkte der Spharen
o liegen auf einer Raumkurve 4. Ordnung, die sich als Schnitt von { mit
einem elliptischen Paraboloid (1.13) ergibt. Kreuzen sich g1 und gy or-

thogonal, dann ist (1.13) eine Sphéire mit der Achse n vom Radius —3

2
Ry.
Weiters folgert man leicht den

Satz 2. Sind g1, g2, g3 drei paarweise windschiefe Geraden allgemeiner
Lage, dann existieren zu vorgegebenem Radius Ry im algebraischen Sinn
genau 4 parabolische Spharen, die g1, go und g3 bertihren.

BeEwWEIS. Wir legen die Gerade g3 durch den normierten Richtungsvek-Ji
tor €3 = (es1, €32, €33) mit (e31,e32) # (0,0) und den Punkt
As(asy,ase, ass) fest. Dann ist nebst (1.9a,b) die Bedingung

2
1
(1.14) (uegl + vesg + 26%) = (as — u)2 + (age — U)2 + R_(c — as3)
0 0
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bei festem Ry zu erfiillen. Wird (1.9a) in (1.14) eingesetzt, so entsteht die
quadratische Gleichung

u?(e3; — cos® p/2) + v*(e3y — sin® ©/2) + 2uves; eza+

Lou (€316 ) gy (G320 L, ) L CEs
(1.15) 2Ry 1 2Ry ) " 4R2
a33
+R_O_a§1_a§2:0

in u und v, die einen Kegelschnitt k; in der [uv]-Ebene festlegt. k; schnei-
det den Kegelschnitt (1.9b) im algebraischen Sinn in 4 Punkten, die durch
die gemeinsamen Nullstellen (u;,v;) (i = 1,...,4) von (1.9b) und (1.15)
festgelegt werden. Durch Einsetzen dieser Werte in (1.9a) kénnen die noch
fehlenden Werte ¢; der gesuchten Beriihrspharen bestimmt werden. Damit
liegen nach (0.3) die Beriihrsphéren oy, ..., 04 eindeutig fest. O

Der Satz 2 weicht vom euklidischen Analogon ab, wo bekanntlich 8
Beriihrkugeln existieren (vgl. [4]). Allerdings existieren bei vorgegebenen

Geraden g1, g2, g3 in [. él) noch 4 zylindrische Bertihrspharen, deren Radius
durch die Lage von g1, g2, g3 aber schon mitbestimmt ist.

Gegeben seien nun 4 paarweise windschiefe, nichtisotrope Geraden
g1, 92, 93, ga. WIir legen g; und g» in der Normaldarstellung fest, wie sie
schon im Satz 1 verwendet wurde und beschreiben g3 und g4 durch ihre
normierten Richtungsvektoren €;(e;1, €2, €;3) (i = 3,4) und ihre Aufpunkte
A;(ai1, a2, a;3). Dabei setzen wir voraus, dafl

(1.16) aites + aigeip =0 (i =3,4)

gilt. Um alle Spharen o zu bestimmen, die g1, ..., g4 beriithren, sind dann
nach (1.5) und (1.9a,b) aus den 4 Gleichungen

(uesy + vegs + 6330)2 = (as1 — U)2 + (as2 — U)2 + 2p(c — ass)

(uear + vess + eszp)® = (a1 — u)® + (as2 — v)* + 2p(c — ags)

u?sin® /2 + v? cos? /2 = —2cp

(1.17a—d)
uv sin o = dp

1

die 4 Unbekannten u,v,c und p zu bestimmen, wobei 55 =: p gesetzt

wurde. Setzt man die aus (1.17c,d) flieBenden Gleichungen

sin

p=—gu
(1.18a,b) d u u
.2 2
—_ v 94 Y 2)
¢ 2sin ¢ (v sin” ¢/ +UCOS @/
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in (1.17a,b) ein, so entstehen die Gleichungen — wenn abkiirzend ¢ := Si—g‘e
gesetzt wird —

(ues; + vesy + eszquu)? = u? cos? /2 + v*sin® p/2—

—2a33quU — 2a31U — 2a320 + a%l + a§2
(1.19a,b)
(ueq1 + vegs + eszquu)? = u? cos? p/2 4+ v*sin? p/2—

2 2
—2a43quV — 2a41U — 2042V + ay; + ajs.

Fiir es3 # 0, e3q # 0 sind dies zwei algebraische Kurven 4. Ordnung,
wahrend fiir egs = eq3 = 0 zwei Kegelschnitte vorliegen. Im zweiten Fall
sind die Geraden g3, g4 zu der von g; und g bestimmten Ebenenstellung
parallel. Die beiden Kegelschnitte (1.19a,b) haben im algebraischen Sinn
4 Punkte P(u;,v;) gemeinsam. Aus den gefundenen gemeinsamen Null-
stellen (u;,v;) (i = 1,...,4) kann man gemaf (1.18a,b) die noch ausste-
henden Werte p; und ¢; berechnen, womit die 4 Beriihrkugeln o4,...,04
eindeutig festliegen.

Im ersten Fall definieren (1.19a,b) zwei pseudoeuklidisch bizirkulére
Kurven 4. Ordnung, wenn man die [uv]-Ebene mit einer pseudoeuklidis-
chen Metrik versieht, deren absolute Punkte die Punkte I;(0 : 1 : 0) und
I5(0:0:1) sind (vgl. [8, 160f]). Um die gemeinsamen Loésungen (u,v) von
(1.19a,b) zu bestimmen, schreiben wir diese Gleichungen in der Gestalt

u [633‘] v? + 2e31€33qU + 631 — COS go/2]—|—
+u[2geszessv® + 2u(esiess + qass) + 2az1]+

+[v2(e§2 — sin? ©/2) 4 2a32v — a%l - a§2] =0
(1.20a,b)
u? [623(]2’02 + 2e41€43qV + eﬁl — cos? ©/2]+
+u[2qeq0e43v® + 2v(eq1eqn + qaas) + 2a41]+
+v? (€3 — sin® ¢/2) + 2a400 — af; — ady] = 0.
Unter Verwendung der Abkiirzungen
p2(v) = e§3q202 + 2e31€33qU + e%l — cos? /2

v) = 2geszeszv? + 2v(ez1esn + qass) + 2a31

v* (€3, — sin % 9/2) + 2azv — a3, — a3,

=<
)

v
(1.21.a—f)

v) = 2qeq0es3v” + 2v(eq1e40 + qass) + 2a4

q2(v) =
(v)
P2(v) = e33¢%*v? + 2eq1e43qu + €3, — cos® /2
(v)
(v) i

v) = v*(e2y — sin® ¢ /2) 4 2a40v — a3, — ary
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verbleibt somit die Resultante der Polynome (1.20a,b), d.h.

p2 q2 12 0
0 p2 g2 12
1.22 N - =0
(1.22) P2 G2 T2 0
0 D2 G2 T2
zu berechnen. Dies liefert ein Polynom vom Grad § in v. Bildet man aus
(1.20a,b) noch die lineare Gleichung

(1.23) u(qapa — Gap2) + (rope — Tap2) = 0,

so kann man hieraus die zugehorigen u-Werte eindeutig bestimmen. Zu
den 8 Lésungen (u;,v;) (i = 1,...,8) im algebraischen Sinn kann man
schliellich nach (1.18a,b) die fehlenden Werte p; und ¢; eindeutig bes-
timmen, womit die Beriihrsphéren o1, ..., og festliegen. Damit haben wir
den

Satz 3. Zu 4 paarweise windschiefen, nichtisotropen Geraden ¢, . ..,
g4 allgemeiner Lage des einfach isotropen Raumes existieren im algebrais-
chen Sinn 8 parabolische Sphéaren, die ¢, ..., g4 beriihren. Sind die Ger-
aden g1, ..., g4 alle zu einer Ebene € parallel, dann existieren im algebrais-
chen Sinn 4 parabolische Beriihrspharen o1, ...,04. Im ersten Fall gewinnt
man die Achsen der Sphéiren o1,...,08 indem man die Nullstellen v;
(t=1,...,8) des Polynoms 8. Grades (1.22) bestimmt und die zugehéren
u-Werte geméf3 (1.23) berechnet. Im zweiten Fall (es3 = eq3 = 0) sind die
4 Achsen die vollisotropen Geraden durch die Schnittpunkte der beiden
Kegelschnitte (1.19a,b).

Wir betrachten nun die zweiparametrige Menge > von Sphéaren, die
zwei windschiefe Geraden g1, go berithren und bestimmen die Hullfliche
dieser Sphdrenschar. Hierzu ist aus (0.3) unter Verwendung von (1.9a,b)
die Gleichung

(1.24) F = z+R(u?sin® ¢/2+v? cos® ¢ /2)—R(xz — u)*> — R(y — v)*=0
mit
d
1.25 R=—F-—
( ) 2uw sin @

zu bilden; hier und i.f. wird stets u # 0, v # 0 vorausgesetzt. Die Gleichung
(1.24) kann auch in der Gestalt

(1.26) F =z — R(u?cos? /2 4+ v?sin? /2 4+ 2% + y* — 2uz — 2vy) = 0
geschrieben werden. Weiter berechnen wir aus (1.25) unmittelbar
OR R OR R

(1.27a,b)

ou w0 v
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Zur Bestimmung der Hiillfliche berechnen wir unter Beachtung von
(1.27a,b) aus (1.24)

oF
a—Eu281n290/2—v2008290/2+(x—u)2+
u
+(y —v)* +2u(z —u) =0
(1.28a,b) oF =) (&~ u)
a—Ev20052gp/2—uzsin2<,0/2+(x—'u)2+
v

+(y —u)® +2v(y —v) = 0.

Werden die Gleichungen (1.28a,b) einmal addiert und einmal subtrahiert,
so entstehen die wichtigen Hilfsformeln

ur + vy = z? 4 y2
(1.29a,b) L Y
ur — vy = u” cos” p/2 — v-sin® p/2.

Wird (1.29b) in (1.29a) eingesetzt, so entsteht, fiir u # 0 nachdem mit
u? 4+ v? # 0 gekiirzt wurde, die quadratische Gleichung

(1.30) y* — 2uysin? /2 + (v?sin? /2 — u? cos® p/2) sin® /2 = 0
mit den beiden Losungen

(1.31a,b) Y12 = vsin® /2 + usin /2 cos p/2.

Aus (1.31a,b) folgt sofort

(1.32a,b) T19 = ucos® p/2 & vsin /2 cos p/2.
Werden die Gleichungen (1.31a) und (1.32a) in (1.26) eingesetzt, so erhélt
man wegen z = R(u? cos® ¢/2+v? sin” /2—uz—vy) die Gleichung z = — 2.

Analog liefert (1.31b) bzw. (1.32b) die Gleichung z = 2. Somit besteht
die Hullflache aus den beiden Geraden

x = cosp/2(ucosp/2 —vsingp/2)
(1.33a) g1... y = —sinp/2(ucos /2 — vsinp/2)

Z:§

und

x =cosp/2(ucosp/2+vsinp/2)

(1.33b) gs ... y = sinp/2(ucos /2 4+ vsin p/2)
d

z2=—= ,

2
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aus denen die Punkte A;(0,0,d/2) und A5(0,0,—d/2) herausgeschnitten
sind. Fiir festes v und v wird geméfl (1.9a,b) eine eindeutig bestimmte
Beriithrsphére von g; und g5 festgelegt, wobei die Koordinaten in (1.33a,b)
die Beruhrpunkte By € g1 und By € g9 festlegen. Fiihrt man auf ¢g; und
go die isotropen Abstdnde \ := A1 B; und p := Ay Bs ein, so folgt aus
(1.33a,b)

A=wucosy/2 —wvsiny/2
(1.34a,b) p/2=vsing/
p=ucosp/2+vsinp/2

und die entsprechenden Beriihrpunkte werden nun durch
By (Acos /2, —Asing/2, 1d)
By (pcos /2, psinp/2, —1d)

mit (A, 1) # (0,0) festgelegt. Umgekehrt tritt jede Gerade des von g; und
g2 aufgespannten hyperbolischen Strahlnetzes — ausgenommen n — als
Beriihrsehne BBy = e genau einer parabolischen Sphéare der Schar ¥ auf.
Die Mittelpunkte M (&, n,0) dieser Beriihrsehnen sind durch

(1.35a,b)

1 1

(1.36) E=g(utNeose/2, n=g(u—Nsing/2, (=0
bzw.

(1.37) £ =ucos’p/2, n=uwsin?p/2, (=0

gegeben, wobei die aus (1.34a,b) flieBenden Formeln

1

1. b = —— A —A
(1.38a,D) " 2cosg0/2(u+ ) QSingp/Z(M )

beniitzt wurden. Wird eine einparametrige Kugelschar aus X gewahlt,
dann legen die Formeln (1.36) bzw. (1.37) die Sehnenmittenkurve dieser
Schar fest. Wir vermerken den

Satz 4. Die zweiparametrige Schar 3. aller parabolischen Sphéren,
die zwei windschiefe nichtisotrope Geraden ¢y, go beriihren, besitzt als
Hiillflache genau die Geraden g1, g2, wobei in der Normaldarstellung die
Beriihrpunkte By € g1 und Bs € go durch die Formeln (1.33a,b) bzw.
(1.35a,b) beschrieben werden. Jede Gerade des von g und gy erzeugten
hyperbolischen Strahlnetzes — ausgenommen die vollisotrope Treftgerade
von ¢y, go — tritt als Beriihrsehne genau einer Sphare der Schar ¥ auf;
der Sehnenmittelpunkt wird durch (1.36) bzw. (1.37) fesgelegt.

Wir betrachten nun die Menge aller Spharen o € ¥, die g; in einem
festen Punkt B; berithren. Wegen A\ = Ay = konst . sind gemé8 (1.38a,b)



Zur Kugelgeometrie des einfach isotropen Raumes 11

und (1.9a) die Scheitelpunkte S(z,y, z) dieser Sphéren gegeben durch

(it
v 2cosgp/2<u+ 0)
1
(1.39) y= W(M — o)
dip+X, p—=Ao o
= _—— t 2 t 2.
® 4 M_/\()ggp/%—ﬂ_’_)\ocggo/

Alle Punkte S liegen ersichtlich in der isotropen Ebene
(1.40) n...xcosp/2—ysinp/2 = Ao,

die zu g; orthogonal ist. Weiter folgt aus (1.39), dafl diese Kurve auf der
Flache 3. Ordnung

d
(1.41) Yz + Z(xztggo/Q—l—yz ctgp/2) =0

liegt, die ersichtlich mit ¢g; und go isotrop-invariant verkniipft ist. Die
Flache (1.41) ist ein gerades Konoid 3. Ordnung (vgl. [3,276]) mit der
vollisotropen Gemeinnormalen von g; und g5 als Konoidachse. Die Kurve
(1.39) ist somit eine ebene algebraische Kurve 3. Ordnung. Sie schneidet g;
bzw. g in dem Punkt By bzw. in dem Punkt R, den man als Schnittpunkt
von 7) mit go erhalt. B; gehort zum Parameter p = \gcos e, wahrend

Ry zum Parameter p = C(?Socp gehort; Ry existiert nur fir ¢ # 7/2 (vgl.

Abbildung 2, die einen Grundrif§ der geometrischen Situation zeigt). Die
Kurve (1.39) schneidet die Fernebene w im doppelt zu zéhlenden absoluten
Punkt F' und im Punkt (0:sing/2: cosp/2:0).

Nach (1.9b) gilt

d

(1.42) R=—",
p2 = Aj

sodaf bei festem Ry genau 2 Beriihrsphéaren o1, o5 der Schar ¥ zum Linien-
element (B7,¢1) gehoren. Da aus (1.42) sofort

/ d
Ry

folgt, liegen die Beriihrungspunkte Bél) und Béz) dieser Spharen auf go
symmetrisch zu A = gon. Bei vorgegebener Achse a; C 7 erhélt man
wie in Abbildung 2 gezeichnet sofort jene Parallelkreise ¢y und ¢, der

parabolischen Sphéare oy, die g bzw. go beriithren. Mittels B§2) findet
man die Achse as der entsprechenden Sphére o5, die ebenfalls den Radius
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Abbildung 2.

Ry besitzt. Hiermit gewinnt man die Parallelkreise co und ¢ von o4, die
g1 bzw. go berithren. Durch die Achse und zwei Parallelkreise ist aber eine
parabolische Sphére eindeutig bestimmt.

Wir schneiden nun die Gerade (1.40) mit einer der gleichseitigen Hy-
perbeln h (1.10). Die Schnittpunkte S;, So werden dann durch die qua-
dratische Gleichung

Ao .,
singp/2y ARsin® /2

(1.44) y? +

festgelegt. Fiir die Nullstellen y;, yo von (1.44) gilt bekanntlich nach VI-

ETA y1+ys = — sinAgg/2 und aus (1.40) folgt entsprechend z1+z9 = Cos)\:();/2‘

Der Mittelpunkt H der Strecke S1S5 besitzt demnach die von R un-
abhangigen Koordinaten

Ao Ao

(1.45) h 2cos /2 Yh 2sin /2
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Wie aus (1.39) ersichtlich, gehért H zum Parameterwert u = 0, sodaf sich
fiir den zu H gehorigen Sphéirenradius Ry, geméaf (1.42)

d

A
einstellt. Wir bezeichnen die zu A = 0 gehorige Sphare oy als 1. Haupt-

sphdre. Bezeichnen wir die Achsen von o1 und oo mit a; und as, so
berechnet man aus (1.38a,b) unter Beachtung von (1.43) unmittelbar

(1.46) Ry =

1 1
(it Ae)y (= A
“ |:2(ZOS(,0/2 1+ o), 2sing0/2(u 0)} ’

(—p+ o), — (u+ Ao>]

2 [2cosg0/2 2sin /2

und findet daraus

—_— u 0 — B T—
aH = | — ,—— = Has, sowie |a1H|=|Has| =
2cos /2" 2sinp/2

sin ‘ ’
Die Achsen a1, as der Sphéren o1, o9 liegen daher symmetrisch zur Achse
ap der 1. Hauptsphére (vgl. Abbildung 2).

Legt man durch Bj eine beliebige Gerade ¢ in 7 mit der Darstellung

1
(147) o= ()\0 cos /2, —Agsin /2, §d) + t(sin /2, cos p/2,v3),

(v3 #0)

so schneidet g die Kurve 3. Ordnung (1.39) nebst B in zwei weiteren Punk-
ten My, Ms, die als Scheitelpunkte von 2 Spharen 01,0, € X auftreten.
Wir bezeichnen oy und o4 als assoziierte Sphdren. Die Bestimmung der
Schnittpunkte von (1.47) mit (1.39) liefert nebst ¢ = 0 die quadratische
Gleichung

(1.48) 2+ (2)\0ctgg0+,—2>t—)\(2) =0
vg sin” @

aus der nach VIETA fiur das Produkt Nullstellen

(1.49) tity = — A3

folgt. Somit gilt fiir die Abstdnde B;M; und By Ms wegen (1.46) die
wichtige Beziehung
d

(1.50) B\, - [BiMa| = 'R—‘ .
h
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Zu den Punkten By € ¢ und fiir ¢ # 7/2 zu Ry € g2 gehoren zwei ausgeze-
ichnete Sphéren ooy, o3p, die wir als 2. und 3. Hauptsphdre bezeichnen.
Sie besitzen die Eigenschaft, dal die Parallelebene zur [zy]-Ebene durch
B; bzw. Ry jeweils Tangentialebene von oop bzw. o3y ist. Nach (1.42)
berechnet man ihre Radien Ry bzw. Rz zu

d

1.51a,b Ro=——2
( a,b) 2 )\%Sin2gp

d
R3 = )\—gctg2 ®

und folgert daraus die interessanten Beziehungen

R 1
(1.52a,b) 2 = , Ro+ Rz =

d
Rs ~ cos?¢ = B

Y

Die Beziehung (1.52a) ist unabhéngig von Ag; sie zeigt, dafl die Radien
der 2. und 3. Hauptsphare stets entgegengesetztes Vorzeichen besitzen.
Wir vermerken einige Ergebnisse im

Satz 5. Die Scheitelpunkte aller Spharen, die eine Gerade g1 in einem
Punkt By und eine zu g; windschiefe Gerade go beriihren, liegen auf einer
ebenen algebraischen Kurve 3. Ordnung ks (1.39) in der isotropen Nor-
malebene n auf g; durch By. Die Achse ay der 1. Hauptsphére oy liegt
symmetrisch zu den Erzeugenden, die n aus allen hyperbolischen Zylindern
¢ (1.10) herausschneidet. Je 2 Sphéren aus ¥ zum Linienelement (B, g1)
von gleichem Radius besitzen Achsen a1, as, die von apy entgegengesetzt
gleiche Absténde besitzen. Die Kurve ks schneidet g, und go in den Scheit-
elpunkten der 2. und 3. Hauptsphére ooy, bzw. osg, falls ¢ # 7/2 gilt.
Fiir alle Paare von assoziierten Sphédren aus ¥ zum Linienelement (B, g1)
ist das Produkt der Abstidnde der entsprechenden Spharenscheitel vom
Punkt B; konstant.

§2 Geometrische Ergénzungen

Betrachtet man im dreidimensionalen euklidischen Raum die Mit-
telpunkte aller Kugeln, die zwei windschiefe Geraden g1, g2 beriihren, dann
liegen diese Punkte auf einem orthogonalen hyperbolischen Paraboloid ®14
(vgl. [4]). Zu einem vorgegebenen hyperbolischen Paraboloid ®15 ist je-
doch g1, g2 nicht eindeutig bestimmt, es gibt vielmehr eine einparametrige
Schar von Geradenpaaren (g1, ¢g2), die @15 als Abstandsfliche erzeugen.

Die entsprechende Fragestellung wollen wir jetzt im einfach isotropen
Raum behandeln, wobei an die Stelle von ®15 die Flache der Scheitel aller
Beriihrsphéren von g; und g9 tritt. Diese Flache, die i.f. als Scheitelfliache
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W19 bezeichnet wird, gewinnt man aus (1.9a,b) mittels x = u, y = v in der
Form

d
(2.1) Fzmyz+Z(m%ggp/2+y20tg¢/2) =0.

Es handelt sich um das schon in (1.41) betrachtete gerade Konoid 3. Ord-
nung mit der Geraden n als doppelter Leitgeraden. Bildet man aus (2.1)
die partiellen Ableitungen

d

F,=yz+ 5xtg<p/2 =0
d

(2.2) Fy=zz+ §yctg ©/2=0
F,=2y=0,

so erkennt man, dafl der Koordinatenursprung U (0,0,0) der einzige sin-
guldare Punkt von Wq5 ist, d.h. geometrische Bedeutung besitzt. Wird Wi,
mit einer Ebene y = kx geschnitten, so stellt sich fiir £ # 0 nebst der
doppelt zu zahlenden Leitgeraden n die Flachenerzeugende

(2.3) y = kx, z:—%(tgcp/Z—l—kzctggo/Q)

ein, wahrend die Ebene y = 0 die Flache W5 nur nach der doppelten
Leitgeraden n und der Ferngeraden xy = x2 = 0 schneidet. Analoges gilt
fir die Ebenen x = ky, wobei die Ebene x = 0 die Flache nur nach der
doppelten Leitgeraden n und der Ferngeraden zy = z; = 0 schneidet.
Demnach besitzen die Ebenen z = 0 und y = 0 geometrische Bedeutung.
Falls also ein anderes Geradenpaar (gs, g4) ebenfalls die Scheitelfliche W19
erzeugt, dann miissen die Geraden g3 und g4 die doppelte Leitgerade n von
W5 in zu U symmetrisch gelegenen Punkten schneiden und zur Richtebene
z = 0 von Wiy parallel sein. Weiters miissen g3 und g4 mit der Ebene
y = 0 entgegengesetzt gleiche Winkel einschliefen. Werden diese Winkel
mit :l:%@b bezeichnet und die Abstédnde der Geraden g3, g4 von U mit :l:%h
angenommen, dann erhdlt man analog zu (1.9a,b) zwei Gleichungen, die
als Scheitelflache die algebraische Flache

(2.4) a:yz+%(:c2tg¢/2+y2ctgw/2) =0

liefern. Sollen (2.1) und (2.4) fiir alle (z,y) € R x R iibereinstimmen, so
liefert dies die beiden Bedingungen

(2.5a,b) dtg /2 =htg/2, dctgy/2 = hctgi/2,

aus denen wegen d > 0, h > 0 sofort d = h und ¢ = ¢ folgt. Damit gilt
g1 = g3, g2 = g4. Wir vermerken den
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Satz 6. Zwei windschiefe nichtisotrope Geraden gy, go des einfach
isotropen Raumes und die Scheitelflache V15 aller parabolischen Beriihrspha-§}
ren von g; und go bestimmen sich gegenseitig eindeutig.

Wir betrachten nochmals alle parabolischen Spharen von festem Ra-
dius Ry, die zwei windschiefe, nichtisotrope Geraden beriihren. Mittels
(1.9b) erhélt man aus (1.37) fiir die Sehnenmittenkurve die Darstellung

(2.6) £ =ucos? /2, n:mtggo/l ¢=0.
Dies ist eine gleichseitige Hyperbel mit der Gleichung
(2.7) &n = @ sin ¢

8Ry

und den isotropen Bisektoren als Asymptoten. Bezeichnen B; und B
die entsprechenden Beriihrungspunkte mit g; bzw. go, dann erzeugen die
Verbindungsgeraden e = Bj;Bs eine Regelfliche A, die sich durch die
Beziehung

d

2 2

(2.8) pe = A e

charakterisieren 1afit. Die Gleichung (2.8) beschreibt eine (2-2)-Koorres-
pondenz zwischen g; und g2, sodaf} die Regelfliche A nach dem CHASLESCHEN]
Korrespondenzprinzip (vgl. [7, 48]) eine Regelfldche 4. Ordnung ist. Sie
besitzt die Geraden g; und g, als doppelte Leitgeraden und die Hyper-
bel (2.7) als Leithyperbel. Nach [7, 261] ist A somit eine Regelfliche
4. Ordnung von 7. STURMSCHER Art; die Ferngerade o = z3 = 0 ist
Doppelerzeugende der Flache. Unter Beniitzung der Leitgeraden g; und
des Richtungsvektors By Bs auf den Erzeugenden e von A kann man die
Regelflache in der Gestalt

x=Acosp/2+t(u— N)cosp/2
(2.9) y = —Asing/2 +t(u+ A)sinp/2
1
z=—d—td
2

parametrisieren, wobei A und ¢ die Flachenparameter sind und die Nebenbe-Jj
dingung (2.8) gilt. Durch Elimination von A, p und ¢ aus (2.9) und (2.8)
erhalt man nach einiger Rechnung die Fldchengleichung

1

2.10
( ) 8Rod

(d? — 42%)*sin? ¢ =

= 4dz (2% sin? /2 + y? cos® ¢ /2) + xy(d® + 42%) sin .
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Wie aus (2.10) ersichtlich, schneidet A die Fernebene w nach der

Doppelgeraden 79 = z3 = 0 und dem Fernkegelschnitt zq = x2sin p—

—2x129Ryd=0. Die 4 Torsallinien von A werden durch {)\:0, = £ 4/ Rio }

und {)\ =+ Rio’ W= 0} festgelegt. Wir vermerken den

Satz 7. Die Verbindungsgeraden der Beriihrpunkte aller Sphéaren von
festem Radius Ry mit zwei nichtisotropen windschiefen Geraden gy, g
erzeugen eine Regelfliche 4. Ordnung A, 7. Sturmscher Art mit den
Geraden g, und g, als doppelten Leitgeraden und der Ferngeraden der
durch g1 und g5 bestimmten Ebenenstellung als Doppelerzeugender. Die
Regelfliche A kann als Menge der Treffgeraden von ¢y, go und der Sehnen-
mittenhyperbel (2.7) erzeugt werden.

Wir betrachten nochmals alle parabolischen Sphéaren o, die 3 paar-
weise windschiefe, nichtisotrope Geraden g1, g2, g3 beriithren. Als Sehnen-
mittenkurve dieser Sphérenschar erhdlt man aus (1.19a) mittels (1.37) in
der Ebene ¢ = 0 die Kurve

4

i o (Eez18in*p )2 + nesacos®p/2 + qeszén)? =

(2.11) = Zsin® /2 + 1 cos® /2 — 2as3¢€n — 2az1E sin® p/2—

1 :
— 2as39m cos? /2 + Z(agl + a3,) sin? .

Die Gleichung (2.11) stellt fiir es3 # 0 eine pseudoeuklidisch bizirkuldre
Kurve 4. Ordnung dar. Fir egg = 0 ist (2.11) ein Kegelschnitt mit der
Gleichung

& (sin® /2 — €3, tg” ¢/2) — 26n(azsq + ezies)+
(2.12) +n?(cos? /2 — €3, ctg? ©/2) — 2a31Esin® /2~

1
—2az91 cos” /2 + 1 (a3, + a3,) sin®p = 0.

Um den Typus von (2.12) zu bestimmen, berechnen wir die Diskriminante
A jener quadratischen Gleichung, die die Fernpunkte von (2.12) festlegt.
Man findet zuniichst A = (a33q + e31e32)? — (sin? /2 — €2, tg? ¢/2)-
(cos? /2 — €2, ctg? p/2) und diese Gleichung liBt sich unter Beachtung
von €2, + e3, = 1 umformen zu

(2.13) A = (asz3q + 631632)2 + (e%1 — cos? cp/2)2.

Diese Gleichung zeigt, daBl A > 0 gilt, falls nicht e3; = *cosp/2, ezo =
+ sin ¢/2 und entsprechend az3 = :F%d gilt. Dann fallt aber g3 mit g; bzw.
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g2 zusammen, was nicht zuléssig ist. Somit ist (2.12) stets eine Hyperbel;
diese ist nur fiir ¢ = 7/2 gleichseitig.

Bestimmen wir noch jene Regelfliche A, die von den Verbindungs-
geraden e := BjBs der Berithrungspunkte By € g; und By € go obiger
Sphérenschar erzeugt wird! Werden die Gleichungen (1.38a,b) in (1.19a)
eingesetzt, so entsteht nach einiger Rechnung die Bedingung

1
2sin ¢
+ 2u(esy sin /2 + ey cos 0/2) + gegs(p® — A?)]
= p*(sin @ — 2qass) + A*(sin @ + 2qazs)—

— 4p(agy sinp/2 + asze cos p/2) — 4X(agy sin /2 — age cos ¢ /2)+
+2(a3, + a3,)sinp = 0.

[2X(e31 sin /2 — e39 cos ¢ /2)+
2 R
(2.14)

Die Gleichung (2.14) ist fiir eg3 # 0 eine (4-4)-Korrespondenz zwischen
den Tragergeraden g; und gz, sodafl die erzeugte Regelflache A nach dem
CHASLESCHEN Korrespondenzprinzip die Ordnung 8 besitzt. Fiir es3 =0
liefert (2.14) nur eine (2-2)-Korrespondenz und A besitzt die Ordnung 4.
A kann in diesem Fall als Menge aller Geraden erzeugt werden, die g1,
g2 und die Hyperbel (2.12) schneiden. Somit ist A eine Regelflache 4.
Grades von 7. STURMSCHER Art (vgl. [7, 261]) mit den Geraden g; und
go als doppelten Leitgeraden und der Ferngeraden der durch g; und go
festgelegten Ebenenstellung als Doppelerzeugender. Wir vermerken

Satz 8. Sind g1, g2, g3 drei paarweise windschiefe, nichtisotrope Ger-
aden allgemeiner Lage, dann bilden die Verbindungsgeraden der Bertih-
rungspunkte der einbeschriebenen Spharen 3 Regelflachen 8. Grades. Die
zu je 2 Geraden gehorige Sehnenmittenkurve ist eine pseudoeuklidisch
bizirkulare Kurve in jener Ebene, die durch die entsprechenden Bisektoren
aufgespannt wird.

Satz 9. Sind g1, g2, g3 drei paarweise windschiefe, nichtisotrope Ger-
aden, die zu einer Ebene parallel sind, dann bilden die Verbindungsger-
aden der Beriihrungspunkte der einbeschriebenen Spharen 3 Regelflachen
4. Grades, 7. STURMSCHER Art. Die zu je 2 Geraden gehérige Sehnenmit-
tenkurve ist eine Hyperbel in jener Ebene, die durch die entsprechenden
Bisektoren aufgespannt wird. Die erzeugte Regelflache kann als Menge der
Treffgeraden der Geraden g;, g; (i # j) und der zugehdrigen Sehnenmit-
tenhyperbel erzeugt werden.

Der folgende Satz zeigt, wie man zu mehr als 4 paarweise windschiefen
Geraden in einem Sonderfall 2 reelle parabolische Beriihrsphéaren finden
kann.
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Satz 10. Sind {fi, fa2,...} paarweise windschiefe Erzeugenden auf
einem einschaligen Drehhyperboloid W mit vollisotroper Drehachse a und
ist g eine beliebige Gerade mit folgenden Eigenschaften:

(a) g ist zu keiner Erzeugenden des Asymptotenkegels von ¥ parallel.
(b) g ist nicht zu a parallel.

(c) Ist der wahre Umrif von WV fiir die Blickrichtung g eine Hyperbel u",
so liegt die projizierende Gerade g" im Inneren von u'™, aber nicht auf
den Scheiteltangenten von u™.

(d) Ist der wahre Umrifi von ¥ fiir die Blickrichtung g eine Ellipse u™, so
liegt die projizierende Gerade g™ im Aufleren von u", aber nicht auf
einer Scheiteltangente von u™.

Dann existieren genau 2 reelle parabolische Beriihrspharen o1, o2 von

{f17f27--'7g}'

BEWEIS. Jede W einbeschriebene parabolische Sphére o bertihrt
{f1, f2y...,}. Es bleibt daher noch zu zeigen, dafi 2 reelle Sphéren o1,
oo dieser Art existieren, die zuséatzlich g beriihren. Durch Einfiihrung von
(eventuell) zwei Seitenrissen kann g projizierend gemacht werden, wobei
wegen (a) der Normalumrifl von ¥ gemé$ [2, 228f] eine Hyperbel u™ oder
eine Ellipse u™ ist. Wegen (b) ist u” nicht kreisformig. Ist u” eine Hy-
perbel, dann ist gemafl (c) die projizierende Gerade g™ ein Innenpunkt
der Hyperbel u™, d.h. liegt in dem Bereich, wo der Hyperbelmittelpunkt
liegt. Da der Umril ¢™ der ¥ einbeschriebenen Sphéare eine Parabel ist,
deren Achse mit der Nebenachse von ©" zusammenfallt und die u™ doppelt
beriihrt, bleibt zu zeigen, dafl es durch jeden Innenpunkt g™ von u” genau
2 Parabeln dieser Art gibt. Zum Beweis kann «™ in der Gestalt

22 g2
und o™ in der Form
(2.16) y=Ra*+d

vorgegeben werden. Als Beruhrbedingung
von u"™ und ¢" erhalt man dann nach
kurzer Rechnung

2

b
2.1 2 d= —
(2.17) a’R+ 122

wahrend die y-Koordinate der symmetrisch
zur y-Achse gelegenen Bertihrungspunkte
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Abbildung 3.

B;, By durch
b2
" 242R
festgelegt werden (vgl. Abbildung 3).
Soll ¢™ einen vorgegebenen Punkt
P(x¢,y0) enthalten, dann gilt nach (2.16) |

Yo = Rx3 + d und hiermit folgt aus
(2.17) die quadratische Gleichung

(2.18) Y

1
(2.19) 2a%(a? — 23)R* + 2a*yo R — 5b2 =0

in R, die fiir x¢g # +a die beiden Lésungen [ |

—ayo £ \/a?y2 — b2z + a2b?
2a(a® — x3)

(2.20) Rio =

besitzt; nach Voraussetzung (c) gilt ja

xo # £a. Ersichtlich gilt fiir die Diskrim- [ |
inante A dieser quadratischen Gleichung [ |
A=a?y2—b*z¢+a?b?*>0 genau dann, wenn |
P im Innenbereich der Hyperbel u™ liegt, [ |
denn fiir den Hyperbelmittelpunkt M (0, 0) |

gilt namlich A > 0. Somit existieren
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2 reelle Parabeln durch P, da aus den
beiden Werten Ry, Ry in (2.20) gemaf
(2.17) die ausstehenden Werte dy, do
eindeutig bestimmt werden konnen. Mit-
tels VIETA findet man fiir die Radien
R1, Ry aus (2.19) unmittelbar

Yo b?

(2.21) R+ Ry = 2 7> RiRy; =

und berechnet hiermit aus (2.18) fiir die
entsprechenden y-Werte 41, ys

b2
(2.22a,b) Y1 +y2 = 2yo, Y1y2 = 9(9&2) —a?).

Hiermit stellt sich schliefllich

1
a

(2.23a,b) ‘
e — 220 — 222 + a2
Y2 = Yo a\/a Yo o+ a

ein, wobei auf die Angabe der symmetrischen
Losung verzichtet wurde. Ist u™ eine
Ellipse, die man o. B. d. A. in der Gestalt

22 g2
(2.24) St =l
ansetzen kann, dann gewinnt man aus
(2.24) und (2.16) in Analogie zu den
Formeln (2.17), (2.18), (2.19) und (2.20)

b2
2 —
(2.25) PR+d=—-—rs .
b2
2.2 S
(2.26) Y 2a2R "’
1
(2.27) 2a%(a® — 23)R* + 2a®yo R + §b2 =0,

—ayo £ \/a?y2 + b2x3 — a2b?

2.28 Rio=
(2.28) 1.2 2a(a? — x3)

c—a 4a?(z3 — a?)

21
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Nach Voraussetzung (d) gilt xg #
+a und fiir die Diskriminante A = a?y2+
b2x¢ — a?b? gilt A > 0, wenn P(z0, o)
im Auflenbereich der Ellipse (2.24) liegt;
fiir den Ellipsenmittelpunkt M (0, 0) gilt
ndmlich A < 0. Somit besitzt (2.28) 2
reelle Losungen Ry, Rs, die iiber (2.25)
zwei reelle doppelt beriihrende Parabeln
ol', oy der Umriflellipse u" bestimmen.

Die zu (2.23a,b) analogen Formeln lauten
schlief3lich

1
Y1 = Yo + —\/a2y§ + b222 — 202
(2.29a,b) a

1
a

Die Abbildung 3 zeigt fiir die Annahme
a =3, b =4 im Fall einer Hyperbel u"
die beiden Parabeln ¢ und o3 durch
den Punkt P(2,5;2). O
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