Zentralsymmetrisierung konvexer Kdorper.

Von GYULA Sz.-NAGY in Szeged.

1. Die grofite Sehne (oder eine der grofiten Sehnen) eines konvexen
Korpers & in einer Richtung u ist der Durchmesser d(u) von & in der be-
treffenden Richtung. Verschiebt man die Durchmesser von &, so dal ihre
Halbierungspunkte in einem festen Punkt O zusammenfallen, so bildet die Punkt-
menge der verschobenen Durchmesser einen in bezug auf O symmetrischen
konvexen Korper K7.

Der konvexe Korper & hat in jeder Richtung u zwei Stiitzebenen, deren
Abstand von ihrer Mittelebene halbiert wird. Verschiebt man die Paare der
parallelen Stiitzebenen von &, so dafi ihre Mittelebenen durch O gehen, so
stiitzen die verschobenen Ebenenpaare einen konvexen Koérper & vom Mittel-
punkt 0. Die Korper & und R stimmen iiberein. Der Korper {8*= 1! =&}
ist der zentralsymmetrisierte von R&. Die orthogonalen Projektionen von &
und & haben in einer beliebigen Richtung u denselben Umfang.

K" ist ein im Verhdltnis 1:2 verkleinerter Vektorkdrper von 1),

Der Vektorkdrper eines konvexen Korpers spielt in der neuesten Lite-
ratur eine wichtige Rolle®). Ich habe die vorher genannten Sitze in einer
ungarischen Arbeit®) . elementar und anschaulich bewiesen. Meine Beweise
wurden wegen ihrer Sprache nicht bekannt. Ich mdchte ihnen in einer verein-
fachten und ergénzten Form eine groBere Offentlichkeit geben.

2. Bezeichnen A, A, und B, B, bzw. A} A} und B/ B; zwei beliebige Durch-
messer von & bzw. ihre Lage nach der Verschiebung, so sind A,A, und
ATA; bzw. B,B, und B B; gleich und pgrallel. ATA; und BIB; halbieren
sich in 0. Der Korper &) ist konvex, weil er jeden Punkt P; der Strecke
Al B! enthdlt. Sind die Verteilungsverhiltnisse 4= (A;B}P;)=(A;B;P;) =
= (A,B,P,) = (A,B,P,), so sind die Strecken P} P; und P,P, gleich und
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parallel. Sind ndmlich 2=(4;B;Q})= (4,B,Q,), so folgt aus der Ahnlichkeit
der Dreiecke ATA; B, P/ QiB] und AA;B,, P,Q,B,, und aus Gleichheit
und Parallelitit von A,A, und AJA;, daf die Dreiecke P'Q}B; und P,Q,B,
kongruent und P;Q; und P,Q, gleich und parallel sind. Aus dhnlichen Griinden
sind auch QP und Q,P, gleich und parallel. Daraus folgt, daf die Drei-
ecke P'P;Q} und P,P,Q, gleiche und parallele Seiten besitzen. Die Strecke

'P; liegt in &, weil auch die konvexe Hiille von A,A, und B,B, (also ein
Teil von &) eine zu PP, parallele und gleiche Sehne P,P, enthdlt. Damit
ist bewiesen, dafl &; konvex ist.

3. Sind a, und a, parallele Stiitzebenen von & durch die Endpunkte
des Durchmessers A, A, so stiitzen die zu @, parallelen Ebenen durch die
Endpunkte des zu A, A, parallelen Durchmessers A} A} von §&; den Kborper R].

Dies 146t sich leicht einsehen, wenn man O in den Halbierungspunkt
von A, A, setzt. Dann stimmen AJA; und A, A, iiberein und die Ebenen g,
und a, stiitzen auch &]. Widrigenfalls hdtte t eine Sehne durch 0, deren
Endpunkte auferhalb des parallelen Ebenenpaares a,a, ldgen. Dann hitte
aber die zu dieser Sehne parallele Durchmesser von & mindestens einen
Endpunkt aufierhalb des Ebenenpaares a,a,.

4. Sind af und o] parallele Stiitzebenen durch die Endpunkte eines
Durchmessers A{A] von R}, so stiiizen die zu a} parallelen Ebenen durch
die Endpunkte des zu A}A; parallelen Durchmessers von & diesen konvexen
Korper.

Zum Beweis dieser Behauptung setzt man den Punkt O in A, und
dann vergrofiert man den erhaltenen Korper $ beziiglich von O==A, im
Verhdltnis 1:2 in einen konvexen Korper &. Die zu a; parallele Ebene g
durch A, ist eine Stiitzebene von & und auch von &, weil & an der A, nicht
enthaltenden Seite von a; keinen Punkt P besitzt. Widrigenfalls wire die
Strecke A,P—OP von & grofer als ihre in & fallende Teilstrecke, welche
dem zu A,P parallelen Durchmesser von A} gleich ist. Die Korper & und &7
haben also in jeder Richtung gleiche Durchmesser.

5. Die zu den parallelen Stiitzebenen durch die Endpunkte eines Durch-
messers A,A, von & parallelen Ebenen durch die Endpunkte des zu A A,
parallelen Durchmessers von R] sind also Stiitzebenen von K]. Daraus folgt,
daf & =RKI1=4§" ist. & und & haben also in jeder Richtung u gleiche
Breiten und gleiche Durchmesser. Dasgleiche gilt offenbar auch fiir einen
konvexen Bereich B und fiir seinen zentralsymmetrisierten 3°,

‘6. Die konvexen Bereiche ¥ und 3B* haben gleiche Umfinge.

Dies ist klar, wenn B ein Dreieck ist. Dann ist 8* ein Sechseck, dessen
Seiten und Hauptdiagonalen zu den Seiten von B parallel sind. Die Haupt-
diagonalen halbieren sich in.O. Die Seiten von B* sind halb so groB, wie
die paralelle Seite von 3, '
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Ist a eine Seite eines konvexen Vielecks B und enthdlt die zu a paral-
lele Stiitzgerade von B nur einen Stiitzpunkt A, so ist jede Verbindungs-
strecke von A und eines beliebigen Punktes der Seite a ein Durchmesser
von B. Bei dem zentralsymmetrisierten liegen die Endpunkte dieser Durch-
messer auf zwei zu a parallelen Strecken von den Lédngen —g—. Liegen die
Stiitzpunkte der zu a parallelen Stiitzgeraden auf einer Seite von B mit der
Linge b, so sind die Verbindungstrecken der Punkte von a und & Durch-
messer von B. Die Endpunkte der parallelen Durchmesser von ¥* fiillen
a--b

2
dab die Vielecke ¥ und 3B* gleiche Umfinge besitzen. Daraus folgt der Satz
ftir einen beliebigen konvexen Bereich B und fiir seinen zentralsymmetrisierten
¥*, wenn man ihn durch eingesch iebene Vielecke annihert, deren Ecken
Endpunkte gewisser paarweise parallelen Durchmesser von 3 bzw. 8* sind.
Damit ist bewiesen, daff die orthogonale Projection von & und &* gleiche
Umfinge besitzen.

Sind A, A; und B,B, bzw. A]A] und B;B; Durchmesser eines konvexen
Bereiches B bzw. die parallelen Durchmesser seines zeniralsymmeltrisierten 3"
und bezeichnen s, s, bzw. s}, s; die Bogenlingen A,B,, A,B, bzw. A[B;,
A;B] auf der Randkérve von B bzw. ¥*, so folgt aus dem obigen Beweis,
dab s, s, =5+ s;=25]=2s; sind.

7. Besitzt die Randkurve C von ¥ iiberall einen stetigen Kriimmungs-
radius, so besitzt offenbar auch die Randkurve C* von 3" diese Eigenschaft.

Wihrend ein Punkt P sich auf C von A, bis B, bewegt, dreht sich die
zugehorige Stiitzgerade (Tangente) um einen Winkel @, um die Totalkriim-
mung des Bogens A,B, von C Offenbar haben die Bogen A,B,, A,B, bzw,
AIB!, A}B; auf C bzw. C* dieselbe Totalkriimmung «. (A,A, und B, B, bzw,
ATA; und ByB; sind Durchmesser von 3B bzw. die parallelen Durchmesser
von ¥") Wihrend nédmlich P den Bogen A,B, beschreibt, dreht sich die
zugehorige Stiitzgerade g von B und seine zu g parallele Stiitzgerade, sowie
jede zu g parallele Stiitzgerade von B* um denselben Winkel a. Ist s, die
Linge des Bogens A,B, von C, so wird der Kriimmungsradius von C im
Punkt A, durch den Grenzwert

offenbar zwei parallele gleiche ‘Sirecke von der Linge . Hieraus folgt,

PR ..
B+ A (a>0) &
definiert. Aus den Gleichungen s,--s,== 5]+ 8;==2s]=2s] folgen also die
Gleichungen
01+ 0, =01+ 0;=207=2¢;,
WO 9,, 0, bzw. o}, o die Kriimmungsradien von C in den Punkten A,, A,
bzw. diejenigen von C* in den Punkten A}, A; bedeuten.
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Dieser Satz entspricht einem Satz von P. VINCENSINI*) {iber den Vektor-
bereich eines konvexen Bereichs.

Der zentralsymmetrisierte eines konvexen Bereichs konstanter Breite
B ist ein Kreis von Durchmesser B. Die Kriimmungsradien in den End-
punkten eines Durchmessers von einer Kutve konstanter Breife ergeben also
eine konstante Summe, die Breite der Kurve.

8. Hat der konvexe Korper & den Mittelpunkt O, so féllt er mit seinem
zentralsymmetrisierten 8* zusammen. Hat aber & keinen Mittelpunkt, so kann
man sich die Gestalt von & nicht leicht vorstellen. Ist z. B. & ein regel-
mabiges Tetraeder, so ist " ein Kubooktaeder. Dieser Korper entsteht, wenn
man aus einem Wiirfel oder aus einem regelmidfigen Oktaeder bei seinen
Ecken je eine dreiseitige bzw. vierseitige Pyramide abschneidet, deren Seiten-
kanten Halften von Kanten des Wiirfels bzw. Oktaeders sind. Ein Kubooktaeder
hat also 8 Ecken, 12 (gleiche) Kanten und wird von 8 Dreiecken und 6
Quadraten begrenzt.

Ist & ein beliebiges Tetraeder, so wird & von 8 Dreiecken und von 6
Parallelogrammen begrenzt. Jede Seite dieser 14 Polygone ist parallel zu
einer Kante von & und halb so lang ist, als diese.

Ein beliebiger Durchmesser des Tetraeders verbindet ndmlich entweder
eine Ecke mit einem Punkt des gegeniiberliegenden Randdreiecks von R,
oder je einen Punkt von zwei windschiefen Kanten. Die Endpunkte der pa-
rallelen Durchmesser von &* liegen auf zwei parallelen und kongruenten
Dreiecken bzw. Parallelogrammen, je nachdem sie zu den Durchmessern der
ersten bzw. zweiten Art im Tetraeder & parallel sind.

(Eingegangen am 15. Januar 1949.)
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