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Eine Verallgemeinerung der Inhaltsformel von Heron.
Von L. REDEI und B. Sz.-NAGY in Szeged.

1. Fir den Inhalt / eines Dreiecks mit den Seiten a, b, ¢ gilt nach HERON
(1) 1612 =14a%b*>— (a® + 0> —c®)>.

Nach einer wenig bekannten Formel von STAUDT) gilt fiir den Inhalt / eines
ebenen Vierecks mit den Seiten a, b, c,d und den Diagonalen e, f:

"(2) 16/2=4¢e*f* — (a*—b* +c*—d*)?,
wobei a, ¢ (und ebenfalls b, d) einander gegeniiberliegen.

Diese Formeln lassen sich auf das Inhaltsquadrat eines Polygons und
sogar auf das Produkt der Inhalte zweier Polygone veraligemeinern. Geben
wir in den Ebene zwei geschloBene (nicht notwendig einfache) Polygone
(ein m-Eck und ein n-Eck) mit den Ecken A,,..., A4, bzw. B,,..., B, an
(m,n=3), so daB diese bei einer Umlaufung der Polygonziige in den an-
gegebenen Reihenfolgen aufeinanderfolgen. Den Inhalt bezeichnen wir bzw. mit

(3) ]:!(Alx -'-sAm)l jzj(Bh" "Bn))

die wir wie {blich definieren, d. h. wir versehen die Ebene mit einem
Richtungssinn, nach dem dann dem Dreiecksinhalt ein festes Vorzeichen
zukommt, nehmen einen festen Punkt O und setzen

I= I(O! Al) A2)+!(O! AI: A3)+- . -+I(O: Anl—ll A,,,)—]—[(O, Aml Al)

(und entsprechend fiir J); wie bekannt, ist das Ergebnis von der Wahl von
O unabhingig.
Wir beweisen den folgenden

Satz 1. Es gilt

4) 161/ = > 2

ik rfkn
e r
Lk Tie1 ke

wobei r,, die Entfernung von A, B, bezeichnet®). Durch Identifizieren beider

»

1) Cur. v. Sraupr, Uber die Inhalte der Polygone und Polyeder, Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik, 24 (1842), 252—256.

?) In (4) kommen {, k nur mod m bzw. mod n in Betracht (d. h. z. B rp41,4=riz)
Ahnliche Kerrektionen sind auch spiter oft durchzufiihren.
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Polygone folgt hieraus:
(5) 16/ — Z

=1 k=

S!}d'i

I
-l-l k |+‘l, k+1

wobei s;,=s,; die Entfernung von A;, A, bezeichnet. Beide Formeln sind im
folgenden Sinne eindeutig: Weder die recite Seite von (4) noch die von (5)
ist durch ein anderes Polynom vom vierten Grade der Unbestimmten r,,
(i=1,...,m; k=1,...,n) bzw. der Unbestimmten s,,(i<k;i,k=1,...,m)
ersetzbar. X

Beispiele. Fiir den Inhalt / des Fiinfecks gilt
5
1612 = D) (2a%a,, + 2d?2d3,—2ad?—a'),

=1
wobei a,,...,a; (in der Reihenfolge einer Umlaufung) die Seiten und d,,..., ds
je die gegeniiberliegende Diagonale bezeichnen.
Fiir das Produkt der Inhalte /, / zweier Dreiecke mit den Ecken P, Q, R
bzw. 1, 2,3 gilt
16/]=2 (P}Qi—PiQ),
wobei man iiber alle zyklischen Permutationen von P, Q,R und 1,2,3 zu
summieren hat und z. B, P, die Entfernung der Punkte P, 1 bezeichnet.
Bemerkung. Wohl ist (5) ein Spezialfall von (4), aber die Eindeutigkeit
von (5) folgt keineswegs aus der von (4). Der Eindeutigkeitsbeweis von (5)
wird uns mehr Miihe kosten als der von (4).
Nach der sogenannten Vierpunktrelation von EULER?) gilt
0 s s si 1
e O 5 8]
(6) st s, 0 s 1
s sf; sh 0 1
AR TRl AR
Die Emdeuhgkell von (5) steht mit (6) in keinem Widerspruch, weni (6)
homogen vom sechsten Grade ist. Beim Beweis werden wir von (6) keinen
‘Gebrauch machen.
Beweis der Formeln (4), (5). Wir fithren in unserer Ebene ein recht-
winkliges Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt O ein und bezeichnen mit

o =(x;, ¥), b=, )

die Ortsvektoren der Punkte A, B, (i=1,..., m; k=1,..., n). Nach der
Formel

Vi
Xis1  Vina

a

21(O| Au Ai+1) —

ai+1

%) S. z. B. H. Dbrrie, Triumph der Mafhematfk, Breslau 1933, S. 286.
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gilt
a;b, (L

a1j=3|"

t=1 E'H'l
wobei a,b, das innere Produkt von q,, b, bezeichnet. Andererseits gilt

2a,b, = af +-b; — 1},

=22

L] "

LTS k—l .‘+|ba- ai+lbi+1

und so folgt

GR +5E ii a?-]—bf+,—f’;,+1
7 16/ ‘ k :
( ) j ZZ a-n -+ b — r?l-l,k afy +b:+l_r?+1,k+l

Um (4) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB in (7) (nach der Entwicklung
der Determinanten) die Glieder herausfallen, die entweder von allen r;; frei
sind oder nur einen Faktor r’, enthalten. Die Summe der erstgenannten

Ih

Glieder berechnet sich leicht zu
2 2 (@—aky) (b —62);

diese verschwindet sogar beim Summieren iiber k. Die Koeffizientensumme
von r?, ist

— (0%, + b3+a) + (o +Bi_5) + (ai, + Bivy) — (@l 4+ 6iy) =0,
womit (4), also auch (5), bewiesen ist.

Beweis der Eindeutigkeit von (4), (5). Existiert neben (4) und (5) je
eine zweite Formel flir 16// bzw. 16/2 von der im Satz 1 verlangten Art,
so bekommt man als Differenz der entsprechenden rechten Seiten je ein nicht
identisch verschwindendes Polynom vom Grade =4 der Unbestimmten r;
({=1,...,m; k=1,...,n) bzw. s;; (i<k; i, k=1,...,m),*) etwa

f(rlls L rmn)l g(slh ey §, vl,m)!
die aber nach der Ausfiihrung der Substitutionen

ro=l(x:—&2+ (yi—m)* baw. s,=V(x—x,,)2+(y-—y,‘)’
verschwmden‘) Wenn wir diese Substitutionen kurz mit dem Zeichen []
andeuten, dann wire also f+0, aber [f]=0, und g4-0, aber [g]=0. Die
Unmoglichkeit hiervon und zugleich die Richtigkeit des Satzes 1 werden
wir bewiesen haben, wenn wir etwas allgemeiner den folgenden Hilfssalz
zeigen :

Hilfssatz. Fiir irgendwelche Polynome f, g vom Grade p =4 der Un-
bestimmten r,, bzw. s,, zieht eine der Gleichungen [f]=0, [g]=0 auch die
Gleichung f==0 bzw. g=0 nach sich.

1) Hier sind also, im Gegensatz zu unserer obigen Bezeichnung, die r;; und die
s;; als (unabhingige) Unbestimmte anzusehen.

5) Dieses Verschwinden ist so gemeint, daB die x;, y;, &, n: beliebige reelle Zahlen
sein diirfen und ri;, s;x den nichtnegativen Wert obiger Quadratwurzeln bezeichnen.
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Offenbar geniigt, nur solche Polynome zu betrachten, die homogen vom
Grade p <4 sind.

Fiir p=0 ist die Behauptung trivial. Sei p =1 und nehmen wir an,
dab der Hilfssatz fiir Polynome vom Grade p— 1 schon bewiesen ist.

Sei f ein Polynom vom Grade p, so daB [f]=0. Wir nehmen an, daf
doch f+=0 ist und zeigen zunichst, daB dann f die r,, nur zu gerader Potenz
enthalten kann (d. h. f ein Polynom der %, ist). Wire es dem nicht so, d. h,
wiirde es ein Glied von f geben, das z. B. r;, zu einer ungeraden Potenz
enthdlt, so konnte man.schreiben

f=mfi+f.
wo f;, f Polynome von 7}, und der r,; (&=r,;) sind und f; homogen vom Grade
p—1 ist. Wegen [f]=0 gilt dann
@®) [l [i]l=—[f].
Da f,+0, kann nach der Induktionsannahme auch [f,] nicnt identisch ver-
schwinden. Es sei [f;]30 z. B. fiir das System der Punkte (x{, )?), (&, 7))
wegen der Stetigkeit von [f,] kann man offenbar alle & voneinander ver-
schieden annehmen. Geben wir fiir die x,, y,, &, #, mit der Ausnahme von X,
die festen Werte x{, 3!, &, #{, so werden beide Seiten von (8) nicht identisch
verschwindende algebraische Funktionen von x;; [r,] hat die Verzweigungs-
stelien x, =& +i()!— ), die aber keine Verzweigungsstellen von [f1] und
von [f,] sind. Dieser Widerspruch beweist, daB f ein Polynom der r¥, ist.

Ebenso folgl, dab g ein Polynom der s, (i <k) ist.

Also geniigt es, den Hilfssatz nur noch in dem Fall zu beweisen, dall f
und g Polynome der r, bzw. s’ sind. Das fiihren wir direkt aus. Dabei
brauchen wir nur den Fall zu betrachten, daB f und g vom vierten Grade
in r,, bzw. s,, sind, denn sind sie vom zweiten Grade, so wird doch dieser
Fall nach Multiplikation durch ein beliebiges r?, bzw. s}, (i <k) aut den
vorigen Fall zuriickgefiihrt.

Also sei f ein (homogenes) Polynom vom zweiten Grade der r},; wir
zeigen, dafl aus [f]=0 folgt f=0. Fiir m=n =23 ist das richtig, denn die
neun r, (i, k=1, 2, 3) befriedigen offenbar keine nicht identisch verschwin-
dende Gleichung (es handelt sich ja um neun solche Bestandteile — Diago-
nalen und Seiten — eines Sechsecks, die keinem Fiinfeck angehoren, und
man we f, dal man zur Bestimmung eines Sechsecks neun Angaben bendtigt).
Im dbriggebliebenen Fall darf aus Symmetriegriinden m =4 angenommen
werden. Nehmen wir auch an, dafi gegen unsere Behauptung f==0 ist und
dafi wir die Behauptung fiir m —1 statt m schon bewiesen haben. Betrachten
wir ein nichtverschwindendes Glied
9) ari.ry (a==0)
von f. Man wihle zwei Indizes u,v (=1,..., m), die voneinander und von
i;j verschieden sind. Man darf annehmen, daB »=m ist. ldentifiziere man
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die Unbestimmten r,, und r,, (h=1,...,n), dann geht f in ein homogen
quadratisches Polynom f, der Unbestimten r,, (i=1,...,m—1; k==1,...,n)
iiber, das das Glied (9) mit demselben Koeffizienten a enthilt, also f,4-0
gilt. Andererseits gilt wegen [f]=0 noch mehr [f,]=0, da ja die zweite
Gleichung aus der ersten dadurch entstehf, daB man die Punkte A, und A,
zusammenfallen 1d6t, Dieser Widerspruch mit der Induktionsannahme be-
weist f=0.

Endlich wollen wir noch g=0 zeigen. Fiir m=23 ist das richtig, denn
die drei Dreiecksseiten befriedigen keine nicht identisch verschwindende
Gleichung. Im Falle m=4 nehmen wir an, daf gegen die Behauptung g+-0
ist und daB wir die Behauptung fiir m—1 statt m schon bewiesen haben.
Enthilt g ein Glied

(10) ast (a50; i<k),

so verfahren wir &hnlich wie vorher, indem wir nidmlich zwei A, A,,
(u,v==1,..., m) einander gleichsefzen mit voneinander und von i, k ver-
schiedenen u, v, woraus wieder ein Widerspruch entsteht. Im {ibriggebliebenen
Fall enthidlt g kein Glied von der Form (10).

Beirachten wir dann den Fall, daf g (nach paBender Umnumerierung
der Indizes 1,..., m) ein Glied

(11) ash,si,, (a+0)

enthdlt. Man setze dann A, gleich A, und bezeichne mit g, das so aus g
entstandene Polynom der s}, (i<k; i,k=1,...,m—1). Dieses g, enthilt
wegen (11) das Glied as!, offentar unverdndert und so ist g,5-0. Hieraus
entsteht wegen [g,] =0 wieder ein Widerspruch.

Es ist nur noch der Fall iibrig, daB g aus lauter Gliedern von der Form
as;; si, </ k<)
besteht, wobei alle i, j, k, [ verschieden sind. Ausfiihrlich lautet dann g so:
g=a5h5+ bsi:Si+ 55k +. ..

(in den dbrigen Gliedern kommt mindestens ein Index =5 vor). Lassen wir
A, der Reihe nach mit A,, A,, A, zusammenriicken. Dabei nimmt g entspre-
chend die Form

g=(@+b)shsis+..., L=@+)sLsk+..., g=(b+)shsk+...

an. Aus der Induktionsannahme folgt wegen [g,]=[g]=[g:]=0, dab g,
g., &, verschwinden miifen, und das ergibt a:=b=c=0. Mit gleichem
Schluf ergibt sich, daf alle Glieder von g verschwinden, womit der Hilfssatz
und auch Satz 1 bewiesen ist.
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2. Jetzt gehen wir zur Untersuchung der Frage iiber, was aus den
Inhaltsformeln (4), (5) wird, wenn man zu ,Polygonen mit unendiich vielen
Seiten*, d. h. zu beliebigen geschlossenen Kurven in der Ebene {ibergeht.

Es handele sich um die geschlossenen Kurven K, L; die Punkte A von
K seien durch den Parameter u, die Punkte B von L durch den Parameter v
charakterisiert O =u=U, 0=v=V; A(0)=A(U), B(0)=B(V)) Der Ab-
stand von A(z) und B(v) sei mit r(u, v) bezeichnet, sein Quadrat mit g(u, v).
Wir nehmen an, dafl die Funktion r(u, v) stetig ist und stetige partielle Ab-
leitungen r,(u,v), r,(u, v) und r,,(u, v) besitzt. Dann sind offenbar auch

(12) g==r, q.=2rr,, 9,=2r1,, ..,.=2r1.1,-2rr1,;
stetige Funktionen von u, v.
Nun sei K, und L, je ein in K bzw. L eingeschriebenes Polygon mit
den Ecken A(y¢,) (i=1,...,m) bzw. B(v,) (k=1,..., n), wobei
O=u,<t<...<U,<Uppy=U, 0=0,<1n<... <0, <Vpy=W.

Fiir die entsprechenden Inhalte /,, /, hat man nach Satz 1:

lﬁlmjn___‘g’é: q(u;, v,) q(U;, visy)

Q(unﬂyvk) q(u.iﬂy vh-l) j
Substrahiert man in jeder Determinante die erste Spalte aus der zweiten, und
dann die erste Reihe aus der zweiten, so erhilt man
o T u, v u;, v —qu;, v
151.j.=22 q(u;, v;) q (4, vesr) —q (U, v,) i
S qWisn, v) —q (s, v) [Q(8ian, Viin) — @ (Uisn, )] =g (Wi, v201) — g (1, 1))
Wendet man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an, so bekommt man

hieraus :
16 )=2 3

i=] k=1

Iﬁlmjut ZM‘Z“T

i=1 k==1

q(uir ‘U*) qv (Hil 1’:) Ak
q:a("i's vi) 6-' qlw(uu'”! v:‘) di A.i ,

also
g(u,v.)  q.(u,v;) 4
q.(uv) qu.@™e) | Y
wobei u} und u* Werte aus dem Intervall (u;, u,,,), v; und »;* Werte aus
dem Intervall (v, v,,,), wihrend 6, und 4, die Lingen dieser Intervalle be-
zeichnen.

Laft man m und n tber alle Grenzen wachsen, so dab

max 6,+-0 und max 4,-0,

=L i =1, . vy
so erhdit man aus (13) fiir die Inhalte der Kurven K, L:
Uy
[NE- Q(al ?‘) Qu (u! ?‘)
161 =JJ dudv.
7= awn gt

Nach den Substitutionen (12) gelangt man endlich zum
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Satz 2. Beschreiben die Punkte A(t) O=u<U) und B(v) 0=v=V)
je eine geschlossene Kurve K, L vom Inhalt I bzw. J, und ist der Abstand
r(u,v) von A(u) und B(v) eine stetige und stetige partielle Ableitungen r, (u,v),
r.(u.v), r,(u, v) besitzende Funktion, so gilt

UT
(14) 81/:[() ©(rr,,—r.r.) dudv.
0

Es ist also diese Formel, die als die sinngemifie Ubertragung der
Heronschen Formel auf eine Kurve (Fall K=L) bzw. ein Kurvenpaar (Fall
K- L) angesehen werden sollte. (Im Falle K= L hat man natiirlich U=V,
B(v) = A(v) zu setzen.) Die Stetigkeitsvoraussetzungen lieBen sich freilich
durch wesentlich schwichere ersetzen, doch wollen wir darauf nicht ndher
eingehen.

3. Schauen wir unsere Formel (14) in dem Falle ndher an, daf die
Parameter die Bogenldnge bédeuten. Man {iberzeugt sich leicht, dal dann

ru G | I.Iro, rv - uro) rrur = (“ro) (Uro) iy uu’

wobei u==u(u) den (im Sinne wachsender Bogenlidnge gerichteten) Einheits-
vektor der Tangente von K im Punkte A(uz), v=v(v) den Einheitsvektor der
Tangente von L im Punkte B(v), endlich r*=1%u,v) den aus A(u) nach
B(v) gerichteten Einheitsvekior bedeuten. Ist n” ein auf r° orthogonaler Ein-
heitsvektor in der Ebene, so folgt hieraus, dal :

= — (un°) (vn?).

L%

Figur 1.
Wenn man das in bezug auf r°(u, v) genommenes Spiegelbild von o(v) mit
w(u, v) bezeichnet, dann ist wr?==vr’ wn®= —on’ also
rr,,—r.r,= (un®) (wn®) 4 (ur®) (wr’) =un.

Die Formel (14) ldBt sich also auch in der Form schreiben:
uv

(15) 8/]=||r.@um)dudo.
00



Inhaltsformel von Heron. 49
Da u, w beide Einheitsvektoren sind, ist |uw|< 1, folglich

vy 1’8 4
IBIJI é—ﬂ[ﬁ[f’(ﬂ. ‘U) dudv =d[6|.{[§(v)—x(a)]2+[q(v) _y(u)lz } dudv=D,

wobei (x(u), y(u)), (§(v), n(v)) die Koordinaten der Punkte A(u), B(v) in
einem rechtwinkligen Koordinatensystem bedeuten. Dieses Doppelintegral D
ist aber gleich

Uaf E (W) +n*(v) dv+ Vﬂf (x*(u)+y*(u)) du —

U v U v
—26[.-:(:;) du [ () dv—zo[ y(a) dud[q(v) dv,

oder

D=UV(T)+T,)—2UV(X,X,+ 1, Y,);
hier ist 7, der Tragheitsmoment der (homogen mit der Gesamtmasse 1 be-
legenen) Kurve K in bezug auf den Anfangspunkt O, (X, ¥;) sind die Ko-
ordinaten des Schwerpunktes von K; T7;, X,, Y, haben analoge Bedeutung
fiir die Kurve L.

Aus der Formel (15) hat sich also die folgende merkwiirdige Unglei-
chung ergeben:

Sei O ein Punkt der Ebene der Kurven K, L, von dem aus die Schwer-
punkte dieser Kurven unter rechtem Winkel erscheinen (O darf auch mit einem
der Schwerpunkte zusammenfallen). Dann besteht zwischen den Trdgheits-
momenten T,, T, dieser Kurven in bezug auf den Punkt O, ihren Inhalten
I, | und ihren Ldngen U, V folgende Ungleichung :

(16) 8//<UV(T\+T).

Ist insbesondere A= L und bedeutet 7 den Trédgheitsmoment von K
in bezug auf ihren Schwerpunkt, so nimmt (16) die Gestalt an:

(17) sr=vat, d.n T=(21)

) Die Ungleichung (17) IaBt sich iibrigens auch aus der Formel

21 = j(x(u)y(u) y(@) ¥ () du
ableiten. Nach der Schwarzschen Unglelchung gilt namllch
J(xy —yxX)du _G[(x’+y°)du6[(r=+y*)du.

und hier ist x2 4y =1 (u ist ja die Bogenldnge). Gleichheit besteht nur dann, wenn
die Funktionenpaare {x(u), y(u)}, {y'(u), —x'(u)} in konstantem: Verhiltnis stehen, d. h.
wenn ) :x=— x":y, was nur fiir Kreise zutrifft.

D4



50 L. Rédei und B. Sz.-Nagy: Inhaltsformel von Heron.

. Fiir eine konvexe Kurve K ist 1w = cos (e—g), wo a und g die in der
Figur 2 dargestellte Bedeutung haben. (Im Falle
eines Kreises ist immer a =g, also cos(«—g)=1.)
Aus der Formel (15) ergibt sich dann auch die fol-
gende, entgegengesetzt gerichtete Ungleichung :

Besitzt cos («—p) auf der konvexen Kurve K
ein positives Minimum x, so ist

rr

8% xﬁ|'0j rdudv,

also

ra L (@)

(Eingegangen am 3. Februar 1949.)



