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Apollonische Kurven.

Von GYULA Sz.-NAGY in Szeged.

§ 1. Einleitung.

Der geometrische Ort der Punkte P, deren Abstinde von zwei festen
Punkten A und B in einer Ebene dasselbe Verhiltnis AP: BP—=T ergeben,
ist ein Kreis, ein Apollonischer Kreis mit den Polen A und B und mit dem
Parameter T. Bezeichnet K(A, B; T) diesen Kreis, so stimmt er mit dem
Kreis K(B,A; T") iiberein. Ein Kreis K ist ein Apollonischer Kreis bezfiglich
der Pole A und B, wenn A und B Spiegelbilder am Kreis K sind.

Bezeichnet (A) bzw. (B) die Gruppe der Punkte A,, A,,..., A, bzw.
B,, B,,...,B, in einer Ebene E und haben (A) und (B) keinen Punkt ge-
meinsam, so ist der Ort der Punkte P von E, in denen.
¢ AP .AP...AP:BP.BP... BP=T
ist, eine Apollonische Kurve n-ten Grades mit dem Parameter T. Die Punktgrup-
pen (A) und (B) heifien konjugierte Polgruppen beziiglich der Kurve. Diese
Kurve wird im folgenden mit C,(A, B; T) bezeichnet werden. Sie stimmt mit
der Kurve C(B, A; T™") iiberein.

Bezeichnen a,, a,,..., a, bzw. b,, b,,..., b, die zu den Punkten A,, A,,..., A
bzw. B,, B, ..., B, gehbrigen Zahlen der komplexen 2-Ebene und sind
2 f@=(z—a)(z—ay)...(2—a,), () =(z2—b,)(2—b,)...(z—b,),
so ist die Apollonische Kurve C,(A, B; T) Ort der Punkte 2, in denen

@) |F@)|=|f@):2@|=T
ist. Diese Gleichung 146t sich auch in der Form
(4) IF)[P=F(z) F(2) = T* oder f(2)f(2)— T*g(2)(2) =0

schreiben. Sind z=x+1iy, a,=«,+ i, b=8,+if, (k=1,2,...,n), so hat
diese Gleichung die Form

®) G(x y)=g[(x-—%)2+(y— e kg |(x - £.)* +(¥8)*] =0
oder

G(xy)=(01=TH+p)" —2| x 2 (@, — T*ﬂk)+y2(ak T’ﬁ.]

k=)

2"+
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Eine Apollonische Kurve n-ten Grades ist also im Falle 741 eine n-fach
zirkulare algebraische Kurve 2n-ter Ordnung, weil die absoluten Kreispunkte
n-fache Punkte der Kurve sind. Daraus folgt der

Satz 1. Eine Apollonische Kurve n-ten Grades wird von jeder Geraden
und von jedem Kreise in hdchstens 2n reellen Punkten getroffen. Die Ordnung
der Kurve ist nur im Falle T=1 kleiner als 2n.

Die Apollonischen Kurven C,(A4, B; 7)) und C,(A, B; 7,) mit demselben
Folgruppen (A) und (B) heiBen kopolar. Die kopolaren Apollonischen Kurven
bilden ein Biischel. Eine Kurve des Biischels wird durch ihren Parameter
oder durch einen ihrer Punkte bestimmt. Die Kurve durch den Punkt 2z, wirc
durch die Gleichung

| F(2)|=|F(20)|=T oder |f(2) g(z)I* =|£(2) f(z) "
dargestellt.

Unter den kopolaren Apollonischen Kurven C,(A, B; T) sind C,(A, B;0)
und C(A, B;o0) uneigentliche Kurven, die auBerhalb der Polgruppe (A) hzw.
(B) keinen reellen Punkt besitzen. Ist T eine negative Zahl, so hat die Kurve
C.(A, B; T) keinen reellen Punkt. Die imagindren Kurven werden in dieser
Arbeit aufier Acht gelassen.

Der Name der Apollonischen Kurven wird in dieser Arbeit eingefiihrt.
Diese Kurven waren schon von G Darboux') untersucht worden. In dieser
Arbeit werden einige meiner Untersuchungen bzgl. der allgemeinen Lemniska-
ten®) und der gleichseitigen Hyperbel auf aligemeine Apollonische Kurven ver-
allgemeinert. Die Lemniskaten sind ndmlich Apollonische Kurven. Eine Apol-
lonische Kurve C,(A, B; T) ist ein Kreis oder eine Gerade, je nachdem 7 =1
bzw. T=1 ist. Eine allgemeine Kurve C,(A, B; 1) ist eine zirkulare Kurve
dritter Ordnung. Fallen aber die Halbierungspunkte der Punktpaare (A) und
(B) zusammen, so ist C,(A4, B; 1) eine gleichseitige Hyperbel.

Besteht die Punktgruppe (A) bzw. (B) aus m bzw. n Punkten, so ist
der Ort der Punkte P, in denen das Verhiltnis

AP.AP...AP:BP.RP.. BP—=T

eine Konstante ist, eine Apollonische Kurve, deren Grad n’ = Max(m, n) ist.
Es gibt ndmlich aus je " Punkten bestehende Punktgruppen (A’) und (B')
und einen (positiven) Parameter 77, so dall der obige geometrische Ort die
Apollonische Kurve C,.(A’, B’; T’) ist.

1) G. DArBoux: Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques.
Paris (1873), unverdnderter neuer Abdruck 1899, S. 66 - 70.
?) Gy. Sz.-Naey: Uber die allgemeinen Lemniskaten. Acta Scientiarum Mathematica~-
rum (Szeged) 11 (1948), S. 207—224.
Merkwiirdige Punktgruppen bei allgemeinen Lemniskaten. Ebenda 13 (1949), S. 1—13.
Gleichseitige Hyperbel und Parallelogramme. Publicationes Mathematicae (Debrecen)
1949), S. 24—28.
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§ 2. Die reellen singuldren Punkte der Apollonischen Kurven.

Ist der Punkt P,=—(x,,),) ein singuldrer Punkt der eigentlichen Apolio-
nischen Kurve (5), so bestehen die Gleichungen
G (X0, %0) =0, G.(x4.%) =0 und G,(x,,,)=0
gleichzeitig. Wegen der Identitdten
% ’ . 2(x_.al)
] A 2 = 2 TN
G(x, )= (=) + =) 2 T iy—arp

— T ]][(x—ﬂ,)’+(y —8)] Z (x#i§f+$ i)

I||

=2|f(2)? Re(f( ’) —2T2|g(2)|2 Re(g (Z)]

7@ £
6, N=21/@)F In (£ ) 272120 1 (£2))

und wegen Jder Gleichung

é((zz)) (/@) 40, 2(z)+0, 20=>%,+ i3]

bestehen aiso die Gleichungen

0. (x0 my =211l [Re(J20) — Re( L8 || =211t Re[ 5]

=

0

II

und
G, 30 =211 ! 1m (48 ) o,

Der Punkt 2, ist also dann und nur ein singuldrer Punkt der (eigentlichen)
Apollonischen Kurve (4), wenn | F(2,)|= T und F’(z,)=0 sind.

Die endlichen Nullstellen der Derivierten F’(z) sind Nullstellen des
Polynoms
(6) D(2)=1f"(2) g(2)—g’'(2) f(2),
das im allgemeinen den Grad 2n—2 besitzt. Unter den kopolaren eigentlichen
Apollonischen Kurven n-ten Grades haben hochstens 2n—2 Kurven einen
reellen singuldren Punkt im Endlichen. Diese Maximalanzahl wird dann erreicht,
wenn die Polynome f(2), £(z) und D(2) lauter einfache Nulistellen besitzen.

Bezeichnet m bzw. m’ die Anzahl der verschiedenen Nullstellen des Poly-
noms f(z) bzw. g(2), so hat D(z) m+4m’—2 von den Nulistellen der Poly-
nome f(z) und g(z) verschiedene Nullsteilen. Hat ndmlich f(z) die Form

f@=(@—a)"(z—a,"...(z—a,)’" (p=), Py + P+ ... +P.=n),
so sind f(2), f'(2) und D(z) teilbar durch das Polynom(n—m)-ten Grades
—a)"' —a)...z—a )™,
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Die Gesamtanzah| der endlichen singulidren Punkte der kopolaren Apollonischen
Kurven n-ten Grades ist also hochstens m+m’—2.

Sind
| F(zo)| = T(T=0, ), F'(2,)=F" (2,)=...= F*" (z)=0, F*®(2) 40 und k=2
so hat die Apollonische Kurve (4) in 2, einen k-fachen Punkt, dessen Tan-
genten eine k-strahlige Windrose bilden.

Zum Beweis kann man annehmen, daf z,=0 ist. Dann sind

F(2)=F(0)+ %F"" 0)z F¥Y0) 2" 4... und FO)=T¢'"

s 1

Tz

Mit den Bezeichnungen
z=re'? und F®(0)=k!Re'?
hat die Kurve (4) in Polarkoordinaten eine Gleichung von der Form
F(z) F(Z)—T*=2RTr* cos (kg+ @+ ¥)+...=0,

wo die Potenzen von r in den nicht ausgeschriebenen Gliedern hoher als k
sind. Daraus folgt, daf der Pol des Koordinatensystems ein k-facher Punkt der
Kurve ist, dessen Tangenten zur Polarachse der Gleichung cos (k¢ + @ 4 #)=0

geniigende Winkel ¢ bilden.
Es gilt also der

Satz 2. Sind die Polynome n-ten Grades f(z) und g(z) teilerfremd und
sind f(2,)¥0, g(2,)¥0, so hat die eigentliche Apollonische Kurve n-ten Grades

f2)
£(2)
im Punkle z, dann und nur dann einen singuldren Punkt, wenn F’(z,) =0
ist. Dieser singuldre Punkt z, ist ein Doppelpunkt mit senkrechten Tangenten
bzw. ein k-facher Punkt, dessen Tangenten eine k-strahlige Windrose bilden, je
nachdem F'(z,)40 bzw. F’(2,) = F" (%) =...==F* " (2,)=0 und F®(2,) +0
sind. Fiir die Lage der singuldren Punkte der kopolaren Apollonischen Kurven
| F(2) | =T beziiglich ihrer Polgruppen (A) und (B) gelten die Sitze iiber die
Lage der Nullstellen der Derivierten F'(2) beziiglich der Nulistellen von f(2)
und g(2). %)

1F@)|=

=|F(2,)|

§ 3. Polgruppen bei einer Apollonischen Kurve.

Die Transformation Z—= F(2) bestimmt eine konforme Abbildung der
komplexen z-Ebene auf die Z-Ebene und ihre inverse Abbildung W. Diese
W-Abbilduhg bildet den Kreis | Z|= T auf die Apollonische Kurve (3) ab.
Das W-bild eines Punktes Z ist eine Punktgruppe der z-Ebene. Sie besteht
aus den Nullstellen des Polynoms n-ten Grades

3) J. Dieuvponni: La théorie analytic des polynomes d’ une variable (a coefficients
quelconques). Mémorial des Sciences Mathématiques, Fasc. XCIIL (1938), S. 48—53.



Apollonische Kurven. 7

(M PR)=f(2)—Z2g@)=(1—2)(@e—2)2—2)...(2—2,).

Diese Punktgruppe wird eine Polgruppe der Apollomschen Kurve (4) heifien.
Sie 146t sich mit dem Polynom P(2) bezeichnen, sie besteht aus den Punkten
der z-Ebene, in denen die rationale Funktion F(2) den Wert Z annimmt, In
den Punkten von (A) bzw. (B) ist Z=0 bzw. Z=o0

Die Polgruppe P(2) ist durch Z oder durch einen ihrer Punkte bestimmt.
Die Polgruppe hat dann und nur dann einen mehrfachen Punkt z,, wenn
beide Gleichungen P(2,) =0 und P’(z,) =0 bestehen, wenn also 2, eine Null-
stelle des Polynoms (6) ist. Liegt der Punkt Z auf dem Kreis Z=0, so liegt
jeder Punkt der Polgruppe auf der Apollonischen Kurve (4). Dann heibt die
Polgruppe eine Hauptgruppe der Kurve. Jede Hauplgruppe 148t sich durch
ein Polynom von der Form

@®) Q@)=/f(2)—Tevg(2)
darstellen.

Bezeichnet £,, {;. biw. { den Schwerpunkt der Polgruppe (A), (B) baw-
(7), so sind

HC4=§GM ﬂ§g=k§b;,, ng:; zizj—aji_::gzj_bi= n( l—' 5;3)

Ist also {,=2C,, so ist L=_C,={C;. Aus der Gleichung (5) der Apolloni-
schen Kurve C,(A, B; 1) folgt, daB die Ordnung von C,(A,B; 1) im Falle {,={,
hdchstens 2n —2 ist. Liegt der Punkt Z auf einem Kreis (oder auf einer Gera-
den) in der Z-Ebene und ist {,{;, so liegen die Schwerpunkte der zugehdri-
gen Polgruppen auf einem Kreis (oder einer Geraden). Dies folgt daraus,
dafl C eine lineare Funktion von Z ist.

Liegt Z auf dem Kreis | Z|=T, so liegt der Schwerpunkt der entspre-
chenden Hauptgruppe auf dem Apollonischen Kreis C,(L,,%s; 7), weil

C'_gA
=L
ist. Daraus folgt der
Satz 3. Die Haupigruppen einer Apollonischen Kurve C,(A, B; T) haben
entweder einen gemeinsamen Schwerpunkt, oder ihre Schwerpunkte liegen auf
der Apollonischen Kurve C,(5,,Cs; T) ersten Grades, wo §, bzw. {p den
Schwerpunkt der Polgruppe (A) bzw. (B) bezeichnet.

Eine Apollonische Kurve C,(A,B; T) hat also entweder einen Schwer-
punkt, oder eine Schwerlinie, die ein Kreis (741) oder eine Gerade (7=1) ist

Die Punkte Z, und Z, sind Spiegelbilder am Kreis |Z|=T7, wenn
Z,=R,e'?, Zy=R,e'? und R, R,= T*(R,%T) sind. Dann heiflen die W-Bil-
der der Punkte Z, und Z, konjugierte Polgruppen beziiglich der Apollonischen
Kurve (4). Ein beliebiger Punkt 2z, bestimmt die ihn enthaltende Polgruppe
und auch die konjugierte Polgruppe beziiglich der Kurve (4) eindeutig. Zwei



8 Gyula Sz.-Nagy

beziiglich der Kurve (4) kenjugierte Polgruppen lassen sich durch Polynome
von der Form
P,(2) =f(2)—R:€'?, Py(2) = f(2) — Rye'?, RiRy=T" R\=+T

darstellen.
Die Polynome P,(z) und P,(z) haben die Form

P& =(1—Rew) IT (z—a))=(1—Re")f,(2), Ri=Te, e1.

Py(a)=(1—Rie'?) ] (z—b)=(1—Ree'?) (), Re=Te™".

Die Identitat
9) (U+aV) (U uV)—=(V+uU) (V+2U)=(1—2p) (UU-VV)
hat im Falle

U=f(2), V=—TgR2), A=p¢€'?, p=—pe*?
die Form
P,(2) P,z) — 0* P,(2) P,(2) = (1—0%) [ f() f(2) — T2 £(2) 2 (2)],

weil dann
U+iV=P\(2), U+uV="P,Z), V+oU=0e"2.P,(2), V+ AU =0€'?.P\2)
sind.

In jedem Punkt 2 der Apollonischen Kurve (4) besieht also die Gleichung

P, (2)P\2)—* P (2)Py(2) = | Pi(2) ' — 0*| Py(2) ' =0
oder
|(1—eTe?) fi(2)P—o*|(1—To'e'?) £,(2)[* =0.
In jedem Punkt z der Kurve (4) besteht also die Gleichung

£i(2) T Z2—a; o—Te'?
&(2) k=1 2—b; 1—eTel

Die Apolionische Kurve C,(A, B; T) ist also eine Apollonische Kurve
auch beziiglich der konjugierten Polgruppen P,(z) und P,(2).
Die rationale Funktion _

f@) _ (—a)@-a)...(z—a,)

£(2) (2—b,) (2—b,)...(z—0b,)

und ihre Reziproke sind auch dann vom n-ten Grade, wenn m<n und f(2),
2(2) teilerfremd sind. Die Kurve |F(2)|=T ist auch dann eine Apollonische
Kurve n-ten Grades. Ihre Polgruppe (A) bzw. (B) besteht aus den Nullstellen
von f(z) bzw. aus den m Nullstellen von g(z) und aus dem (n-—m)—fach
gerechneten Punkt 2=—oc, Die Polynome (7) n-ten Grades stellen auch dann
die Polgruppen dieser Kurve her. Der oben gegebene Beweis behilt seine
Giiltigkeit auch im Falle m<4-n. Die Kurve |F(2)|==T ist also auch im Falle

(10) Fl(Z) — = T,‘

F(2) =
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m=+n eine Apollonische Kurve beziiglich der lauter endlichen Nullstellen
bestehenden Polgruppen P,(z) und P;(2).
Daraus folgt also der

Satz 4. Eine (eigentliche) Apollonische Kurve n-ten Grades
J@)
ist eine Apollonische Kurve n-ten Grades beziiglich der konjugierten Pol-
gruppen
Pi(z) =f(2) —Toe'?g(2) und Py(2) =f(2)—Teo 'e'? g(2) (o1, 0>0)
und hat den Parameter

=T

_l e—Te'r
=yria

Dieser Satz riihrt von G. DARBOUX*) her. Der Parameter 7, wurde aber
von ihm nicht bestimmt, auch die Definition des Parameters und der kon-
jugierten Polgruppen kommt bei ihm nicht vor.

§ 4. Orientierung der Punkte einer Apollonischen Kurve beziiglich
ihrer zwei Hauptgruppen.

Besteht die ebene Punktgruppe (C) bzw. (C) aus den Punkten C, bzw.
C, (k=1,2,...,n), ist ferner der Punkt P verschieden von den Punkten
der Punktgruppen (C) und (C’), und bezeichnet wm, den (mit Drehungssinn
versehenen) Winkel, unter dem der Vektor (T(_ff von P aus erscheint, so
heiBt der Winkel

Qagwk (mod 7) bzw. .Q’E——'g;w,‘én—-ﬂ (mod )

die Orientierung des Punkies P bezilglich der Punkigruppen (C) und (C’)
bzw. (C’) und (C). Bezeichnet z, ¢, bzw. ¢, die zum Punkt P, C, bzw. C,
gehorige komplexe Zahl und sind

Z—C,=r,e"%, 2—C,=neMN, (Z—C(,=rne", Z—C( ==re"%),

so sind
—_C Z—C z2—C. Z—¢ :
@O, = =70 el = cif == —*, G = a%",
Z-—C;, Z'_'CJ'_ Z—Ck Z'——C*
Sind also
h(z) = !{ (z—c¢,) und "*(Z)ZH (z—ci),
so ist

ﬁxﬂ_ E(Z_) o= '“'[3_‘:; 2—C ]= 7 27 — @239 |
E,(Z_) h(2) k{-#l Z—C Z2-6 g

1 A. a.0.
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Das Polynom (8) stellt eine Hauptgruppe H(¢) der Apollonischen Kurve
(4) dar. Hier heit ¢ der Winke! der Hauptgruppe.

Ist (C) bzw. (C”) die Hauptgruppe der Apollonischen Kurve (4) so sind

Q(R)=f(2)—Te'?rg(z) = (1—Te'?) h(2), Q,(2) = (1—Te'*)h,(2).

Sind in der Identitdt (9)

U=f(z), V=—Tg(R), Ai=¢"?, p=e"%, lu=+l,
so sind
U+iV=Q(2), Up+ V=Q\(2),V+uU=e?Q2), V. =e'?Q(2).
Die Identitdt (9) hat also die Form
QR)QAR)—eP Q2 Q@) =(1—e*")[f(2) () —T*2(2) 2(3)]-
In jedem Punkte z der Apollonischen Kurve (4) besteht also die Gleichung
Q@) Q@) _ (1—Te?)(1—Te NM@).h@) _ gy
Q) Q@  (1—Te?) (1—Te %) hy(2). h(2)

Sind Z,=Te?, Zy=Te'Y, z‘;,—e"qp z,’,_e'w und bezeichnet & baw. v
den Winkel, unter dem der Vektor ZoZJ bzw, zoz, vom Punkt z2=1 aus er-
scheint, so sind

Zi—1 =Ty _.p 1=Te'* 1 ., .

T = 1=T87 0 T Trw. g ¢ Wd dypm=g—p.

Die letzte Gleichung driickt den Satz iiber den Peripheriewinkel des
Kreises aus.

Aus den obigen Gleichungen ergibt sich also die Gleichung

2T g2iQ — pily"-9) — g2iv

woraus

20420 =¢'—p=2y (mod 27), also L=y—& (mod =)
ist. Im Falle T=1 fillt Z, bzw. Z; mit z, bzw. 2; zusammen. Dann ist also
¥ =1. Damit ist die folgende Verallgemeinerung des Satzes fiber den Periphe-
riewinkel in einem Kreise bewiesen:

Satz 5. Jeder Punkt einer Apollonischen Kurve besitzt beziiglich ihrer

zwei festen Hauptgruppen eine konstante Orientierung.
Die Punkte der Apollonischen Kurve

@)
F(z -
besitzen beziiglich der Hauptgruppern H(gp) und H(q:)

f@)—2,8(2) und f(2)—2;8(2), Z,=Te'?, Zy=Te'?
die Orientierung

11"‘""*

=1 2—b

QE% — @ (modn),

wo W den Winkel bedeutet, unter dem der Vektor Z,Z, vom Punkt z=1 aus er-
scheint.
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Die Punkte einer Apollonischen Kurve C,(A, B; 1) haben beziiglich ihrer
beliebigen zwei Haupigruppen die Orientierung Q=0 (mod 7).

Bewegt sich ein Punkt z auf der Apollonischen Kurve stetig, inzwischen
ohne irgendeinen Punkt der Hauptgruppen H(¢) und H(¢’) tiberzutreten, so
ist w, = w,(2) eine stetige Funktion (k=1, 2,..., n). Unterdessen bleibt also

die Summe >, w,(2) bestindig. In den Punkten ¢, und ¢} ist w,(2) unstetig
k=]

und hat dort einen Sprung. Deshalb unterscheiden sich voneinander die

Werte von Z w,(2) in zwei Punkten der Apollonischen Kurve, zwischen
k=

denen es genau einen Punkt der Hauptgruppen H(p) und H(¢’) gibt, um .

Der erste Teil des Satzes 5 rilhrt im wesentlichen von G. DARBOUX®)
her. Beim Beweis von DARBOUX blieben die Koeffizienten der n-ten Potenz
in Q(2) und in Q,(z) auBer Acht.

§ 5. Apollonische Kurven vom Parameter 1.

Bezeichnet {,=§,+in, bzw. {;=E&,+in, den Schwerpunkt der Pol-
gruppe (A) bzw. (B) der Apollonischen Kurve C,(A, B; 1), so hat ihre Glei-
chung (5) die Form

22+ 1g(x, ) +...=0, g(x, )) =xE—E) +y(n—n.).

Im Falle {,#{, ist die Kurve vom (2n—1)-ter Ordnung und hat eine
zur Geraden g(x, y)==0 parallele Asymptote, die zur Geraden durch die
Punkte §, und & zur Schwergeraden der Kurve, senkrecht steht. Im Falle
{,=1Cp hat die Kurve einen Schwerpunkt. Ihre Ordnung ist der Grad der
symmetrischen rationalen Funktion

H(z 2)=/(2).f(2)—g(2)&(2).
Sind
f@=24+u2*'+...+u, gR)=2"4+v,2* ' +...+v,,
Uy =0y, Uy="\..., Uy =10, ,, U,Fv,, [(Q)=2"Fu,2"1+...+u, 2v?H
@)=y 2?4 u, 2P ., 5iRD)=v,2* Pt v,,,2% P .+,
sO ist
H(z2) =@ +L@IA@+L@)— £+ @) /) +£(E)]=

=£@)[ /@ —2:@])+ 1631 —&@)].
Die Funktion H(2,2) hat also den Grad n+4n—p=2n—p, weil die
Summe ihrer Glieder von hdchster Dimension

(u,—v,) 2" ? 42" (u,—v,) 2" ? = (2Z)*? [(a,—v,) 2 + (u,—v,) 2?] 40
ist.

5) A a0
Lok D6
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Ist p =2, so kann man annehmen, daf u, = v, =0 ist, also der Schwer-
punkt der Kurve im Nullpunkt liegt. Sind dann
u,—v,= Re'* und z2=re'?,
so hat die Gleichung der Apollonischen Kurve in Polarkoordinaten die Form
H(z,Z2)=H(re'?, re*®)=2Rr**7cos (p@ + @) + Wy (@) 12" 72+ wy(g)r2* 73 4. =0
Diese Kurve hat p Asymptoten, die in den Schwerpunkt zusammenlaufen und
zur reellen Achse der Gleichung cos (p¢+ @) =0 genfigende Winkel ¢ bilden.

Im Falle n=2, p=2 ist die Apollonische Kurve eine gleichseitige
Hyperbel, weil sie von zweiter Ordnung ist und senkrechte Asymptoten
besitzt.

Im Falle p=n ist die Apollonische Kurve C,(A,B;1) eine Stelloide
n-ten Grades®). Diese Kurve ist der geometrische Ort der Punkte z der komp-
lexen Ebene, in denen der reelle Teil eines Polynoms P(z) n-ten Grades ver-
schwindet. Eine Stelloide zweiten Grades ist eine gleichseitige Hyperber.

Im Falle p=n sind

@) =f(2)+u,, g2)=/rf@)+v,=f(2)+v,—u,, u,—v,=Re*(F0)
und
@ f(2)—g(2)g(2) = Re-*f(2) + Re* f(Z) — R* = P(2) + P(2),
wo
P()=Retef(e)— 4~
ist. Wir haben also bewiesen den:

Satz 6. Bezeichnet v die Ordnung einer Apollonischen Kurve n-ten Grades
vom Parameter |, so ist n=v=2n—1, Ist v=2n—1, so hat die Kurve eine
Schwergerade und eine zu dieser senkrechte Asymplote. Ist v =2n—p <2n—1,
so hat die Apolfonische Kurve einen Schwerpunkt und p Asymptoten, die in
den Schwerpunkt zusammenlaufen und eine p-strahlige Windrose bilden. Eine
Apollonische Kurve n-ten Grades und n-ter Ordnung ist eine Stelloide n-ten
‘Grades.

§ 6. Topologische Eigenschaften der Apollonischen Kurven.
Es gilt der

Satz 7. Sind T, < T, < T;, so trennt die Apollonische Kurve C.,(A, B; Ty)
die kopolaren Kurven C.(A, B; T)) und C,(A, B; T;). Eine (eigentliche) Apo!-
lonische Kurve trennt jedes Paar der konjugierten Polgruppen.

Bezeichnet 2z, bzw. 2; einen beliebigen Punkt der Kurve C,(AB; 7))
bzw. C,(AB; T;) und verbindet eine Linie L, die durch keinen Punkt von

8) Vgl. G. Loria: Spezielle algebraische und transzendente Kurven. Leipzig (1910),
Bd. 1. S. 439—450.
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(B) geht, die Punkte 2, und z,, so ist die Funktion |F(z)| auf L stetig und
nimmt mindestens in einem Punkt von L den Wert T, an, weil |F(2,)|=T,
und |F(z;)|==T; sind. Damit ist der erste Teil des Satzes 7 bewiesen. Der
zweite Teil folgt im Falle 7,=0 und 7;=-cc aus dem ersten.

Eine (eigentliche) Apollonische Kurv C,(AB; T) ist eine reelle algebrai-
sche Kurve, die aus gewissen Ziigen besteht. Ein Zug ist ein geschlossener
Teil der Kurve, der ftiberall stetige Tangenten besitzt. Eine Apollonische
Kurve bestimmt ihre Zilge eindeutig, weil sie keinén Selbstberiihrungspunkt
besitzt.

Eine eigentliche Apollonische Kurve F(2) = T(Ts1) teilt die komplexe
Ebene und auch die projektive Ebene in gewisse Bereiche 3B,, %B,,..., 8.
Dies gilt auch im Falle T7=1, wenn die Ordnung der Kurve eine gerade
Zahl ist und wenn man im Falle ungerader Ordnung die unendlichferne Ge-
rade der projektiven Ebene der Kurve zurechnet. Jeder Bereich B, enthilt
mindestens einen Punkt der Polgruppe (A) oder (B).

Enthédlt der Bereich B, keinen Punkt von (B), so ist F(2) eine analyti-
sche Funktion in ¥B,. Nach einem klassischen Theorem von CAUCHY erreicht
die Funktion |F(z)| ihr Maximum_in keinem inneren Punkte des Bereiches
B,. In jedem inneren Punkte von B, ist also |F(2)|< 7, weil in jedem Rand-
punkt von B, |F(2)|=T ist. Man kann leicht einsehen, daB das Minimum der
Funktion |F2)| in B, von Null nicht abweichen kann?). Der Bereich B,
enthdlt also mindestens einen Punkt von (A). Enthidlt B, keinen Punkt von
(A), so ist die Funktion G(2)=:[F(z)]! eine analytische Funktion in 3,.
Der Bereich 3, enthdlt also mindestens eine Nullstelle von G(2), also min-
destens einen Punkt von (B). Der Bereich 3, ist zusammenhéngend, er kann
also nach Satz 7 aus beiden Polgruppen (A) und (B) Punkte nicht enthalten.

Die Bereiche B,(k=1, 2,...,N) lassen sich also mit B, B, ..., JW
baw. BP, BP, ..., B® bezeichnen, je nachdem sie (mindestens) einen Punkt
der Polgruppe (A) bzw. (B) enthalten. In jedem inneren Punkt z, eines Berei-
ches B bzw. B gilt die Ungleichung |F(z,)|= T, < T baw. |F ()| = T,>T.
Die Bereiche B bzw. B enthalten zusammen jeden Punkt der Apolloni-
schen Kurve |F(2)|=T,, wenn T, <T bzw. T,> T ist.

Auf einer im Bereich B§" liegenden beliebigen Linie, die einen Rand-
punkt mit einem in B* liegenden Punkt der Polgruppe (A) verbindet, nimmt
die Funktion |F(z)| zwischen O und 7 jeden positiven Wert an. Der Bereich
Bj? enthdit also mindestens einen Zug einer Kurve C,(A.B; 7)), (T,<T),
hdchstens aber m Zfige, wenn die Polgruppe (A) in B{* m verschiedene
Punkte besitzt. Ahnliches gilt fiir die Ziige der Apollonischen Kurve im Bereich
B, wenn T, > T ist, Die Kurve C,(A,B;0) bzw. C,(A,B;>) besteht aus

en Punkten der Polgruppe (A) bzw. (B). Ist 7, eine genfigend Kkleine bzw.
g Vgr G. Pouya— G. Szead: Aufgaben und Lehrsdtzen aus der Analysis I. Berlin
(1925), S. 112, Aufgabe 142,
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eine geniigend grofie positive Zahl, so besteht die Kurve C,(A, B; T,) aus in
den Umgebungen der Punkte von (A) bzw. (B) liegenden kleinen Ziigen.
Aus dem obigen folgt der

Satz 8. Bezeichnet p bzw. g die Anzahl der verschiedenen Punkte der Polgrup-
pe (A) bzw, (B), so besteht eine Apollonische Kurve C,(A, B; T) im Falle T <1 baw.
T > 1 aus hochstens p bzw. q Ziigen. Eine Apollonische Kurve C,(A,B; T)T+1
begrenzt in der Ebene gewisse Bereiche, die mindestens einen Punkt der Pol-
gruppen (A) und (B) enthalten. Keiner dieser Bereiche enthdlt aber Punkte
aus beiden Polgruppen (A) und (B).

Man kann ebenso, wie bei Lemniskaten?®) einsehen, daB auf einem Zug einer
Apollonischen Kurve jede Hauptgruppe dieselbe Anzahl der Punkte hat und daB
die Punkte zweier Hauptgruppe H(¢) und H¢’) auf einem Zug einander trennen.

§ 7. Kopolare Kreissysteme einer Apollonischen Kurve,

Genfigen die positiven Zahlen ¢, %,..., #, der Gleichung
(11) th...t,=T (T+0, 1,)
und sind 4, <1 bzw. t,>1 (h=1, 2,...,n), je nachdem 7 <1 bzw. T> |
ist, so bilden die Apollonischen Kreise K,

z—ﬂ‘ 2 o= 5
(12) —z—_—E‘ ==, (h=1, 2,...,!!)
ein kopolares Kreissystem S der Apollonischen Kurve n-ten Grades
TZ=0 | o
(13) Il S=3|=T=h.

Es gilt der

Satz 9, Bezeichnen K, K, . . ., K, die Kreise eines kopolaren Kreissysiems
S der Apolionischen Kurve C,(A, B;T), so liegt ein beliebiger Punkt der
Kurve innerhalb mindestens eines Kreises von S und auperhaldb mindestens
eines, oder er ist ein gemeinsamer Punkt der Kreise K,, Kj, ..., K,.

Die Gesamthelt (S) der Kreisscheiben eines kopolaren Kreissystems S der
Apolionischen Kurve C,(A,B;T) (T% 0,1, o) enthdlt jeden Punkt der Kurve.
Haben diese Kreisscheiben einen (konvexen) Bereich gemeinsam, so enthdlt das
Innere dieses Bereiches keinen Punkt der Kurve. Sind (S), (S), (S.),... Ge-
samtheiten der Kreisscheiben von verschiedenen kopolaren Kreissystemen einer
Apolionischen Kurve, so enthdlt ihr Durchschnitt jeden Punkt der Kurve.

Hat die Kreisscheibe K, aes kopolaren Kreissystems (S) mit keiner der
von ihr abweichenden ilbrigen Kreisscheiben des Kreissystems (S) einen Punkt
gemeinsam, so enthdlt die Kreisscheibe K, einen Zug der Apollonischen Kurve,
vom dem der Mittelpunkt des Kreises K, umschlossen wird.

8) S, die zweite Arbeit in der FuBnote2).
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Geniigen die positiven Zahlen t,1,,...,1, der Gleichung (11) und den
Ungleichungen
t,>1,4,<1 oder t,<1,4,>1 (h=1, 2,....n;h¥p), 0<T=1"< o0,
so liegt jeder auperhalb des Kreises K, liegende Punkt der Apollonische Kurve
(13) innerhalb mindestens einer der iibrigen n—\ Kreise K,.
Auf Grund der Identitdt C,(A, B; T)=C,(B, A; T-') kann man annehmen,
dafl im ersten Absatz des Satzes 9 f, < 1 sind. Widrigenfalls verwechselt man

die Polgruppen (A) und (B) miteinander.
Ein Punkt 2 liegt auberhalb bzw. innerhalb des Kreises K, (f, < 1), wenn

(14) —b* > f, bzw. 7—0, <t
ist. Liegt der Punkt zo aufBerhalb bzw. innerhalb keines der n Kreise K, so sind
(15) L0 | 4 baw. ‘-" N T
—a,, "'""'b*
und .
| F(z,)| = H 20|ty t=t=T bzw. |F(2)| =TT | 2=%|= T
=] zo_b h=1 bt —"'b*

Der Punkt 2, kann also nur dann auf der Apollonischen Kurve |F(2)|=T
liegen, wenn jede der entsprechenden Ungleichungen (15) mit Gleichheitszei-
chen besteht.

Damit ist der erste Absatz des Satzes 9 bewiesen. Der zweite Absatz
folgt aus dem ersten ohne Weiteres.

In einem beliebigen Punkt 2, der Kreislinie K, sind

Z,—a, >t (h “ay n,h=f=p), F(Z,)=

" ey

p?

b:.

=1 Stty.. . t,=0'=T.

—-b;.

Aus der Stetigkeit der Funktion [F (2)| folgt, daB die Apollonische Kurve
(13) auf jeder Strecke (a,,2,) mindestens einen Punkt besitzt, weil F(a,) =0
und |F(z,)| > T sind. Die Kurve (13) hat also im Kreise K, einen Zug, vom
dem der Punkt a, der Polgruppe (A) umschlossen wird.

Damit ist auch der dritte Absatz des Satzes 9 bewiesen. Der vierte
Absatz 4Bt sich ebenso bewiesen, wie der erste. Dieser Teilsatz vom Satz 9
gilt auch fiir die Apollonische Kurve C,(A B; 1)

Aus dem Satz 9 erhdit man im Falle f,=1{,—=...={,=t=1 den

Satz 10. Enthdlt die Kreisscheibe |z—C|=r jeden Punkt der Polgruppen
(A) und (B) der Apollonischen Kurve C,(A,B; T)(T=t"<1)undist T' =T,
so enthdll die Kreisscheibe
141
1—t
beide Apollonischen Kurven C,(A,B;T’) und C,(B,A;T'"Y).

|z=L|=n=r
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Sind ndmlich |a—{|=r und |b—C|=r, so enthdit die Kreisscheibe
|z—C|=r, jeden Punkt z der Kreisscheiben

z2—a
z—b

Ein beliebiger Punkt 2 dieser ersten oder zweiten Kreisscheibe geniigt
ndmlich einer Gleichung von der Form

-;-_’:—z|srst, f=T,0"=T'sT<\

=t=1t und

z—(; — t,¢'? oder —

z.,._ —

Daraus ergibt sich eine Gleichung von der Form

__ a—Dbte? __ b—ate? o
M e oder Z_—_—l-——f.e"»" t<t'(Z1).
Man erhdit aus der ersten Gleichung die Ungleichung
(a—0)—(—0ter | _ la—C|+|0—Clt, _r4rt_ 14t
{e—hlw E—T - -4 i T aaly =
Zur derselben Ungleichung gelangt man aus der zweiten Ungleichung,

Die Kreisscheibe |z—C|==7r, enthdlt also jeden Kreis von (13) (f,=1{)
und damit nach dem zweiten Absatz des Satzes 9 auch die Apollonischen
Kurven C,(A;B;T’) und C,(BA:T')=C,(A,B; T’"). Damit ist der Satz
10 bewiesen.

Satz 11. Enthdit der Kreisbereich |z—C|<r, baw. |z2—C|=1, die Pol-

gruppe (A) bzw. (B) der Apollonischen Kurve C,(A,B;T) und ist T=1" <
bzw. T=1"<(r,r3")", so enthdlt der Kreisbereich

lz-¢|= rl—l-r, =R, baw. 1+f e
die Kurve. Bestehen dle Ungletchunggn n<r, und "=T < (r,rs")" zagleich,
so liegt die Kurve C(A,B;T) im Kreisring R, =|z—{|<R,.

Bezeichnet namlich a baw. b einen beliebigen Punkt der Polgruppe (A)
bzw. (B), so sind |a—&|=r, und |b—L|=r,. Ganilgt 2 der Ungleichung

zZ—a :
z2—0b =tst,
so besteht eine Gleichung von der Form
Bl __a—bt'e? _ (@a=0—(-=Dte~
S =1'¢?, d h. L oder z—{== T A
Daraus folgen die Ungleichungen
SRty I'l-I-r, r1+r, rgt’ fl—fgt S,
|z—C|= g v =R, und |2— C]a o -3 T =R,.
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Die Kreisscheibe |z—C|< R, enthdlt also die Kreisscheiben
z—a
z—b
und diese Kreisscheiben enthalten im Falle r,—r,# >0 die Kreisscheibe
|z—C|<R,. Sind also t,=1#=...=f,=1{, so folgt der Satz 11 aus dem
Satz 9.

Ist im Satz 11 r,<r,, so hat keine Apollonische Kurve C,(A,B; T) im
Kreisring r,=<<|z—{|<v, einen singuldren Punkt, weil das Polynom (6) nach
einem Satz von BOCHER®) in diesem Kreisring keine Nullstelle besitzt.

Stemt (Ae=1,2,:..,0)

§ 8. Punkte einer Apollonischen Kurve C,(A,B; 7) in einem
Parallelstreifen, von dem die Polgruppen (A) und (B) getrennt werden.

Eine Breite eines Parallelstreifens PS bedeutet eine zu den Randgera-~
den von PS senkrechte beliebige Strecke, deren Endpunkte auf der Randgera-
den liegen. Mit dieser Definition gilt der

Satz 12, Trennt ein Parallelstreifen PS das Polgruppenpaar (A) und (B)
(oder irgendeines konjugiertes Polgruppenpaar) einer Apollonischen Kurve
C,(A,B; T), so hat die Kurve und jede kopolare Kurve mit einer beliebigen
Breite von PS hdchstens einen Treffpunkt. Die Kurve hat also im Parallel-
streifen keinen singuldren Punkt und sie wird von keiner Breite des Parallel-
streifens beriihrt.

Wir bezeichnen mit g, und g, die Randgeraden von PS, so daf die
Punkte der Poigruppe (A) zu g, ndher liegen als zu g,. Hitte nun eine Breite
von PS mindestens zwei (verschiedene) Treffpunkte P, und P, mit der Kurve
C.(A,B; T), und wire P, zu g, naher gelegen als zu g,, so bestinden offen-
bar die Ungleichungen

P,A,< P,A,, PB,>P,B, (h=1,2,...,n) unq ’g—;;:_-—‘;‘:< g%
Die Punkte P, und P, kbnnen also nach (1) nicht auf derselben Apolioni-
schen Kurve C,(A,B; T) liegen. Aus diesem Widerspruch folgt die Richtigkeit
des Satzes 12.

§ 9. Tangenten und Normalen einer Apollonischen Kurve.

Man kann annehmen, daf die Apollonische Kurve (5) im Nullpunkt
(x==0,y==0) von der x-Achse beriihrt wird, weil diese Lage der Kurve durch
eine Koordinatentrandfarmation immer erreicht werden kann. In dieser Lage
der Kurve sind

9) S, bei DieupnonsE a. a. O. S. 49,
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G(0,0)=I[ (@+a)—T* LT 32+ =0
und

G,(0,0) =2|f(0)* Re (“,;(‘3,’) 21f(°)l’[2a=+a~ mffﬂ ]_0'

Ist der Nullpunkt ein gewdhnlicher bzw. smgulirer Punkt der Kurve, so ist

6,0,0 =210 1m () —z 0 | 3 4~ 3 H | 4o

bzw. G,(0,0)=0. Bezeichnet ¢,=y,+ iy, bzw. d,=d,4d; das Spiegelbild
des Punktes a, bzw. b, am Einheitskreis |2|=1, so sind

= W, LB s S
Ol o N e e AL e v L i
Ist also der Nullpunkt ein gewdhnlicher bzw. singuldrer Punkt der
Apolionischen Kurve (5), so sind

& n— 2 4=0und X'yj— D g+ 0bew. 2 yi— > 6, =0.
=] k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Aus der Gleichung ,,; ¥y=—= kz_; d, folgt, daB die y-Achse, also die Normale

der Kurve im Nullpunkt zur Verbindungsgeraden der Schwerpunkte der Punkt-
gruppen ¢ und dy(k=1,2,...,n) parallel ist. Diese Schwerpunkte kdnnen
nur dann zusammentallen, wenn der Nullpunkt ein singuldrer Punkt der Kurve
ist. Daraus folgt die folgende einfache Konstruktion der Normalen und damit
auch der Tangente in einem gewdhnlichen Punkte der Apollonischen Kurve:

Satz 13. Ist Pein gewdhnlicher Punkt der Apollonischen Kurve C,(A, B; T)
und bezeichnet S, bzw. S, den Schwerpunkt der Spiegelpunkigruppe der Pol-
gruppe (A) bzw. (B) an einem Kreis vom Mittelpunkt P, so ist die zu P gehdrige
Normale der Kurve parallel z2ur Verbindungsgeraden der Punkte S, und Sj.
Diese Schwerpunkte fallen dann zusammen, wenn P ein singuldrer Punkt der
Kurve ist.

Auf Grund dieses Satzes kann man den folgenden Satz leicht einsehen:

Satz 14. Trennt eine Gerade durch einen Punkt P der Apollonischen
Kurve C,(A B; T) die Polgruppen (A) und (B) voneinander, so trifft die zu P
gehorige Normale bzw. Tungente der Kurve beide bzw. keine der konvexen
Hiillen der Punkigruppen (A) und (B).

(Eingegangen am 15. Juni 1949.)



