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Kurzer Beweis eines Satzes von Vandiver iiber endliche
Korper.

Von L. REDEI in Szeged.

Bezeichne F(g) den endlichen Korper mit ¢ Elementen (¢ Primzahl-
potenz), m(> 1) einen Teiler von g—1 und es werde

(1 g=1-+4mc

gesetzt. VANDIVER!) bewies kiirzlich einen interessanten Satz iiber die Anzahl
der Paare x™, y™ (& 0) mit

1 4-axm=by" (a,b,%,y€F(q); ab=0).

Statt dieser betrachtet er bequemer die Gleichung
(2 1 4 gitrm— gitem (r,s=0,...,c—1),

wobei'g ein festgewihltes erzeugendes Element der multiplikativen (zyklischen)
Gruppe der Elemente (3= 0) von F(q) ist, und i,j feste ganze Zahlen sind.
Er bezeichnet mit (i, /) die Anzahl der L8sungen r,s von (2), dabei héngt
(i, /) nur von den Restklassen 7,/ mod m an. VANDIVERs Satz lautet so:
Wird
m~1
(3) A= 2 (1) (+h j+k)
gesetzt, so gilt : ;
(c—1)24c(m—1) flic m|h, k,
4) A=y ¢ , fir myx h, k, h—k,
l c—c sonst,
Fur eine ganze Zahl i setzen wir i=1 bzw. i =0, je nachdem m|{
oder m ki gilt. Dann schreibt sich VANDIVERs Satz wegen (1) so:
4) An=c+qhk —c (h+k+h—k).
VANDIVER stellt in seiner Arbeit auch Anwendungen fiir die obere und
untere Grenze der Losungsanzahl der Gleichung in F(q)
X 4. e, x%+C,=0
in Aussicht, und das erhtht die Wichtigkeit von (4).

1) H. S. Vaxpiver: Limits for the number of solutions of certain general types of
equations in a finite field. Proc. Nat. Acad. Sci. USA 33 (1947), 236—242.
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Im folgenden verkiirzen wir den Beweis von (4). Mit VANDIVER setzen wir

(5) Cuviéo‘thr a-uh+uk,

wobei @ eine fesi> primitive m-te (komplexe) Einheitswurzel bezeichnet. Die
Formeln (6), (9), (10), (11), (13) in der Arbeit von VANDIVER lassen sich
so schreiben:

) Co=q+@—1)2v—(q—1)(a+v+u=w).

Hiervon stimmt ndmlich der fall #=v=u—v==0 mit der Formel

Y@@ =q [y @ =3, (e

4,7=0
von MITCHELL?) iiberein (vgl. (4b) in der Arbeit von VANDIVER), die fibrigen
Fédlle sind Trivialitdten.
Von (6) zu (4) kommt man einfach so, Wegen (5) gilt

3 coamnm 3 (B o) (B aw e,

und so folgt aus (6)

(7) m=A,.—Z(q+(q~l)=av~(q~1)(u+v+u v)) avr-ee
m-1
Es gilt nun mit der Abkiirzung © — avr-**, Z=ZO:

So=mTs, Sivw=1, Eﬁw—mE, Svw=mp,

2 u—v vw—-Za" " —mr—s,

o=0
und so folgt aus (7):
m*A,, =qm*7 §+(q—1)*—(q—1)m (S + 7 +7=3)
Wegen (1) stimmt dies mit (4’) {iberein, womit wir VANDIVERs Satz bewie-
sen haben.

(Eingegangen am 15. Oktober 1949.)
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