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Uber das KriimmungsmaB in Finslerschen Riumen.')
Von Q. VARGA in Debrecen.

Fiir einen Finslerschen Raum hat L. BERWALD eine zu einem Bivektor
gehorige skalare Krlimmung B definiert, die die natiirliche Verallgemeinerung
des entsprechend definierten Riemannschen KriimmungsmaBes bildet.?) Wir
wollen diesen Skalar in der Folge als Berwaldsche Kiiimmung bezeichen.
Der Bivektor ist dabei in einem Linienelement (x, v) durch die Richtung v~
und den von ihm linear unabhdngigen Vektor »* definiert. Es ist also

B=B(x, v, 1).

In einer zweidimensionalen Finslerschen Mannigfaltigkeit (»', y?) hat P. FINSLER
eine Invariante S(y,w) definiert,®) die er als innere Kriimmung bezeichnet.
Mit Hilfe des oben erwdhnten Bivektors kdnnen wir nun eine im Punkte x*
geoddtische Fliche dadurch bestimmen, daf wir sdmtliche Extremalen kon-
struieren, die in x* eine zum Bivektor gehorige Richtung beriihren. Die so
konstruierte zweidimensionale Mannigfaltigkeit besitzt natiirlich ebenfalls eine
Finslersche MaBbestimmung. Ist w diejenige Richtung der zweidimensionalen
Mannigfaltigkeit, der v im n-dimensionalen Raum entspricht, so soll nach-
gewiesen werden, daB :

B(x,v,n)=38(y,w) :
gilt. Dies ist das genaue Analogon des bekannten Zusammenhanges zwischen
dem GauBschen und Riemannschen Kriimmungsmag.

§. 1. Die oskulierende Riemaansche MaBbestimmung.
Durch
(1) x*==x*(1)
sei im Finslerschen Raum eine auf die Bogenldnge als Parameter bezogene
Kurve gegeben. Wir betten dieselbe in eine Kurvenkongruenz
() =g (t\8,... .17, g*(t0,...,0)=x{), t=1,
ein. Der Parameter auf den einzelnen Kongruenzkurven ist dabei . In dem

1) Vorgetragen an dem in Prag abgehaltenen gemeinsamen 3. KongreB der tschecho-

slovakischen und 7. KongreB der polnischen Mathematikers, 28. August—3. September 1949-
2) L. BerwaLb [1], (siehe Schriftenverzeichnis am Ende der Arbeit),insbesondere Nr.25.
3) P. FinsuEr [1), insbesondere S. 104—106.
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durch die Kongruenz (2) bedeckten Bereich T ist jedem Punkt durch 4,x* ein
Ortsvektor zugeordnet. Lings (1) sind diese Vektoren Einheitsvektoren. Da (2)
eine Kurvenkongruenz darstellt, lassen sich diese Gleichungen nach den #*
aufldsen. Dadurch wird das Vektorfeld in 7 eine Ortsfunktion, die durch
(3) Tl b AR, )

dargestellt werde. Die ldngs der Kurvenschar (2) oskulierende Riemannsche
MaBbestimmung ist dann durch

4 8ap (X) =gap (x, 7 (x))

definiert.*) Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen den zu den 2.,
gehdrigen Christoffelschen Symbolen erster Art und den Ubertragungspara-
metern Iz, des Finslerschen Raumes herleiten. Wird wie fiblich
LD N

2 907 8= 7 Jreocfov

gesetz, so folgt, da L fiir einen Finslerschen Raum in den v* positiv homogen
von erster Dimension ist,*)

(6) Caﬂrvu:CQﬂyDJ:Cgpyv?:o.

Wegen der Definition®) der I';s, und derjenigen der Christoffelschen Symbole
erster Art erhdlt man bei Beachtung von (5) und (6) zundchst

a %
o o

Nun sind aber die Funktionen G* in den v* von 2-ter Ordnung positiv homo-
gen,”) so daB die letzteren Gleichungen auch in der Form

(5) Cﬂﬂ? —

f"sl'(x)r? = Fﬂ:ﬁy(xj r)rr + Cu.ay (r’&,,r" + ry

(7) f‘“ﬂf(x)ﬂsr’:ﬁ?(x: r)ﬂ“l' Ca,hA"
dargestellt werden kbnnen, wobei wir
(8)  Ar= ro,rr+2 G*

gesetz haben. Uberschieben wir Gleichungen (7) nochmals mit r¢, so ergibt
sich wegen (6) und drei bekannten Relationen der Finslerschen Geometrie :®)

9 Tagy (x)rer = Iagy(x, r)rerr =2 Gy(x, 1) =2 G*gas.

Aus (9) folgt zunidchst, daB sich eine Extremale des oskulierenden Riemann-
schen Raumes und eine solche des Finslerschen Raumes, die x*(#), *(f,) zum
gemeinsamen Linienelement besitzen, in 2-ter Ordnung beriihren.?) Eine Ex-
tremale des Finslerschen Raumes genligt den Diffarentialgleichungen 2-ter

4) A. Nazix [1], S. 17—20.

5) E. CarraNx [1], S. 11.

¢) E. Carran [1], S. 16, Formel (XII).

7) E. Carrax [1), S. 16—17.

8) E. Carrax [1], S. 16, Formeln (X)—(XII).
9) A. Naziu [1], S. 20.
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Ordnung!®)
o TR 13
Dabei wurde die Ableitung nach der Bogenldnge mit einem Strich bezeichnet.
Eine Extremale des oskulierenden Riemannschen Raumes V, geniigt bekanntlich
den Differentialgleichung
x™=—Ta, X'*X",
Wegen (9) und dem gemeinsamen Linienelement folgt hieraus in
X (t) = X" (t)
unsere Behauptung.
Wir setzen nun voraus, daB die Kurve (1) eine Extremale €, ist. Fiir

das Feld der Einheitsvektoren r* von G, gilt dann
dr*

(10) Gy =""0rt=— 2G*(x,7),
oder wegen (8)
(10) A*=0.

Da die r* ldngs @, auch im oskulierenden Raum V, Einheitsvektoren sind,
so folgt wegen (9), daB
%= — Iagrerk
besteht, und somit @, auch im V, eine Extremale ist. Wir kdnnen nun eine
@, enthaltende Kurvenkon_gruenz bestimmen, so daB fiir das Richtungsfeld
(3) langs €, nicht nur (10), sonder sogar
a

(11) Oyr*e==— Gy(x, r) mit G;=WG"

gilt. Aus (11) folgen natiirlich wegen der Homogenititsvoraussetzungen tiber G*
die Relationen (10). DaB eine derartige Wahl des Richtungsfeldes mdglich
ist, kann genau so bewiesen werden, wie fiir eine entsprechende Frage in
der Riemannschen Geometrie.”?) Aus (11) folgt nun wegen der expliziten
Gestalt der I';5,°% einerseits und der Form der Christoffelschen Symbole
andererseits bei Beachtung von (5), daB lings €, die Identitdten

(12) Igy =TIy (x, 1)
gelten.

10) Die Differentialgleichungen der Extremalen in dieser Form bei E. CArTax[1], S. 17.
1) O, Varaa [1]. Man hat in den dort auftretenden Differentialgleichungen statt

dx*(t,...,4,0,...,0)
I':“(X(t“..., f*,ﬂ,...,ﬂ))g‘t dt:

blof

k
Gi(g“ts'-utlloxﬂuo}) d'_gjtr"”.d,:klou — )
zu setzen.
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§. 2. Beziehungen zwischen den Kriimmungsaffinoren des
oskulierenden Riemannschen und Finslerschen Raumes.

Wir zeigen nun, daf zwischen dem Krlimmungsaffinor R.zs, des osku-
lierenden V, und dem durch

(13) Rij® = 2006T 3 — 2 G e Tis+2Ci* (% Gy + Ofos G+
+2 Iy Tage (mit Gap= v ﬂGP)

definierten Kriimmungsaffinor des Finslerschen Raumes®) lings G, die
Identitédten

(14) ﬁagya rﬂrle?a”arﬂr?
besiehen.

Beweis. Aus den Relatitonen (7), die Identititen in den x* sind, folgt
durch Ableitung nach x*:

(15) 9 Tapy (x)-r7 + Tapy (x)-0cr7 == 0, Tapy (X, ")”"l‘ F;Fratr -7+
+F;ﬁyatry+arCapx A +Caﬂx alA .

Lings einer Kongruenzkurve gilt nun

1 x_._i
(16) IO A= A,

was insbesondere ldngs €, wegen (10") Null ist. Auf Grund dieser Bemerkung
folgt aus (15) bei Beachtung von (6) und (12), daB lings G,

(17) 0 fugyr"r'=8,1‘,:p,r?r'-—_8._1*;” G:r:ry

gilt. Berticksichtigen wir die Beziehungen (6), so ergibt sich unter erneuerter
Beachtung von (15):

(18) ¢ Lagy - 1or? =0, Lagy - ror? — 5%;1';”.0:;«;?,

Aus der Definition des Riemannschen Kriimmungsaffinors und des durch (13)
angegebenen Krliimmungsaffinors des Finslerschen Raumes folgt nun wegen
(12), (15), (17) und (18) die unter (14) behauptete Beziehung lings €,

12) E. CarTAN [1], S. 36, Formel (XIX'). Wir haben die dort auftretende Bezeich-

nung R, %, des Kriimmungsaffinors zu R,;;’ abgelindert.
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§.3.Geodétische Abweichung und Beziehung zwischen der inneren Fins-
lerschen und skalaren Berwaldschen Kriimmung im Finslerschen Raum.

Aus (14) konnen wir nun wichtige Folgerungen ziehen. Wir betrachten
in dem ldngs €, oskulierenden V, noch eine zu €, benachbarte Extremale
G, Jedem Punkte x* von €, ordnen wir auf €, denjenigen Punkt x*-& zu,
der auf dem Endpunkt des in x* zu €, orthogonalen Vektor §* liegt. Fiir die
geoddtische Abweichung gilt dann'?)

[ b 2 5.0 B yEe
(19) W=_Raﬁy Terie
Nun ist aber die Finslersche Mafibestimmung lidngs €, identisch mit der des
V,. Der zu @, in x* orthogonale Vektor ist daher auch im Finslerschen Raume
zu G, orthogonal. Aus (14) folgt andererseits, daB ldngs €,

2Ed

(20) %}i— =— Rajy’ rerrEe
gilt. Die durch x*-4-§* definierte Extremale &, des V, ist aber dann auch
Extremale im Finslerschen Raume, da (20) genau die Gleichungen der geodi-
tischen Abweichung zweier benachbarten Extremalen im Finslerschen Raum
sind.’*)

Setzen wir nun insbesondere voraus, dal unsere Mannigfaltigkeit
zweidimensional ist, dann reduzieren sich sowohl (19) als (20) auf die klas-
sische Jacobische Gleichung
@) LI+ Ky=0

dt* 1
in der f, wie oben, die Bogenldnge und y den Normalabstand der beiden
Extremalen bedeutet. Im V, ist K bekanntlich das GauBsche KriimmungsmaB
der Mannigfaltigkeit, wihrend fiir eine Finslersche Mannigfaitigkeit
(22) K(x!, x?) = S(x!,x2,r'(x",x2),72(x!,x2))
genau mit der von P. FINSLER definierten innenren Kriimmung des Linien-
elementes iibereinstimmt. Daraus folgt:

Das innere Kriimmungsmap einer 2weidimensionalen Finslerschen Mannig-
feltigkeit ist ldngs einer Extremalen € identisch mit dem Gaupschen Kriim-
mungsmap der lidngs € oskulierenden Riemannschen Mapbestimmung.®)

Wira im n-diménsionalen Finslerschen Raum lidngs €, in stetiger Weise
ein Vektorfeld #* erkldrt — dessen Vektoren nirgends mit den Tangenten-
vektoren von €, zusammenfallen —, so ist durch v*, »* ldngs €, ein stetiges
Feld von Bivektoren bestimmt. Fiir einen beliebigen dieser Bivektoren ist das
Berwaldsche KriimmungmaB durch

13) ). A. Scaouten und D. J. Struik [1], S. 17], Formel (16.55).
14) E. CarTaAN [1], S. 39—40 und Formeln (47), (XXV).
15) L. BerwaLD [2], S. 40.
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Ragysnrénrrs’
gaty&npm“rén?re
erklirt.?) Wegen (4), (14) und der bekannten Definition des Riemannschen
KriimmungsmaBes R fiir einen Bivektor folgt daher fiir das Bivektorfeld langs €,
(24) B=R.

Wird nun im V, fiir den Bivektor eines Punktes xj von €, die in x* geoda-
0

(23) B= —

tische Fliche @,, die natiirlich G, enthdit, konstruiert, so ist bekanntlich das
Gaufische KriimmungsmaB K, von @, in x* gleich dem Riemannschen Kriim-
1]

mungsmaB, das zu dem Bivektor dieses Punktes gehort, d. h. in x* gilt
0

(25) R,= K,
Wegen (24) ist also auch
(26) BO=KQC

Wenn nun das Richtungsfeld r* die Fliche @, beriihrt, dann ist die von
V, auf P, induzierte Riemannsche MaBbestimmung identisch mit der, die
Finslersche MaBbestimmung von @, lings €, oskulierenden Riemannschen
MaBbestimmung. Ist daher eine solche Wahl des Richtungsfeldes moglich,
dann wird wegen (22)

(27) By=S,.

Wir zeigen nun, daB eine solche Wahl fiir r* getroffen werden kann,
daff die Fliche @, auch fiir den Finslerschen Raum geoditisch in x* wird.
o

Dazu betrachten wir simtliche von x* ausgehende Extremalen des Finslerschen
0

Raumes. In einer hinreichend kleinen Umgebung von x* ist das Feld
0
a4 ] & APPSR

ihrer Tagentenvektoren ein solches der gewiinschten Art. Die zu diesem Feld

gehorige oskulierende Riemannsche MaBbestimmung V,, die durch (4) bestimmt

ist, ist im Punkte x* singulér. Die in x* geoditische Fidche @, des Finslerschen
0 0

Raumes ist wegen der anschlieBend zu (9) angesteilten Betrachtungen im V,
auch im singuldren Punkte geoditisch. Auf @, fillt natiirlich die induzierte
und die lings €, oskuiierende MaBbestimmung zusammen. Durch den Grenz-
iibergang x"—-ric* ldngs €, kann (24) und (22) auch furf"als richtig erkannt

werden. Das Bestehen von (25) und (26) in x* folgt so: Man betrachte einen
0
von Joc* verschiedenen Punkt x* auf €, und konstruiere die zu dem Bivektor

dieses Punktes gehdrige und in demselben geoditische Fldche @ des V,. Beim
Grenziibergang x* — x* ldngs €, wird nun gleichzeitig ® — @,, Daraus folgt,
da8 (25) und (26) richtig ist. Dann gilt aber (27), w. z. b. w.
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