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Konstruktive Losung der Apollonius-Aufgabe im
n-dimensionalen Raum durch Beniitzung einer Erweiterung
der zyklographischen Abbildung auf mehrdimensionale

Rédume.")

Von L. GYARMATHI in Debrecen.

Wohlbekannt ist die Veraligemeinerung der ebenen Apollonius-Aufgabe
auf den n-dimensionalen Raum: gem4B derselben sind die Hyperkugeln, die
n+1 vorgegebene Hyperkugeln beriihren, immer konstruierbar und die' Anzahl
der Losungen ist 2",

In der vorliegenden Arbeit wird zur Konstruktion des oben erwéhnten
Problems eine einheitliche Ldsung in n-dimensionalen linearen Rdumen
gegeben, die auf eine Verallgemeinerung der zyklographischen 'Konstruktion
der ebenen Apollonius-Aufgabe®) beruht und eine unlingst von MAURIN
verdffentlichte Abbildungsmethode®) beniitzt.

Wir bediirfen in erster Linie eine Veraligemeinerung der zyklographischen
Abbildung des Raumes. Wir konnen die Punkte des R,,, auf eine Hyperebene
II, in der Weise abbilden, daB wir zu jedem Punkte des R,,, eine in der
IT, liegende orientierte Hyperkugel zuordnen.t) Mittelpunkt der Hyperkugel
ist die Projektion des Punktes auf I, ihr Radius ist der Abstand des Punktes
von IT,. Dazu bemerken wir zunichst, daB wir die n—1-dimensionale Oberfliche
der Hypelkugel, durch entsprechende Wahl des Normalvektors in einem
beliebigen seiner Punkte orientieren kdnnen. Wir wollen diese Orientierung
— abweichend von der {iblichen — gleich so wédhlen, daB der positiven
Oriéntierung ein zum Hyperkugelmittelpunkt gerichteter Normalvektor entspricht.
Eine orientierte Hyperkugel soll in der Folge als Hypersphidre bézeichnet
werden.

1) Auf dieses Problem wurde ich von Herrn Professor O. Varaa aufmerksam gemacht.

?) E. MULLer: Die Zyklographie. (Leipzig, 1929.) S. 53-58.

8) J. Maurix: Géométrie descriptive 4 quatre dimensions. (Paris, 1948.)

4) Die Hypersphire ist positiv bzw. negativ orientiert, je nachdem der Punkt ,iiber”
bzw. ,unter“ der Hyperebene IT, liegt. (Vgl.?) S. 8. u. 415))
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Umgekehrt kdnnen wir jeder Hypersphidre A® einen Punkt A des R,,,
zuordnen. Dies geschieht folgendermaBen: wir errichten die Normale zur II,
im Mittelpunkt der A% und tragen gemiB der Orientierung auf derselben die
mit' dem Radius gleichlange Strecke ab. Der Endpunkt wird dann mit dem
gesuchten Punkt zusammenfallen.

Auf diese Weise ist die hypersphirische Geometrie auf die des Punktes
zurfickzufthrbar., Dadurch werden zahireiche auf Hypersphdren beziigliche
Aufgaben leichter 19sbar, u. a. die auf den R, veraligemeinerte Apollonius-
-Aufgabe, Dazu betrachten wir den R,,,, der den gerichteten Hypersphiren
des R, zugeordnet ist.

Wenn man einen Punkt A des R,,, mit den Punkten der zugeordneten
Hypersphidre A® verbindet, erhdlt man einen n-dimensionalen Rotationskegel
zweiter Ordnung. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem, dessen eine
Hyperebene die A® enthilt, lautet die Gleichung dieses Kegels

n
gl‘(xj—a)z_(xntl_anfi != ]

wo die a; (A=1,2,...,n+1) die affinen Koordinaten des Punktes A bedeuten.
Diese, den Punkten des Raumes zugeordneten Kegel gehen durch eine in
der unendlich fernen Hyperebene liegende Fliche I', die in homogenen
Koordinaten durch

‘z;xi"'xin:os X,:2=0
darstellbar ist.

Durch Projizieren der Flache I' aus den Punkten des Raumes entstehen
die sogenannten I-Kegel, deren Erzeugenden die I'-Strahlen und Tagenten-
hyperebenen die I-Hyperebenen sind. Die A® wird von den durch A gehenden
I-Hyperebenen berlihrt. Es seien P? die zyklographischen Bilder der Punkte
P; des Kegels, der dem Raumpunkt A zugeordnet ist. Unter diesen Voraus-
setzungen wird die A° von den Hypersphdren PF in dem Punkte berfihrt, in
welchém die dem Punkte P, zugehdrige Erzeugende die A% beriihrt, und im
Beriihrungspunkt haben die Hypersphdren dieselbe Orientierung.

Nun wenden wir uns zur Losung des Apollonius-Problems. Es sei

2 x—apy=r:

die Gleichung der Hyperkugeln (diese sind nur in n-dimensionalem Raum
Hypersphéren) und

> (= &) — (Fp—r)=0
==]

die Gleichungen der den beliebig orientierten Hypersphdren zugeordneten
I-Kegeln. Dabei bedeuten die a, die Mittelpunktkoordinaten, die r; die Radii
der Hypersphdren (i=1,2,...,n+41).
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Die den gemeinsamen Punkten der I-Kegel zugeordneten Hypersphiren
beriihren die gegebenen Hypersphéren.

Die I-Kegel gehen alle durch die I-Fidche und daher schneiden ein-
ander je n IKegel in einem Kegelschnitt, der mit dem n--1-ten I-Kegel
zwei Punkte gemeinsam hat. Wegen der doppelten Orientierbarkeit aller
Hypersphdren erhalten wir daher 2"*! L@sungen.

Die konstruktive Durchfiihrung der L8sung beruht auf einer Veralige-
meinerung der MOLLERschen Konstruktion.?)

Man kann durch passende Wahl des rechtwinkligen Koordinatensystems
immer erreichen, daB die Gleichungen der ersten zwei I-Kegel in Affin-
koordinaten

(1) A+...+xp— (X — )'=0

) (o — a4 X+ .4 X — Koy — )P =0
sind Ihr Schnitt liegt in einer Hyperebene L, deren Gleichung
@) — 200 x, 42X, (e — 1) +aP* +ri—ri=

ist und die sonach zu der durch die x,- und x,,,-Achse bestimmien — im
Folgenden kurz als [x, x,,,] Koordinatenebene bezeichneten — Ebene senk-
recht steht. Diese Hyperebene soll in Analogie zu Bezeichnungen der darstel-
lenden Geometrie des R, als n-te Projektionshyperebene bezeichnet werden.
Ihr n-tes Bild wird durch die Diagonale desjenigen Rechtecks bestimmt, das
sich als Schnitt der UmriBerzeugenden der n-ten Bilder der I-Kegel ergibt,
und nicht durch die Scheitel dieser I-Kegel geht. (Vgl. in der Fig. das dritte
Bild der ersten zwei I-Kegel.) Die Achse x, witd vom L, im Punkte

@2 R g8
4) [+ 00....0)
geschnitten. '

Der Schnittpunkt der Bildhyperebene mit der Geraden, die durch die
Scheitel der zwei I-Kegel geht, (welcher Punkt gleichzeitig Ahnlichkeitspunkt
der beiden Hypersphidren ist), ist durch

[-— . G B 0]
r’_ri’ » I |

angegeben. Der Polarraum P dieses Punktes ist in Bezug auf den ersten
I-Kegel eine n-te Projektionshyperebene mit der Gleichung

a®r
©) ——— X%+ L X — =0
1
Laut (3) und (5) ist L, parallel zu P, Es haben ndmlich zwei zu einer Ebene

orthogonale R, mit paralleler Schnittlinie den unendlichfernen R,_, gemein.
Die Gleichungen der den zwei Kegeln zugeordneten Hypersphéren sind

f,-—
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n
2 x=r
=1
"
(a— a‘f’)z-i-é x2=r}.

Um den Potenzraum H,_, der beiden Hypersphdren zu erhalten, bestim-
men wir durch

(6) Xg—rn=(a — X,4)* — 13

zunichst den auf der x,-Achse liegenden Punkt des H,_,. Dieser Punkt ist
a®® +ri—r3 ]

() [-‘—2—0{”—,0,0,...,0.

Der H,_, selbst ist dann als derjenige Raum bestimmt, der zur x,-Achse
senkrecht steht und durch den zuvor besummten Punkt geht. Da die x,,i-
Achse senkrecht zu I7, ist, steht nicht nur 5.,, sondern auch H,_, zur [x;, X,,,]
Koordinatenebene senkrecht. Nach (4) und’(7) haben L, und H,_, ihren auf der
x,-Achse liegenden Punkt gemeinsam, foiglich enthiit L, den Potenzraum H,_,.

Wir konnen also folgendes feststellen: Die Polarrdume der durch die
Scheitel der beiden I-Kegel bestimmten Geraden beziiglich dieser Kegel sind
parallel zur Hyperebene L,, die den Potenzraum H,_, enthilt. Ahnliches kann
man vom Schnitt der drei I~Kegel behaupten, u s. w.

Durch die n41 Scheitel der gegebenen I' Kegel ist eine Hyperebene
E, bestimmt, ihre Polargeraden beziiglich der I-Kegel sind parallel zur Ver-
bindungsgerade der beiden Schnittpunkte der I-Kegel. Die Verbindungsgerade
geht noch durch den gemeinsamen Potenzpunkt /' der n-1 Hypersphéren.

Den gemeinsamen Potenzpunkt erhalten wir durch Konstruktion der
Schnittpunkte der zu je zwei Hypersphdren gehorigen Potenzrdume. Einen Punkt
der Polare von E, beziiglich eines beliebigen I' Kegels erhalten wir, wenn
wir zum Schnitt von E, mit II, den Pol beziiglich der zu I'-Kegel gehorigen
Hypersphdre bilden. Zur Vereinfachung der Konstruktion bemerken wir
schlieBlich, daB der Schnitt von E, und II, die Ahnlichkeitspunkte der gege-
benen Hypersphdren enthilt.®)

Die auftretenden Konstruktionen kdnnen fiir eine beliebige Dimension
bei Verwendung der MAURINschen Abbildung mit Zirkel und Lineal ausgefiihrt
werden, weil sie nur von erster oder zweiter Ordnung sind.

An der beiliegenden Figur werden die vorangehenden zur Ldsung des
Apollonius-Problems im Raume R, angewandt.

Die vier Kugeln K; (O;,, r) (i=1, 2, 3, 4) wurden unter giinstiger
Annahme in einem Dreibildsystem dargestellt.®) H ist der gemeinsame Potenz-

8) Es ist durch die Zyklographie leicht zu beweisen, daB je n -} 1 Ahnlichkeitspunkte
der n-1 Hypersphidren in einem Raum R, liegen.

%) Auch Oy wird in der zweiten Bildebene angenommen. Der besseren Durchsichtigkeit
halber wird nur das eine Bild der gegebenen Kugeln dargestellt,
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punkt der Kugeln. Den gerichteten Kugeln als Sphdren zugeordnete Punkte
im R, wurden nach der MAURINschen Abbildung dargestelit.?)

Von den drei Bildern der Scheitel der I-Kegel A; fallen die beiden
ersten mit den Bildern der Mittelpunkte der Sphédren zusammen. Das dritte
Bild wurde durch Abtragen des, entsprechend der Orientierung mit Vorzeichen
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versehenen, Radius auf dem Ordner vom Schnittpunkie mit der Achse des
Bildsystems gewonnen.”)

Die Gerade A,P ist in Bezug auf den zweiten Kegel die Polare der
durch die Scheitel der I~Kegel gehenden E; (Spurlinie: a,, a,, ag). Der Punkt
P ist Pol derjenigen Ebene, die durch die Ahnlichkeitspunkte der Sphéiren
bestimmt ist. Zwei Punkte der Lésung K, und K; — die gemeinsamen Punkte
der vier Kegel — ergeben sich als Schnittpunkt derjenigen Geraden & mit
einem der Kegel, die durch den Potenzpunkt H geht und zu A,P parallel ist.

Die Konstruktion dieser Punkte ergibt sich durch Projektion des Schnitt-
punktes der Geraden HP mit der zweiten I~Sphire vom Punkte A, aus auf
die Gerade A. Die dritten Ordner der Bilder K; und K, ergeben die Radii
der berlihrenden Kugeln, das erste und zweite Bild aber die Bilder der
Kugelmittelpunkte.

Durch passende Orientierung der Kugeln erhdlt man sidmtliche 16
Losungen der Aufgabe, die zum Teil auch imagindr sein kdnnen.

Wenn wir auf die obige Konstruktion der Radii der beriihrenden Kugeln
verzichten, dann kann die ganze Konstruktion in (die Kugeln enthaltenden)
R, ausgefiihrt werden. Dies entspricht der Taisache, daBl das ebene Apollonius-
Problem rein planimetrisch 10sbar ist.

Mann kann also die Ldsung der Apollonius-Aufgabe in beliebigen linearen
Riumen so zusammenfassen., Man bestimmt den Potenzpunkt H und die
Riume E,, die die Ahnlichkeitspunkte der Hypersphdren K; enthalten, und
zugleich auch die Pole P, der letzteren in Bezug auf diese Hypersphéren.
Die Berithrungspunkte der gesuchten beriihrenden Hypersphdren sind die
Schnittpunkte der entsprechenden Hypersphdren mit den Geraden HP;,
(i=1,,.., n41; k==1,...,2"9)

(Eingegangen am 1. Dezember 1949.)

) Die Orientierung der auf den Sphiren liegenden Zyklen stimmt mit der Orientierung
der Sphéren iiberein.
) Vgl ?) S. 58. Satz 3



