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Uber die Klassifikation der quadratischen Formen.

Von T. SZELE in Debrecen.

In der vorangehenden Arbeit von Herrn A. CsAszAr') wurde ein sehr
einfacher und schdner Beweis fiir das Determinantenkriterium der definiten
quadratischen Formen gegeben. Im folgenden gebe ich einen weiteren Beweis
desselben Satzes, der unter dem EinfluB der Csaszirschen Arbeit mit
Ausschaltung der darin verwendeten (iibrigens durchaus elementaren)
analytischen Hilfsmittel entstanden ist. Und zwar werden wir uns im
folgenden bloB auf den Determinantenbegriff und auf den Satz
iber die Entwicklung einer Determinante nach einer Zeile stiitzen. Dariiber
hinaus werden wir mit den gleichen Hilfsmitteln auch das Kriterium der
semidefiniten Formen herleiten. In solcher Weise findet dieser Fragenkomplex
eine vollstdndige und ganz elementare Darstellung, die sich etwa auch im
Rahmen einer Anfangsvor.esung hineinfiigt.

Wir betrachten die quadratische Form

(1) FO=f( .. x)= > a,xx,= z x.1, (%)

k=1
der n Veridnderlichen x,,...,Xx, (die auch als die Komponenten des Vektors
x aufgefaBt werden kdnnen), wobei /(x) die lineare Form

©) LEO=4( o X)=8a X+t 0%, (=1,...,n)
bezeichnet und fiir die Matrix (a;,) des Koeffizientensystems von f(x)
(3) a;,,—a; (i=‘,.-.,n;k=],..-,n)-

gilt, Wir nehmen an, daB die Form f(x) der n Verdnderlichen x; dieselben
tatsichlich enthilt, d.h. die Matrix (a;,) keine Zeile mit lauter Elementen O
enthdlt. Die Determinante i-ter Ordnung in der linken oberen Ecke dieser
Matrix bezeichnen wir mit D, (i=1,...,n). Unter einem Hauptminor von
D, verstehen wir, wie {iblich, eine solche Unterdeterminante von D,, die
durch Streichung zu denselben Indizes gehdriger Zeilen und Spalten aus D,
hervorgeht. Wir werden noch die Bezeichnung

4) _ i - TP, S O)If(x)
verwenden, wobei also f(x) als eine quadratische Form von n—1 Verédnder-
lichen betrachtet werden soll. Wir beweisen nun folgende beiden Sitze:

1) A. Csiszir: Sur les formes quadratiques positives. Publicationes Mathematicae
(Debrecen) 1 (1950), 186—188.
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Satz 1. Die Form (1) ist dann und nur dann positiv bzw. negativ
definit, wenn

(5) _ D.,>0 t=Lu0
bzw.
(6) . (—1)'D;>0 (i=1,...,R)
gilt.

Satz 2. Die Form (1) ist dann und nur dann positiv (negativ) semi-
definit, wenn D,=0 ist und eine der nichtverschwindenden Hauptminoren
von mdglichst hoher Ordnung r(> Q) von D,die Determinante einer positiv
(negativ) definiten quadratischen Form ist. |

Offenbar genfigt es die Aussagen iiber die positiv definiten bzw. semi-
definiten Formen zu beweisen, da die Richtigkeit der fibrigen Behauptungen
der Sitze 1, 2 daraus unmittelbar folgt.

Bezeichnet man das zum Element a;, gehdrige algebraische Komplement
in D, mit A;, so gilt fiir den Vektor # mit den Komponenten

(1) w,=A4,, (i=1,...,n)
0 1=i
(8) Il' (a)zail An1+' "+al’aAan= D- ful’ _!'___<_:.:

Daraus folgt nach (1)

©) f@= 3 ul@=uD,=A,D,=D,.,D,
1=1

Andererseits ergibt sich nach (1) und (2)

(10) f(x—ﬂ)-—Z'(x —u) li(x— H)——Z(x ) (k(x)—1(u)) =

-_th(x)+ZuI(u) le(u)—Zu L(x).
Mit Riicksicht auf (3),.(8), (9) erhdlt man aber

(11) Zul(x)—ZuZa X, = Zu,Z'a,,,x,_Zx,,Za,,u—
=§x,h(u)=0.x,

Zui Ii (u) =f(u) =Dn un'
Folglich schreibt sich (10)-nach (1) in der Form
(12) f(x—u)=f(x)+ D,(a,— 2x,).

Den Satz 1 beweisen wir nun mit Induktion nach n. Nehmen wir
an, daB der Satz fiir n —1 (statt n) richtig und (1) eine positiv definite
quadratische Form ist. Dann ist auch die Form (4) positiv definit, mithin gilt
(5) nach der Induktionsannahme fiir i=1,...,n—1. Wegen

(13) un=Ann=Da--l>0
ist aber f(u) >0, so daB auf Grund von (9) auch D, >0 gilt.

und
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Setzen wir umgekehrt die Richtigkeit von (5) voraus. Dann ist die Form (4)
nach unserer Induktionsannahme positiv definit. Folglich geniigt es nur noch
die Richtigkeit von
(14) 0. 00
fir x, 40 d.h. wegen f(ix)=2*f(x) fir x,=u,(=D,_,+0) zu zeigen,
Dann gilt aber f(x—u)=f(x—u) =0, woraus nach (12)

fx)+D,(u,—2u)=0,
f®=D,u,=D,D,_,>0
folgt. Damit ist (14) und zugleich auch Satz 1 bewiesen.

Um Satz 2 zu beweisen, zeigen wir zundchst durch Induktion nach n,
dafl fir eine positiv semidefinite Form (1)

(15) D,=0
gilt. Ist ndmlich f(x) positiv semidefinit, so ist die Form (4) entweder positiv
semidefinit oder positiv definit. Im ersten Fall ist nach unserer Induktionsan-
nahme D,_,=u,=0, so daB nach (12) und f(x—u)=0

f(x)—2D,x,20

gilt. Daraus foigt fiir x,=...=x,_,=0,x,= f‘ wegen a,,>0?%)

a8 —2D,x,=— 2= >0

d. h. (15.). Im zweiten Fall kommt (13) nach Satz 1 zur Geltung. Demnach folgt
aus (9) und f(x) =0 die Ungleichung D,_,D,=0 d. h. (wegen (13)) D,=0.
Da aber f(x) nach Voraussetzung keine positiv definite Form ist, ergibt sich
daraus nach Satz 1 wiederum (15).

Auf Grund von (15) 146t sich nun die Notwendigkeit der Bedingung
m Satz 2 leicht beweisen. Sei ndmlich die Form (1) positiv semidefinit und
numerieren wir die Verdnderlichen x,, ..., x, derart, daB D,==0 ist (0<r<n)?®),
dagegen jeder Hauptminor grdfer Ordnung als r von D, verschwindet. Dann
ist die zur Determinante D, gehdrende Form f(x,,...,x,,0,...,0) nach dem
eben Bewiesenen positiv definit.

Endlich zeigen wir durch Induktion nach n, daf die Bedingung im Satz
2 auch hinreichend ist. Sei also D, >0 und jeder Hauptminor gréfer Ordnung
als r (r<n) von D, gleich 0. Dann gilt nach unserer Induktionsannahme

(16) f:+l(x}=.f(x1!'*"xrsoyxri-ﬂﬂ")xa)-_—:?zoo
Somit geniigt es wegen f(Ax)=4%f(x) nur noch die Richtigkeit von

(17) f(x)=0 fir x,,,=9,,,%F0

2) Im fall einer positiv semidefiniten Form f(x) ist ndmlich a,, <0 offenbar ausge-
schlossen. Die Unméglichkeit von a,,=0 folgt so. Wire a,,=0, so ergibt sich fiir die
Werte x; = —2ain,Xa=0a;;-}+1, x4=0 (k$i,n) f(x) =4aq;,a},— 4a}, (ai;+1)=—4 P =0
d.h. a;,=:0. Dann aber enthdlt f(x) die Verénderliche x, gar nicht.

3) r>0 folgt aus ay,, >0. Vgl. die Bemerkung®).
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zu beweisen, wobei v,, ,eine Konstante ist.*) Fiir diesen Zweck bezeichnen
wir das zum Element a,, gehorige algebraische Komplement in der Determinante
D,,, mit A’;, und definieren den Vektor v durch die Komponenten

(18) =Anill=.0,241); vi5=,..=p,=0.

Dann ist v,,,=—A4’,,, ,.,= D, & 0 nach unserer Annahme erfiillt. Gelingt es
uns also

(19) flx—v)=f(x) fir x,.1=9,41

zu beweisen, so folgt aus (16) wegen f(x—v)=/f,,, (x—v) (flirx,,,=1v,,,)
die Giiltigkeit von (17).

Nun folgt (19) wegen (10),(1) und 2/ (x)=23xl(v) (vgl. (11))
unmittelbar aus
(20) L(v)=a,A, 11+ ..+ G, 014041,,4:=0 (i=1,...,n).
Die Richtigkeit von (20) ist fir i<r+1 wegen D,,,=0 auf Grund der
Definition der A;,,, klar. Es geniigt also (20) nur noch fiir den Fall
i=r + 2 zu beweisen, da die Verdnderlichen x,,, und x;(r4+2<j<n)
vertauscht werden kdnnen. Bezeichnet man aber das algebraische Komplement
von a; in D,,, mit A", so gilt

r+1

Lio(v)= Z i1l s =—A 1,43
I=1

Nun Ja6t sich die Gleichung
(21) A:'+1,r+!=0
folgendermaBen beweisen. Wegen D,,,=0 gelten die r+ 1 Gleichungen

ai! A:-’-l- 2.1 + LR + al',r+lA:’+3,r+1 + a".r+ﬂA:’+!.r+2 m— 0; (i=1 (R "rvr+ 2)'

e

Die letzten Glieder der linken Seiten lassen sich hier wegen A, ,,=
=D, ,,=0 streichen. Die Determinante (der Koeffizienten a;,) des so
entstehenden Gleichungssystem ist — A!,, ... Multipliziert man also die
Gleichungen mit den entsprechenden, zur letzten Spalte gehdrenden
algebraischen Komplementen dieser Determinante und addiert sie, so ergibt
sich die Gleichung — A/, ,,,.A.s,+;,=0. Daraus folgt nach (3) die
Giiltigkeit von (21), womit der Beweis des Satzes 2 vollendet ist.

(Eingegangen am 29. April 1950.)

4) Dann ist nimlich f(x) entweder positiv definit oder positiv semidefinit. Der erste '
Fall ist aber wegen r<n d.h. D,=0 nach Satz 1 ausgeschlossen.



