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Eine Bemerkung iiber definite quadratische Formen.

Von E EGERVARY in Budapest

Die Herleitung des Kriteriums fiir den definiten Charakter einer quadrati-
schen Form geschieht bekanntlich am einfachsten durch vollstdndige Induktion.
In der vorliegenden Note, welche sich an die vorangehenden Aufsdtze von
A. CsiszAr') und T. SzeLe?) anschieBt, wollen wir in aller Kiirze darauf
hinweisen, daB diese Herleitung auf eine elementare Idéntitdt gegriindet
werden kann, welche durch geometrisch-anschauliche Betrachtungen nahe-
gelegt wird und im besonderen Falle von zwei Variablen die Tatsache aus-
driickt, daB ein Paraboloid immer — auf die weiter unten angegebene Art —
als Schiebungs (Translations)-fliche aus zwei parabolischen Leitkurven erzeugt

werden kann.
Schreiben wir ndmlich die zur Diskussion einer Form von zwei Vari-

ablen gewdhnlich benutzte Identitit

a,, ¥ @y, Qg — a3,
2=f(x, y)=a,x*+2a,xy+any*+a, (x+ —y) + =212 (a,+0)

a, a,
in der Form
- A - Ay,
(]) z=f(x:y)=f(x,0)+—y-, . e o ’
Ay Ay
(A bedeutet die Determinante der Form, A, A,,,... das algebraische Kom-
a, a,, y 2
plement von a,,, ai a |7 .), so erkennen wir, daf das Paraboloid
rk “rs

z==f(x y) durch Schiebung seiner Schnittparabel z=f(x, 0) entlang der
Parabel x-—--A—“y, ::=~‘iy2 erzeugt werden kann.
Aﬂ A?ﬁ
Um fiir die Form

z=f(x‘,...,x,,):ZZ ai,x,x,-=2x,-2a,,x, (A,.+0)

1) A. CsiszAr, Sur les formes quadratiques positives, Publicationes Mathematicae
(Debrecen) 1 (1930), 186—188.
%) T. Szere, Uber die Klassifikation der quadratischen Formen, Publicationes Mathe-
maticae (Debrecen) 1 (1950), 189—192,
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die entsprechende Identitit aufzustellen, betrachte man in Analogie zu (1)
den Ausdruck

= b A Alf B i i iqi
F(Xi. .oy Xy 0)= Z (x-' e Tq::xa) ;Z" aa,'(x:'_ A x.) , (x.' =X, A x.],

welcher sich mit Beniitzung von > a;;A,, =4, in
f(fll » "sfn—1’0)= 2 (xl'- :“ xn) Za.-,-x,-=f(x1, . .,x')—"' AA x},
i nn J nn
umformen ldBt.
Die zu (1) analoge Identitat lautet also folgendermalfien :

@ | RGOt (R= i iy
Dementsprechend kann auch das n-dimensionale Paraboloid aus einem n — |
dimensionalen durch Schiebung erzeugt werden.

In der Identitdt (2) kdnnen offenbar auch X, X,,...,X,_,.X, als unab-
hdngige Variablen betrachtet werden, folglich ist f(x,,...,x,) dann und nur
dann positiv definit, wenn dasselbe gleichzeitig fir f(x,..., X,_;,0) und

-f——x’,‘, gilt. Diese beide Bedingungen sind aber mit Riicksicht auf die iibliche
Induktionsannahme mit den Bedingungen

A0 A S50 4 o S0iiu@>0

n—1,n~1

gleichwertig.

Mit Hilfe der Identitdt (2) kann auch eine positive, einfach semidefinite
Form (d. h. eine solche, die nichtnegativ und nichtdefinit ist, aber mindestens
einen positiv definiten Abschnitt von n— 1 Variablen enthdlt) diskutiert werden.

Es sei namlich f(x,,..., X,_,, 0) ein definiter Abschnitt von f(x,,...,x,).
Dann gilt (2) und auch diesmal kdnnen X;,...,X,,, X, als unabthingige
Variablen betrachtet werden. Demzufolge ist f(x,,..., x,) dann und nur dann
positiv semidefinit, wenn beide Summanden rechts in (2) nichtnegativ sind
und mindestens einer davon semidefinit ist. f(x,,..., X,_,, 0) ist nach An-
nahme definit, also mub -jé—x,’_ semidefinit sein, woraus A ==0 folgt.

Im Falle einer einfach semidefiniten Form reduziert sich also die Iden-

titdt (2) auf
® oo =G B (B=xi— 42,

in Ubereinstimmung mit der Tatsache, daB in diesem Falle das Paraboloid
in ein Zylinder ausartet, welcher die Hyperebene z=0 entlang der Gerade

X, = ::"‘ Xn(i=1,2,...,n—1) berihrt.
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Zur Diskussion von mehrfach semidefiniten Formen kann man eine
geeignete Verallgemeinerung der Identitat (2) benutzen, welche z. B. flir zwei-
fach semidefinite Formen folgendermafien lautet:

f(xh Siies X,.) Ef(f‘“ ks f,,_!' 0, 0) + An—'l, nhlx?l - 2Al|,n—lx —lxl+Alnxz—-1

An—l, n—1 ’
All—'l,i xn—l + An—-l.?n—l x-
-_gzxi_ = - (f=l,2,...,ﬂ"—2).
An-l.n-—l

(Eingegangen am 2. Juni 1950)



