Uber das Produkt fiinf aufeinander folgender Zahlen
in einer arithmetischen Reihe.

Von RICHARD OBLATH in Budapest.

§ 1. Einleitung.

Ober die Frage, ob Produkte aufeinander folgender Glieder einer arith-
metischen Reihe, deren Glieder ganze rationale Zahlen sind, volle Potenzen
werden kdnnen, sind nur ganz spérliche Resultate bekannt!). AuBler der seit
sehr lange bekannten Tatsache, daB drei Quadratzahlen eine arithmetische
Progression bilden konnen®), wissen wir nur, daB das Produkt drei konse-
kutiver Glieder einer arithmetischen Reihe mit teilerfremdem Anfangsglied
und Differenz weder eine Kubikzahl®), noch ein Biquadrat oder eine fiinfte
Potenz darstellen vermag?), und daB das Produkt vier aufeinanderfolgender
Glieder einer solchen arithmetischen Reihe kein Quadrat ist®), (aus-
genommen die Reihe —3, —1, 1, 3). AuBerdem sind &hnliche
Ergebnisse {iber einige sehr spezielle arithmetische Reihen bekannt.
Z. B. ist das Produkt aufeinanderfolgender ungeraden Zahlen keine
volle Potenz;®) dasselbe gilt fir das Produkt von hochstens 300
aufeinanderfolgenden  Gliedern der Reihe 6x-+41 wund fiir die

a4d8
beiden Produkte JJ (4x-+1).7) Dieser Mangel an sichergestellten Ergebnissen
r=a+l
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hat seinen Grund wohl in der Sprode des Gegenstandes, denn die Methoden,
welche man bei der einfachsten arithmetischen Reihe, ndmlich bei der Folge
der natiirlichen Zahlen mit Erfolg anwendet, versagen hier. Man kann jeder
vorgelegten arithmetischen Reihe eine andere zuordnen, bei der, falls (n, k) = 1
ist, das Produkt von k konsekutiven Gliedern eine n-te Potenz wird. Wenn
namlich in der gegebenen arithmetischen Reihe

k-1

Il a+dx)= Ay

z=()

wire, so kann man, wenn jedes Glied mit einer geeigneten Potenz von A
multipliziert wird, erreichen, dafl

1] A@+dx) =AY y =B

wird, mit kt=wvn— 1. Arithmetische Reihen, deren Anfangsglied und Diffe-
renz einen gemeinsamen Teiler besitzen, kdnnen aber Schwierigkeiten bieten.

Der Zweck der vorliegenden Mitteilung ist der Beweis des folgenden
Satzes:

Satz. Das Produkt von fiinf aufeinander folgenden Gliedern einer arith-
metischen Reihe, deren Anfangsglied und Differenz teilerfremd sind, ist kein
volles Quadrat.

Es ist wohl anzunehmen, dafl der Satz auch fiir manche arithmetische
Progression gilt, deren Glieder einen gemeinsamen Teiler besitzen, und zwar
fiir solche Reihen, wo der gemeinsame Teiler blof aus Primteiler <k (die
Anzahl der betrachteten Glieder; in unserem Falle also =5) zusammen-
gesetzt is. Der allgemeine Beweis dieser Behauptung ist mir aber nicht ge-
lungen. Auf Grund ziemlich mithsamer Rechnungen bin ich blof§ zu folgendem
Ergebnis gekommen: Das Produkt von fiinf aufeinander folgenden Gliedern
einer arithmetischen Reihe, deren Differenz < 10000 ist und mit den Gliedern
nar den gemeinsamen Teiler 2, 3 oder 6 hat, kann kein volles Quadrat sein.
Auf den Beweis dieser Behauptung gehe ich hier nicht ein.

In diesem Zusammenhang stellt P. ERDOs die beiden Fragen :%)

1) Gibt.es eine absolute Konstante C, so dafi mit k> C und (a, d)=1
das Produkt a(a+d)...(a+ (k—1)d) kein Quadrat ist?

2) Ldpt sich zu jedem gegebenem ¢ eine Zahl k= k(¢) bestimmen, so
daf es in der Folge

a,atd, ....,.a+k—1)d
hichstens ek Quadrate gibt ?
Die Antwort ist fiir beide Fragen unbekannt.

8) Briefliche Mitteilung vom 22. Juni 1930.
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§ 2. Beweis des Satzes.
Unsere Aufgabe ist die Unmoglichkeit der diophantischen Gleichung

(H (x*—4d?) (x*—a*) x=)*
mit
(1) (x.d)=1

in nicht verschwindenden ganzen Zahlen zu zeigen. Die fiinf fortlaufenden
Glieder der arithmetischen Progression sind

(2) x—2d x—d, x, x+d, x4+ 2d.

Die grofiten quadratischen Faktoren der einzeinen Glieder (der eventuell = 1
sein kann) bezeichnen wir der Reihe nach mit
3) e B i e

Der Beweis griindet sich auf die Bemerkung, dall bei Bestehen der
Gleichung (I) das Produkt der quadratfreien Kerne der fiinf Zahlen (2) selbst
ein Quadrat ist. Gemeinsame Teiler der einzelnen Glieder der Folge (2)
kbnnen nur die Zahlen 2, 3 oder 4 sein. Die quadratfreien Kerne der Zahlen
in (2) sind also Produkte von Potenzen der Primzahlen 2 und 3. Dabei miissen die
Summen der Exponenten beider Primzahlen gerade Zahlen sein. Daraus ergibt
sich eine Kelte von Bedingungen in der Form von diophantischen Gleichun-
gen, unfer denen wir unmbgliche finden werden. Ferner bedienen wir uns
als Beweismittel des bereits erwdhnten EULER—V. A. LEBESGUEschen Satzes®)
daB das Produkt von vier aufeinander folgenden Gliedern einer arithmetischen
Reihe kein Quadrat ist.

Wir haben also die Verteilung der Folge (2) mod 2.3 zu betrachten.
(Manchmal wird es zweckmifig sein auch 6* und 6* als Modul zu waéhlen.)

A) Zuerst sei x=0 (mod 6). Dann gilt wegen (1) d=6¢ + 1. Folglich
sind x—d und x-d zu einander und den drei {ibrigen Gliedern in (2)

teilerfremd, mithin sind sie volle Quadrale. Es gelten also v*= —d (mod 6)
und ui=d (mod 6). Die erste Kongruenz ist aber fiir d=1 (mod 6), die
zweite fiir d=—1 (mod 6) unmdglich.

B) Nun sei d=0 (mod 6) Dann sind sdmtliche Glieder der Folge (2
paarweise teilerfremd. also volle Quadrate. Fiinf Quadrate kbnnen aber nicht
aufeinanderfolgende Glieder einer arithmetischen Progression sein.

C) Im dritten Falle x=-+1 (mod 6) sei zunichst d=-+1 (mod 6))
Dann sind die Reste der Folge (2) mod 6 in den vier Fillen:

-], 01,2 3, -3, —2. —1, 0O, 1
3,2 1,0 —1, 1, 0 -1, —2, —3.

Die (mittleren) Glieder mit den Resten -+ 1, —1 sind zu den iibrigen teiler-
fremd ; sie miissen also volle Quadrate sein. Dies ist aber nach den Obigen

unmdoglich.
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Sei jetzt d=-+2 (mod 6). Dann sind die Reste der Folge (2) mod 6
3, =11 3 =1, R e U W
-1, 31, -1, 3, 3, 1,—1, =3, 1
In jedem Falle ist das erste oder letzte Glied =+ 1 (mod 6), mithin muB
es ein Quadrat sein. Dann ist aber das Produkt der {ibrigen vier Glieder
ein volles Quadrat, was unmoglich ist.
Wir haben nur noch den Fall d=3 (mod6) zu untersuchen. Dann
sind die Reste der Folge mod 6
L, —2, 1, —2,1 bzw. —1, 2, —1, 2, —1.
Daraus folgt aber wie vorher eine Unmdglichkeit.
D) Im Falle x=2 (mod 6) ist d nach (1) eine ungerade Zahl. Sei
zuerst d=-+1 (mod 6). Dann sind die Reste der Folge (2) (mod 6):
0 L34 haw. 43 & 10

Offenbar gentigt es die erste Folge zu betrachten. Hier ist das letzte Glied
(=4 mod 6) kein volles Quadrat, denn sonst miiBte das Produkt der fibrigen
vier Glieder ein Quadrat sein. Folglich geht im letzten Gliede 2 mit einer
ungeraden Multiplizitdt auf. Ist also diese Multiplizitdt > 1, so hat die Folge
(2) die Form 342, 2, 282, 3u}, 2(2v,)* Daraus fo!gt die Gleichung 343 4 d = 8},
was aber wegen d=1 (mod 3) unmdglich ist. Ist andererseits das letzte
Glied unserer Folge genau durch 2 teilbar, so muB das mittlere Glied x = &®
eine Quadratzahl sein, was wegen £*==2 (mod 6) unmdglich ist.

Sei nun d=3 (mod 6). Dann ist die Folge der Reste:
2 —1, 2, =1, 2.
Die Unmdglichkeit dieses Falles folgt einfach daraus, daf das Produkt der
fiinf Glieder =2 (mod 6) ist, und 2 kein quadratischer Rest mod 6 ist.

E) Im Falle x=3 (mod 6) sei zuerst d=-+1 (mod 6). In den Rest-
folgen
1, 2,3, —2, —1 bzw. —1, —2, 3, 2, 1

ist je ein dufieres Glied ein volles Quadrat, woraus durch die schon wieder-
holt beniitzte SchiuBweise die Unmdglichkeit folgt. Der Fall d=-+2 (mod 6)
mit den Restfolgen
—-1,1,3 —1,1 hww. 1, —1, 3,1, —1
148t sich ebenso erledigen.
F) In den Fillen x=—2 (mod 6), d=+1 (mod 6) sind die Rest-
folgen
2,3 —2, —1,0 bzw. O, —1, —2, 3, 2.
Beide Fille sind unmoglich, da — 1 kein quadratischer Rest mod 6 ist.
D 15
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Ist endlich x=—2 (mod 6), d=3 (mod 6), so ergibt sich die Rest-
folge
—-2,1, —2, 1, —2.
Dann mull sowohl das erste als auch das letzte Glied das Doppelte einer
Quadratzahl sein. Die Kongruenz
2x*=—2 (mod 6)
ist aber offenbar unmdoglich.
Damit sind alle Fille erschopft und Satz 1 bewiesen.

(Eingegangen am 31. Juli 1950.)



