Uber einparametrige Transformationen.

Von J. ACZEL in Miskolc (Ungarn)-

1. Unser Ziel ist zu untersuchen, welche Scharen von einparametrigen
Transformationen die Eigenschaft haben, daB das Produkt zweier Transfor-
mationen der Schar wieder eine Transformation der Schar ist.

Ein Hilfssatz, der schon an anderer Stelle!) bewiesen wurde, besagt,
dall jede eingliedrige streng monotone kontinuierliche Halbgruppe (mit oder
ohne Einselement) isomorph zu einer additiven Halbgruppe der reellen
Zahlen ist.

Daraus wird hier gefolgert werden, dal sich jede stetige, monotone,
einparametrige Transformationsschar auf einen additiven Parameter beziehen
1a6t. Durch Einfiilhrung einer neuen Verdnderlichen kann dann die auf einen
additiven Parameter bezogene Transformationsschar einer Verdnderlichen in
eine Translationsschar dberfiihrt werden. (Ubergang zur #quivalenten Halb-
gruppe.)?)

Wir bezeichnen die Verdndertiche, auf die sich die Transformationen
der Schar beziehen, mit x, den Paramefer hingegen mit u. Dann wird die
einparametrige Transformationsschar durch eine Funktion 7T(x,u) zweier
Verdnderlichen dargestellt. Unser Problem ist offenbar &quivalent mit der
Frage nach den Losungsfunktionen 7 und O der Funktionalgleichung

(M T[T(x,u),u,] = Tx, O(uy, uy)].

Wir setzen ein fiir allemal fo'gendes voraus:

1) Der Definitionsbereich von T(x, u) ist ein Rechteck: x¢€(a,b), u€(c,d).

2) Damit die Funktionalgleichung (1) immer einen Sinn hat, soll
T(x,u)€(a,b) und O(u,,u,)€(c,a) gelten fiir jedes x,u,u,,u,.

3) T(x, u) ist streng monoton in beiden Verinderlichen; der Einfachheit
halber kann man ohne Beschriankung der Allgemeinheit voraussetzen, dab sie
streng monoton wdchst,

1) J. AcziL, Sur les opérations définies pour nombres réels. Bulletin de la Société
Mathématique de France, 76 (1948), 59—64. Vgl. auch L. E. J. Brouwer, Die Theorie der
endlichen kontinuierlichen Gruppen unabh#ngig von den Axiomen von Lie, Math. Annalen
67 (1909), 246—267.

?) Vgl. G. Vraxceanu, Lecons de géometrie différentielle I. (Bucarest, 1947), S. 77,
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4) T(x,u) ist stetig in der Verdnderlichen x.
5) O(u,,u,) ist stetig und streng monoton (wachsend) in beiden
Verdnderlichen.

2. Ich beweise den folgenden
Satz: Die allgemeinste Ldsung der Funktionalgleichung (1) wird bei
den Bedingungen 1)—5) durch das Funktionenpaar

(2 O(uy, u) =g*[g(u,) + ()]
@) T(x,u)=f"[f(x)+2g(W)]
angegeben, wo f(x) und g(u) zwei beliebige, stetige und streng monotone
Funktionen sind, und f, g~ ihre inversen Funktionen bezeichnen.
Dies ist eben dquivalent mit den Behauptungen vom Abschnitt 1 Giber
Transformationen.
Beweis: a) O(u,,u;) muB assoziativ sein, d. h.
4) O|0(u,, u,), us) = O[u,, O(u,, us)).
Da ndmlich aus (1)

T{x,O[u,, O(ty, 13)]} =T[T (x, H;), O(uy, ug) | ={T[T(x,u), u,) u,} =
i T{x 0[0(&!;, uﬁ)! I"!]}

folgt, und da T laut 3) streng monoton ist, ergibt sich daraus die Assozia-

tivitdt von O(u,, u,).
b) Die ausfiihrliche Formulierung des eingangs erwdhnten Hilfssatzes?) ist:

Hilfssatz 1: /st die Funktion O(u,,u;) stetigc und streng monoton
(wachsend) in beiden Verdnderlichen und ist sie auch assoziativ d. h. sie
geniigt der Funktionalgleichung (4), so gibt es immer eine streng monotone
Funktion g(u) derart, dap (2) gilt. — Dabei ist der Wertevorrat von g(u)
entweder durch (—oe,+oc0) oder durch (C,00) mit C=0O bestimmt.

Dies bedeutet, dafi die allgemeinste stetige, streng monotone Ldsung
der Funktionalgleichung (4) von der Form (2) ist

¢) Setzt man g(u) =U und T[x,g *(U)]=1(x, U), so folgt aus (1) laut
a) und b):

(5) tlt(x. U), Ug] = t(x,, Uy + Uy).
Damit wurde die Transformationsschar auf einen additiven Parameter bezogen.

Zusammen mit 7 geniigt auch ¢ den Forderungen 1)—4), wobei jetzt
sinngemdB das Intervall (¢, d) flir u durch (—oo,oc) oder (C, e0), fiir U und
O(u,, u,) durch U,+ U, zu ersetzen ist.

d) Es gilt der

Hilfssatz 2: Geniigt die Funktion t(x, U) den Bedingungen 1)—4) und
der Funktionalgleichung (5) (Translationsgleichung), so gibt es eine stetige
und streng monotone (wachsende) Funktion f(x) derart, daf

(6) t(x,U)=/""[f(x)+ U]
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ist, d h. alle stetigen und streng monotonen Ldsungen von (5) sind von der
Form (6). (Ubergang zur 4quivalenten Translatonsschar).

Da T(x,u)=t[x.g(u)] ist, folgt aus (6) die Gleichung (3), womit der
Beweis des Satzes vollendet ist.

3. Es bleibt nur noch der Beweis der beiden Hilfssdize iibrig.

Fiir den Beweis des Hilfssatzes 1 verweise ich auf meine, in FuBnote?)
angefiihrte Arbeit.

Beweis von Hilfssatz 2.

A) Ist (—oo,+o0) der Definitionsbereich fiir U, so definieren wir
die Funktion f'(v) fir —oe<p< 400 durch
Q) [ () = t(x,,v),
wobei x, beliebig in (a,b) wahlbar ist.

Laut 3) ist f~'(v) streng monoton; wir'zeigen, daB diese Funktion auch
stetig ist, Wiare sie namlich z. B fiir v =, unstetig, d.h, gebe es eine von
¢ unabhdngige Zahl P derart, daB

[ (wvo—e) <P< f~(vo+¢)

wire fiir jedes £>0, dann gilte fiir jeden Wert von u wegen der sirengen
Monotonie von ¢
[Tt u— =t (v,—&)u] <t(Pu)=Q<t[f(vo+ &) u] =" (v + u+e).
[ votu—e)<Q<f'(v,+u+¢) wiirde aber bedeuten, daB f~*(v) nicht nur
im Punkte v= v,, sondern auch in jedem Punkte v= v, u (mit beliebigem
u) unstetig ist, was dem wohlbekannten Satz, daB eine monotone Funktion
hochstens in abzdhlbar unendlich vielen Punkten unstetig sein kann, wider-
spricht. Damit ist die Stetigkeit von f~'(v) bewiesen.

Wir behaupten, da der Wertevorrat der streng monotonen und stetigen
Funktion f-*(v) durch das offene Inteivall (a b) bestimmt ist. Es gilt ndmlich:

lim #(x,v)=2b

v+

Denn wire dies falsch, dann miifite die wachsende und beschrdnkte Funktion
1(x, v) einen Grenzwert B<b fiir v— o besitzen. Nun folgt aber filr ein
beliebiges V> O:

{(B,U+ V)=t[lim(x,v), U+ V] =Ilim t[t(x,v) U+ V]=limt[t(x,V+v), U]l=

v— 00 v
=1[lim t(x, V+v), Ul =(B, U),
im Gegensatz zu 3). — Entsprechend kann auch
limit(x v)=a

bewiesen werden.
Daraus folgt nun, daB es fiir die Funktion (7) zu jedem x aus (a, b)

ein v mit der Eigenschaft

x=f-() dh  v=fx)
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gibt. Deshalb ist:
t(x, U) =t/ (v), U] =t[t(x,, v), U] = t(x, v+ U) =f"'(v+ U) =
=f71f %)+ U]
Damit ist der Fall U€( - oo, ) erledigt ?)
B) Ist U¢(C,00) mit C=0 und ist der Intervall (a, &) (vgl. 1)) von
unten geschlossen, so definieren wir fiir v> C wieder

[T w)=t(a v).
Dabei ist f~'(v) streng monoton und stetig und nimmt jeden Wert zwischen
lirlzr f(a,v)=A und b=Ilim t(a,v) an (vgl. A)). f~*(v) besitzt also eine stetige,

sireng monotone, flir jedes x zwischen A und b definierte inverse Funktion
v= f(x). Daher gilt filr jedes soiche x

tx, V)= 1[f"(v), Ul =1{t(a, v), U] = t(a, v+ U) = /[ f(x) + U],
womit (6) flir v> C bewiesen ist.
Far O=v= C definieren wir f~*(v)=2x durch

t(x,2C)=f"(v4+2C) d.h.  t(x.2C)=1(a,v+2C).
Diese Definition hat immer einen Sinn und ist eindeutig, denn es gilt
1a2C)=f"2C)=f"(2C+v) < f'(4C)=t[f(2C), 2C),

und so gibt es notwendigeiweise zwischen @ und f~'(2C) (da ¢ stelig in x
ist) einen und (da f streng monoton ist) nur einen Wert x, filr welchen
1(x,2C) = f-'(v+2C) gilt.

Aus der Definition, sowie aus der Stetigkeit und strengen Monotonie
von f~'(v) fiir v>C folgt auch, deB f~'(v) auch filr v< C stetig und streng
monoton bleibt, also auch eine inverse Funktion der gleichen Art besitzt. —
Offenbar ist f~'(0)=a, f'(C)= !EincT(a.u)=A und hireaus folgt, daB

f(v) fiir O=<v<=C jeden Wert zwischen a und A durchlduft, d. h. die stetige
und streng monotone Funktion f(x) hat filr jedes asx<A einen Sinn.
SchiieBlich wird auch for x< A, v=C (U>C):

tit(x, U),2C)l=t(x U+2C)=t[t(x 2C). U)|=t{f'[f(x)+2C). U} =
=t/ (v+2C), U)=f"'[U+v+2C] =t/ (v+ V), 2C] =
=t{/"[f(x)+ U].2C},
(6) gilt also auch fir O<v<C
C) Ist nebst U€(C,o<) das Intervall (a,b) von unten offen, so wiederholen
wir das obige Verfahren mit a, statt a, wobei a,. eine beliebige monoton
abnehmende Folge mit dem Grenzwert a ist. Wir definieren also

fuu_l\v):r(am v)

8) In einer demnichst (in der Studia Mathematica) erscheinenden Arbeit zeigen
L. KaLMAR, ). Mikusinskr und Verf, daB sich in diesem Speziaifalle die Forderung 4)
erlibrigt.
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Falls in einem Intervall einerseits #(x, U)=f"![f(x)+ U], andererseits
t(x, U)=F[F(x)+ U] gelten, so gibt es noiwendigeiweise eine Konstante
D derart, daB F(x)=f(x)+D ist. Denn es folgt aus f'[f(x)+ U]=
= F~Y[F(x)+ U] die Gleichung
FIff'v+U)]=F[/"W]+U  (v=f(x)).
Setz man v=2C. U=V -2C, so ergibt sich

FIf(V)}=FIf-(2C)]+ V—2C=D+V

FR)=fx)+D  (x=f7(V)).
Dies besagt, daf die Funktion f(x) durch #(x,U) bis auf eine additive
Konstante bestimmt ist und daher durch Angabe ihres Wertes in irgend-

einem Punkte vollig eindeutig wird.
Nun definieren wir F,(x) folgenderweise:

F‘l(x) =fl{x) und Fu(x) tﬁ!(x) _fn(an—l) +Fn-—l(an—l)
(woraus F,(a,-,)=F,.,(a,-,) folgt) und setzen f(x) =Ilim F,(x). Dann gilt (o)
flr jedes x€(a,b). Aéa
Hiermit ist der Beweis des Hilfssatzes 2 erbracht, wodurch der Beweis

des urspriinglichen Satzes vollendet ist. — Dafi die Ldsungen (2), (3) bzw.
(6) den Gleichungen (1) bzw. (5) in der Tat geniigen, ist offenbar,

d. h.

4. Wir bemerken, daf der bewiesene Satz eine Zusammenfassung und
weitgehende Veraligemeinerung der beiden Hilfssatze ist, die im Satz als
Spezialfille O=T bzw. O(U,, U,) = U, + U, enthalten sind.

Unser Satz kann auch derart gedeutet werden, daf die Funktionalgleichung
(1) bei gegebener O betrachtet dann und nur dann eine Losung fiir 7 zuldft,
wenn O assoziativ ist, und die allgemeine L8sung von (1) bei den gegebenen
Bedingungen

T(x,u)=F~{O[F(x), U]}
ist. Als Beispiel betrachten wir die Funktionalgleichung?*)
T[T (x,u,), uy] = T(x, u,u,),

Da O(u,, u;) = u,u, assoziativ ist, ergibt sich die allgemeine Ldsung dieser
Funktionalgleichung in der Form:

T(x,u) =/~"[u f(x)].

(Eingegangen am 12. Juli 1950.)

4) Vgl. St. Goras, Uber eine Funktionalgleichung der Theorie der geometrischen
Objekte, Wiadomisci Matematyczne (Warszawa) 45 (1938), 97— 137.



