Kurzer Beweis eines Satzes {iber die obere Schranke der
absoluten Betrdge von mehreren Nullstellen eines Polynoms.

Von GYULA Sz.-NAGY in Szeged.
Es gilt der

Satz 1. Ist g=n—p + | und bezeichnet r, bzw. r, die positive Null-
stelle des Polynoms
g+

1 F=lgx—({)iale=(1F)iaer~ ..~ (3o (@e,40
baw.

@  A@=alxr—|a, v~ ({)a s (521 @l @ato,
so hat das Polynom
3) f@R)=ay+a,z2+...+a, 2" +a,2*+...+a,2"

mindestens p Nullstellen im Kreise |z|<r, bzw. |z|<1,.

Der erste bzw. zweite Teil dieses Satzes (beztiglich des Kreises vom
Halbmesser r, und r,) wurde zum erstenmal von E. B. VAN VLECK?) bzw. von
P. MONTEL?®) bewiesen. Beide Teile wurden auch von P. MONTEL®), R. BALLIEU,
D. MArkovic und TH. ANGHELUTZA*) bewiesen. Der Satz 1 wurde von den
letzten drei Verfassern®) fiir den Fall veraligemeinert, daB die p+ | Koeffizienten
a,a,...,a, , und a,,. (0<msn-—p) gegebene Grofen und die {iibrigen
Koeffizienten von f(2) Parameter sind. Diese Veraligemeinerung hat aber
keine Anwendung gefunden. Aus dem Satz 1 haben MONTEL®) und MARKOVIC®)
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einfachere Formeln fiir die obere Schranke der absoluten Betrige von p
Nullstellen des Polynoms f(z) abgeleitet.
Der erste Teil des Satzes 1 folgt unmittelbar aus dem

Satz 2. Das Polynom

(4) g(z)=z"_}f(—;-—]=1::!02"4—4:11 2*'+...4a,2°+... 4a, (a.a,50)

hat hochstens n—p Nu Istellen im Kreise |z|<pl=—:_~.
1
Zum Beweis dieses Satzes nehmen wir an, daB die Nullstellen z,, z,,...,
2,., des Polynoms g(2) im Kreise |z| <o, liegen und wir werden zeigen,
daB das Polynom

n—p
G(z)=g(z 1111(2 -2)=a,2?+ b2+ b, 2> ...+ b, =
(5) o n p -1
=(a2*+a,2*'+...+a,+a,,,27'+... +0,27"*?). II(I ——z—"—]

k=1
im Innern des Kreises |2z| =g, nicht verschwinden kann.

Ist |2] > ¢,, so gilt die konvergente Reihenentwicklung
n—p

5 G( )@+ 0,2 +... 40,40, ,, 27 +...+a,27"+7). g (142,27 42,27 +...)

=(a2r+a;2>'+...4+a,+a,,,27'+... +a,2"?) (14+C, 27+ G272 +...),
weil |z,27'|<1 ist. Dabei sind
(7) Comm D2l 020,
LBt . kY o L i),
Die Summe C, besteht also aus (n_p_;k—l]=(q+,’:_2] Gliedern.

Aus (5) und (6) folgen die Identitdten
b,=0,C,+a,C,,+...4+0a,.,C +a, G,

©) (Co""'—'I;k:|,2n---;bpnzb,;w:----_*‘o)—
Fiihrt man die Bezeichnung
(9) Hi(z)‘:anl'i_clzkh‘+---+CI-LIZ+C;,
(k‘___ 1’2:---1P;C0=Ho= 1)
ein, so ist
(10) GR)=a,H,()+aH,_,(2)+...+4a,H,

=zle,H, ,(2)+a,H, (D) +...4+a,_, H,| + b,.

H,(2) ist offenbar die Summe der Produkte, deren Faktoren je eine
Kombination der ¢ Elemente 2,z,,...,2,., k-ter Klasse mit Wiederholung
bilden. Ist also |z|<p,, so gilt

Q) @< et =12
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und deshalb
|G (2)|=|a,| —[|a;H, (@) |+|a: H,, (2) |[+... 4| a,_, H, (2 |]>
>1a,|—| () 1alet + (321 ) lalet+ .. +1a,le| =— et Fura =0.

Damit ist Satz 2 und folglich der erste Teil des Satzes 1 bewiesen.

IJm auch den zweiten Teil des Satzes 1 zu beweisen, bemerken wir,
daB aus (5) und (10)
(—1)""a,
Silyvacke.s
folgt. Liegen nun die Nullstellen 2,,2,,...,2,_, des Polynoms g(z) im Kreise

G(2) =[a,H,..(2)+a,H, s 2)+...+a, . H]+

lzlsp,=% und ist |2|< @,, so gilt die Ungleichung
2

a, n-1 ,, [A—2 = =
16@1>A%L — o[ (2=1) aer+ (323 later* + ..+ (o, shes-+la,-a| =
E P; F‘(r,) =0.
Daraus folgt die Richtigkeit des zweiten Teiles vom Satz 2.

™~

(Eingegangen am 4. September 1950.)



