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Translationsinvariante, additive und stetige
Eibereichfunktionale.

Von H. HADWIGER in Bern.

Einleitung.

Das Ziel der vorliegenden Note besteht darin, eine vollstindige Charak-
terisierung der translationsinvarianten, additiven und stetigen Funktionale iiber
der Klasse der Eibereiche der euklidischen Ebene zu geben. Es wird sich
zeigen, dafl die Struktur dieser Funktionale durch die drei angefiihrten Eigen-
schaften bereits weitgehend vorbestimmt ist, und in der Darstellungsformel
fiir das allgemeinste Funktional dieser Art 14t sich das Gemeinsame erkennen,
das die verschiedenartigsten Spezialfdlle miteinander verbindet. Das Haupter-
gebnis unserer Untersuchungen ermdglicht es, eine Reihe dlterer und auch
neuer Formeln der Mafigeometrie der Eibereiche in methodisch einheitlicher
Weise zu gewinnen '); insbesondere lassen sich die wichtigsten Formeln und
Sitze der ebenen auf die Translationsgruppe bezogenen Integralgeometrie
konvexer Bereiche ableiten ®). Die entsprechenden Ergebnisse der auf die
Bewegungsgruppe bezogenen ebenen Integralgeometrie ®) ergeben sich aus
den vorstehend erwidhnten durch eine weitere Drehintegration.

Unsere Entwicklung schliefit direkt an eine Arbeit des Verf. *) an. Um
das fiir Eipolygone dort gewonnene Ergebnis nach dem Approximations-
verfahren auf beliebige Eibereiche iibertragen zu konnen, ist es erforderlich,
die Beschrinktheit durch die Forderung der Stetigkeit zu ersetzen.

1) Um den Umfang der vorliegenden Abhandlung nicht durch an sich bekannte Formeln
und Sitze zu vergrofern, wurde auf die Durchfiihrung charakteristischer Anwendungen
unserer Theoreme verzichtet.

2) Vgl. hierzu : W. Brascuske, Integralgeometrie 21. Uber Schizbungen. Math. Zeitschrift
42 (1936), 399—410. — L. Berwarp und O. Varaa, Integralgeometrie 24. Uber die Schie-
bungen im Raum. Math. Zeitschrift 42 (1936), T10—736.

3) W. Brascike, Vorlesungen iiber Integralgeometrie. 1. Heft, 2. Aufl. Leipzig und
Berlin, 1936.

4) H. Hapwiaer, Uber beschrinkte additive Funktionale konvexer Polvgone. Publ. Math.
(Debrecen) 1 (1949—50), 104 —108.
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§ 1. Problemlage.

Es sei ¢(A) ein fiir alle Eibereiche (beschrankte, abgeschlossene und
konvexe Bereiche) A der Ebene eindeutig definiertes Funktional. Punkte und
Strecken sind als uneigentliche Eibereiche in die Betrachtung miteingeschlossen.
Die Funktionale, auf die sich unsere Untersuchung erstrecken soll, haben
drei Forderungen zu erfiillen, ndmlich:

(1) g(A)—g(A) fir A>~A’,

d. h. translationsgleiche Eibereiche A und A’ (geschrieben A~ A’) weisen
den ndmlichen Funktionalwert auf. Ein solches Funktional nennen wir frans-
lationsinvariant.

(11) ¢(A)+9(B) = ¢(A+B) - ¢(AB),
falls der Eibereich A+ B durch eine Sehne S=—=AB in die beiden Teil-

eibereiche A und B zerlegt ist. Die Durchschnittsstrecke AB ist hierbei als
uneigentlicher Eibereich aufzufassen. Ein solches Funktional heifit additiv.

(111) g(A") —»>g(A) falls A" A (n— ).

Die Konvergenz einer Eibereichfolge A" gegen einen Grenzeibereich A basiert
auf der bekannten Metrik d(A,B)-—infe (A,2B,B,2A), wobei A, den
duferen Parallelbereich von A im Abstand o bedeutet. Ein soiches Funktional
nennen wir sfefig. Alle Funktionale, die in dieser Arbeit in Betracht gezogen
werden, sollen die Postulate (I) und (lI) esfiillen; es handelt sich somit aus-
schlieflich um translationsinvariante und additive Funktionale. Um Wieder-
holungen zu vermeiden, wird dies indessen in der Regel nicht besonders
gesagt. Dagegen sind an Stelle des Postulats (III) noch einige Varianten in
Erwagung zu ziehen. So lassen sich auch beschrinkte oder monotone
Funktionale neben den stetigen unterscheiden. Einige gegenseitige Beziehungen
werden noch einldBlicher untersucht. Das Hauptproblem aber, mit dem sich
unsere Arbeit auseinandersetzen wird, bezieht sich auf die Frage nach dem
allgemeinsten Funktional, das den Forderungen (I), (1) und (IlI) geniigt. Die
Funktionale dieser Art, also die translationsinvarianten, additiven und stetigen
Funktionale, bilden offenbar eine lineare Mannigfaltigkeit M. Wie ldBt sich
nun M charakterisieren? Gibt es eine einfache allgemeine Formel, welche alle
zu M gehorenden Funktionale darzustellen vermag?

§ 2. Beschridnkte Funktionale.

Fiir ein Eibereichfunktional ¢(A) gelte
(V) lp(A)| =M (ASK),
wobei K einen festen Einheitskreisbereich, A einen beliebigen Teileibereich

von K und M eine nur von ¢, nicht aber von A abhdngige positive Schrank-
zahl bedeute. Ein solches Funktional heifit beschrdnkt. Die Gesamtheit aller



Translationsinvariante, Eibereichfunktionale, 83

translationsinvarianten, additiven und beschriankten Funktionale, die also den
Forderungen (I), (II) und (IV) geniigen, bildet eine lineare Mannigfaltigkeit .
Offenbar ist M eine Teilmannigfaltigkeit von N, denn es gilt die folgende

1. Aussage: Ein stetiges Funktional ¢(A) ist beschrinkt.

In der Tat: Wire etwa ¢(A) ein stetiges nicht beschrdnktes Funktional,
so konnte man eine unendliche Folge {A.} von Teileibereichen A, des Ein-
heitskreises K, also A, K so angeben, daff |¢(A,) > p. ausfallen wiirde,
wobei p, — o gilt. Im Hinblick auf den bekannten Auswahlsatz bedeutet es
keine Beschrinkung, hierbei die Konvergenz A, — A anzunehmen. Wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit von ¢(A) miifite aber jetzt ¢(A,) — ¢(A) gelten;
dies ist widerspruchsvoll, da nach Konstruktion ja ¢(A,)-— o zu gelten hat.

Nachfolgend betrachten wir besonders Eipolygone P. Ein Eipolygon P
kann (abgesehen von der translativen Lage in der Ebene) durch die Lingen
s; der im positiven Umlaufssinn numerierten Randstrecken und die Winkel
&, welche die in den entsprechenden Randstrecken nach auflen hin errichteten
Normalen mit der positiven x-Achse eines kartesischen Kreuzes bilden,
eindeutig festgelegt werden. Im Sinne dieser Charakterisierung schreiben wir
gelegentlich P=|s,, ..., Su; &, <+« &)

Nach dem Hauptergebnis der Arbeit?!) gelangt man zu der folgenden

2. Aussage: Ist ¢(A) ein beschrinktes Funktional, so gilt fiir Eipolygone
P eine Darstellung der Form
¢(P)= e+ Ly(P)+yF(P),

L

£

wobei e: und y zwei nicht von P abhéingige Konstanten bedeuten, Ly(P)— >.'s: (%)
1

ist, wo (&) eine beschrdinkte periodische Winkelfunktion, die auch nicht von
P abhdingt, bezeichnet und endlich F(P) den Flicheninhalt von P darstellt.

§ 3. Stetige Funktionale.

Es sei ¢(A) ein stetiges Funktional, das also die Forderung (IlI) erfiillt.
Einen beliebigen Eibereich A konnen wir (abgesehen von der translativen
Lage in der Ebene) durch die Angabe des Winkels &, den die nach aufien
hin errichtete Normale mit der positiven x-Achse einschlieft (im positiven
Sinn gemessen) charakterisieren, wobei wir uns & etwa als Funktion der
Kurvenldnge s des Randes von A denken wollen. In diesem Sinne schreiben
wir A==[E-—E&(s)]. Die Kurvenlinge s ist im positiven Umlaufssinn von
einem festen Ausgangspunkte an zu messen.

Das Hauptziel der vorliegenden Untersuchungen besteht, wie bereits in
der Einleitung erwdhnt, darin, fiir die stetigen translationsinvarianten und
additiven Funktionale ¢(A) eine vollstindige Charakterisierung zu geben.
Dieses Ziel wird erreicht durch die folgende
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3. Aussage: ¢(A) ist dann und nur dann ein stetiges Funktional, wenn

eine Darstellung der Form
¢(A) = e+ Ly(A)+yF(A)

gilt, wobei e und y zwei nicht von A abhingige Konstanten bedeuten und
Ly(A) | A(E)ds ist, wo p(E) eine stetige periodische Winkelfunktion bezeichnet,
die ebenfal!s nicht von A abhingt, und endlich F(A) den Flicheninhalt von
A darstellt. Die Integration erstreckt sich iiber den Rand von A.

Mit etwas anderen Worten 146t sich unser Ergebnis in der folgenden
Weise zusammenfassen:

1. Charakterisierung. Die Mannigfaltigkeit 2 der translationsinvarianten,
additiven und stetigen Eibereichfunktionale ist identisch mit der durch den
Ansatz ¢(A) = e} L;(A) -+ y F(A) gegebenen linearen Schar; @ und y bezeichnen
2wei willkiirliche Konstanten, 3 eine stetige periodische Winkelfunktion und L;(A)
bedeutet das oben erwihnte Randintegral und F(A) den Fldcheninhalt von A.

Wir beweisen jetzt die vorstehenden Behauptungen: .

A) Es sei ¢(A)—ea-+Li(A)--yF(A) und 5(§) eine stetige periodische
Winkelfunktion, sodal #(&+ 22)— §(§) ist. Es ist zu zeigen, dafl ¢(A) stetig
ist (Behauptung ,dann*). Translationsinvarianz und Additivitdt verifizieren
sich auf triviale Weise.

Es geniigt offenbar, den spezielleren Fall ¢(A)= L;(A) zu betrachten,
da das konstante Funktional und der Fldcheninhalt bereits stetig sind. Wir
betrachten eine Eibereichfolge {A"}, wobei A" — A gelte. Es sei ¢ >0. Nach
dem Satz von der gleichmaBigen Stetigkeit 146t sich ein 4 >0 so angeben,

daB [3(&)—B (&) < ;—L ausfillt, falls nur |& —&”| < 4 ist. L — L(A) bezeichnet

hier die Randldnge von A. Auf dem Rande von A lassen sich im positiven
Umlaufssinn numeriert £+ 1 nicht notwendig verschiedene Punkte P,,..., P,
(Py.1 = P,) so wihlen, dafi diese erstens keiner Flachstelle angehoren und
dab zweitens fiir die Winkel &, welche die in P; nach aufien hin errichteten
Normalen mit der positiven x-Achse bilden, die Bedingungen |& ,—& <4
erfiillt werden. Hierbei durchlduft i die Werte von 1 bis &, und man setze
&a=—E& +2n. Bei dieser Konstruktion ist besonders darauf Bedacht zu
nehmen, dafl wir unter einer dufieren Normalen in einem Randpunkt P; von
A jede Richtung zulassen, die auf einer durch P; hindurchlaufenden Stiitz-
geraden von A orthogonal steht und in die Halbebene weist, die A nicht
enthdlt. Dementsprechend brauchen die Punkte P, nicht verschieden zu sein,
sondern ein singuldrer Randpunkt von A kann in der Serie {P;} mehrmals
gezdhlt sein, wobei ihm verschiedene Winkel & zukommen. Es sei nun £; die
Stiitzgerade von A, die dem Stiitzpunkt P; und dem gewihlten Winkel &
entspricht; ferner bezeichne £ die zu £; parallele Stiitzgerade von A" und
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entsprechend P einen moglichen Stiitzpunkt. Wenn £/ den Bereich A" lings
einer Flachstelle stiitzt, wird eine willkiirliche Wahl getroffen. Endlich bezeichne
[, die Bogenldnge auf dem Rand von A von P; biz P, und entsprechend
' diejenige auf dem Rand von A" von P! bis P.,.. Einfache geometrische
Erwidgungen lehren, daf aus A" — A zunichst P'— P; folgt, wobei wesentlich
wird, da P; keiner Flachstelle von A angehort. Demzufolge gilt I; —1/;. Es
148t sich somit ein N so grof ermitteln, daB fiir allen > Nund alle i—1,..., k

gilt: |I'—1L| < Hierbei sei C so gewahlt, daf |3(§)| < C fiir alle & ist.

2Ck
Nach dem Mittelwertssatz der Integralrechnung it sich nun folgendes
schreiben:

.
¢ (A) 2_ LBE), &=E&=ta;

A= 2UBGEL), & =E =
Hieraus gewinnt man

Cgp(A)—g(A") .T_fj (L B(ED)— 1B )
oder

= ‘ﬁ (L[3E)—BE, ) + [—E8E, )}
und weiter die Absnhatzung
PA)—g(A) < 5 2.! +kCorp =5

die nach Konstruktion fiir alle n > N zutrifit. Demnach gilt ¢(A") — ¢(A),
wW.Z. b. w.

B) Es sei ¢(A) ein translationsinvariantes, additives und stetiges Funktional.
Es ist zu zeigen, dafi eine Darstellung ¢(A)— e Lz(A)-+yF(A) mit zwei
passenden Konstanten « und y und einer geeigneten stetigen periodischen
Winkelfunktion #(%) gilt. (Behauptung ,nur dann*.)

Nach der 1. Aussage ist ¢(A) ein beschranktes Funktional. Nach der
2. Aussage gilt somit fiir jedes Eipolygon P eine Darstellung der Form
¢(P)—a+ Ly(P)-+yF(P), wobei #(§) eine beschrinkte Winkelfunktion ist.
Wir zeigen jetzt, dal §(Z) sogar stetig sein mub. In der Tat: Es soll ein sehr
spezielles Eipolygon, ndmlich das Dreieck

Dy=|1, 2 sin 2,1 G — 2"' ;',-‘} JI

betrachtet werden. Nach oben erwdhntem Ansatz ergibt sich

¢ (Dy) — @+ {3(F—n) + (| + A)}) + 2 sin _2’—)‘[1‘}:";3-]{ ‘2— sin ./
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und spezieller fiir das uneigentliche Dreieck D,
@(D,) = e+ {5(F—n) | 3(1)}.

Nach der vorausgesetzten Stetigkeit unseres Funktionals muf offenbar
¢(Ds) — ¢(D,) flir 4—0 gelten. Die beiden vorausgehenden expliziten Dar-
stellungen erlauben es nun, hieraus auf 3(3#-- J)— 3(%) zu schlieen, woraus
sich die rechtsseitige Stetigkeit von 2(Z) an der Stelle &= ergibt. Analog
gewinnt man die linksseitige Stetigkeit und zusammengefafit die gewohnliche
Stetigkeit von #(£). Durch Ansatz ¢*(A) — e Ly(A)--yF(A), wobei wir die
beiden Konstanten und die Winkelfunktion unverdndert der oben fiir Eipolygone
giiltigen Darstellungsformel entnehmen, wird nach der ersten bereits oben mit
A) bewiesenen Halfte der 3. Aussage ein fiir alle Eibereiche A definiertes
stetiges Funktional gegeben. Der gesetzte Stern % soll daran erinnern, daf
man noch nicht wissen kann, daf das so neu angesetzte Funktional mit dem
urspriinglichen fiir alle Eibereiche {ibereinstimmt. Jedoch ist dies natiirlich
nun leicht zu schliefen. In der Tat: Da sowohl ¢(A) als auch ¢*(A) stetig
sind, gilt fiir eine gegen A konvergente Eiponlygonfolge {P"} ¢(P")—¢(A)
und ebenso ¢*(F")— ¢°(A). Da nun aber fiir Eipolygone P nach Konstruktion
¢(P) = ¢*(P) gilt, folgt jetzt ¢(A)-— ¢°(A). Damit gilt die Darstellungsformel,
wie sie oben fiir ¢"(A) angesetzt wurde, auch fiir ¢(A4), w. z. b. w.

§ 4. Nullfunktionale.

Nach dem Hauptergebnis des vorstehenden Abschnitts ldfit sich ein

stetiges Funktional ¢(A) auf die Form
¢(A) = a-+ Ly(A)+ 7 F(A)
bringen. Die Elemente dieser Darstellung sind jedoch nicht eindeutig bestimmt.
Wihrend sich die beiden Konstanten « und y eindeutig aus dem Funktional
ergeben, gibt es verschiedene stetige Winkelfunktionen 3(§), welche geeignet
sind, ein und dasselbe Funktional ¢(A) zu erzeugen. Dies hdngt mit der
folgenden- Tatsache zusammen: Es gibt nicht triviale stetige und periodische
Winkelfunktionen #,(5) ==0, fiir die das durch
¢o(A) = Ly (A) = 5,E)ds—0

dargestellte Eibereichfunktional identisch, d. h. fiir alle A verschwindet. Diese
nur formal durch den oben stehenden Ansatz gebildeten identisch verschwinden-
den Funktionale sollen Nullfunktionale heifen; sie bilden in ihrer Gesamtheit
eine lineare Mannigfaltigkeit beziiglich der 'linearen Kombination der ihnen
zugehorenden Winkelfunktionen. Diese lassen sich vollstindig charakterisieren.
Bs gilt ndmlich die folgende

4. Aussage: ¢,(A) — Ly (A) ist dann und nur dann ein Nullfunktional,
wenn die Winkelfunktion 3,(§) die Form p,(E)— p cos -} ¢ sin & aufweist, wo
p und q zwei beliebige Konstanten sind.
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Wir beweisen nun diese Behauptungen:
A) Es sei g(§)—pcosé4-¢gsiné Es ist zu zeigen, da Li(A) ein
Nullfunktional ist (Behauptung ,dann“). Es geniigt zu zeigen, daf die beiden

Relationen ?)
I

A I
| cos Eds- 0,
3

| sin £ds—0
i |'i

gelten. Hierbei hat man sich &= &(s) als Funktion der Randldnge s zu denken.
Als solche ist sie monoton zunehmend und wichst um 27z, wenn die Randlinge
von O bis L zunimmt; L bezeichnet die totale Randlinge von A. Das
Verschwinden des oben links stehenden Kosinusintegral ergibt sich miihelos
auf Grund der folgenden Bemerkung: Bezeichnen etwa /, und /,, die Integral-
werte, die sich je bei Integration iiber die s-Bereiche — —'2~ '-’.L_E-c;:—i;— bzw.
T PR . . % 0 F ; :
S e ergeben, so ist, wie eine einfache geometrische Interpretation

der Integrale ergibt, /;= b und J;;=—>b, wobei b die Breite des Eibereichs
A in Richtung der y-Achse unseres kartesischen Kreuzes bezeichnet. So ergibt
sich fir J=/;+/Ju=0, w.z. b.w. Auf analoge Weise ergibt sich das
Verschwinden des oben rechts stehenden Sinusintegrals.

B) Es sei jetzt L (A) ein Nullfunktional. Es ist zu zeigen, dafi mit zwei
geeigneten Konstanten p und ¢ eine Identitat 2,(£) = p cos - ¢ sin § besteht
(Behauptung ,nur dann“). Wir betrachten das Dreieck

D= [sin& 1, cos §; §2:r_ +n, &+, 49
und haben zunichst _ ‘
Lo (D)= | %5+ u) sin E+ A8+ 1)+ B+ 1) cos &
Mit Ly (D)= 0 erzielt man nun die Funktionalgleichung

AE+ 1) =—Fu(+n) cos E— 3|24y sin &

Mit Riicksicht auf die geometrische Realisierung von D ist die Einschrankung

0=¢= -g— verbindlich, wéhrend 7 frei wihlbar ist. Eine einfache Diskussion
der oben stehenden Funktionalgleichung fiihrt zu der Identitét
M(E)=pcosi-+tgsiné,

i 3na) .
wobei p=—g,(7r) und ¢ - —.o’,-,{TJ ist, w. z. b. w.

%) Es handelt sich hierbei um die beiden wesentlichen charakteristischen Bedingungen
dafiir, dab eine Funktion &-— £(s) unter den im Text nachfolgend kurz gestreiften Neben-
bedingungen durch einen Eibereich der Randlinge L realisierbar ist. Diese Fragestellung
soll hier nicht weiter verfolgt werden.
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Wir sind in diesem Abschnitt von der Bemerkung ausgegangen, dab
die Winkelfunktion in der Darstellung eines stetigen Funktionals nicht eindeutig
bestimmt ist. Nach dem Ergebnis, das soeben erzielt worden ist, tiberblicken
wir die Mehrdeutigkeit vollkommen. Die am Anfang des Abschnitts ange-
schriebene besondere Darstellung kann jetzt durch die allgemeinste ersetzt
werden. Diese lautet wohl:

§(A) — a+ Ly, (A) 47 F(A),
wobei ,(§) == p cos&--¢g sin & ist. Die Freiheit in der Wahl der Konstanten
p und g kann beispielsweise dazu benutzt werden, um fiir die wirkende

Winkelfunktion #(§) — 2() + 3,(5) gewisse Nebenhedmg( ki) 1R (31)1llen So
kann etwa verlangt werden, dafi #(0) — 3(=t) und f( ] 1‘| 5 Jausfallt

§ 5. Monotone Funktionale.

Fiir ein Eibereichfunktional ¢(A) gelte
V) ¢(A) = 9(B) (ASB).
Ein solches Funktional heiit monoton. Eine Umkehrung der Orientierung
bringt fiir die Theorie der monotonen Funktionale nichts wesentlich Neues,
da eine solche durch einen einfachen Zeichenwechsel beim Funktional hervor-
gebracht werden kann; ohne Einschrankung darf also die in (V) vorgesehene
Orientierung postuliert werden. Die Gesamtheit der translationsinvarianten
additiven und monotonen Funktionale, die also den Forderungen (I), (II) und
(V) geniigen, bilden eine Klasse I; diese ist indessen keine lineare Mannig-
faltigkeit, da eine Linearkombination die Monotonie im allgemeinen zerstort.

Man kann nun zeigen, dafl T eine Teilklasse der linearen Mannigfaltigkeit
Mt ist, denn es gilt die folgende

5. Aussage: Ein monotones Funktional ¢(A) ist stetig.

Vergleichen wir noch die 1. Aussage, so ergibt sich, dal ein monotones
Funktional auch beschrinkt ist, doch liegt diese Feststellung im Gegensatz
zu der soeben durch die 5. Aussage formulierten Behauptung ganz an der
Oberfliche. In der Tat folgt aus der Monotonie fiir einen Eibereich A, der
den Punkt P enthdlt und andererseits im Einheitskreis X enthalten ist, die
Einschrankung ¢(P) = ¢(A) = ¢(K) und hieraus schlieft man |¢(A) =M
. wobei M= Max{|¢(P)|, |¢(K)|} gesetzt wird.

Die mit der 5. Aussage ausgedriickte Festellung ist fiir die verschiedenen
Anwendungen unserer Theoreme besonders wichtig, da sie gestattet, die mit
der 3. Aussage erzielte Chrakterisierung auch auf monotone Funktionale aus-
zudehnen.

Wir beweisen jetzt diese Behauptung: Wir haben oben kurz gezeigt,
daff das monotone Funktional ¢(A) auch beschrinkt ist. Es gilt also
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@(A)) =M falls ACK. Nach der 2. Aussage ist f()=—@(AP) fiir ein
festes Eipolygon P bei verdnderlichem O = 4 < oo ein Polynom 2. ten Grades
in 4, wobei ZP das durch Dilatation (vom Ursprung O aus) aus P hervor-
gehende homothetische Eipolygon und /4 den Koeffizienten der &dhnlichen
Vergrofierung bezeichnet. Denken wir uns das Zentrum des oben zitierten
Einheitskreises K im Ursprung, so hat man nach der Beschréinktheitsbedingung
zunichst |[f(4) = M fiir 0=4 =1 und fiir ein k& =1 durch eine einfache
Rechnung |f(2)| = 2K°M fiir 0 =4 =k.

Nehmen wir jetzt P bis auf die Bedingung P K verdnderlich an, so
ist nach bekannten Sitzen der Analysis die Familie der quadratischen
Funktionen fp(4) im Hinblick auf die oben festgelegte gleichmafiige Beschriankt-
heit im Intervall O = 2=k dort gleichgradig stetig. Driicken wir diesen
Sachverhalt wieder durch die Funktionale aus, so gilt also: Zu einem beliebigen
& >0 1dfit sich ein ¥(k) >0 angeben, sodass fiir ein beliebiges Eipplygon
P< K und ein beliebiges Koeffizientenpaar 4,2’, das den Bedingungen
0=74<4 =k und 2—72 < (k) geniigt, stets (¢ (X' P)—g(AP)| <& gilt.

Es bezeichne jetzt A einen beliebigen Eibereich und {A"} eine Eibereich-
folge mit A" — A. Nun werde # > 0 vorgegeben. Es ldfit sich ein geniigend
grofies k = 1 so wiahlen, daf man A durch Eipolygone ZP von aufien und
innen beliebig approximieren kann, wobei PC K und 0 = 4 = k gelten soll.
Es 14t sich dann ein passendes Eipolygon PC K so finden, dafi noch fiir
ein ausreichend klein gewihltes -# >0 die Relationen ZPD Ay, AD(ZP),,
O0=4A<X=kund O <A —A<3(k) gelten. Ay bedeutet hier den &duBeren
Parallelbereich im Abstand 4.

Wegen A" — A lafit sich ein N so angeben, daf fiir alle n > N simultan
Ai2A und AyD A gilt. Hieraus zicht man die Folgerung A PDA"DAP,
und so folgt nach der Monotonie des Funktionals

g(# P) = ¢(A") = ¢(.P),
und ebenso
g (¥ P) = 9(A) = ¢(4 P).
Nach der vorstehenden Konstruktion ist aber ¢ (4 P)—@(4ZP) < & sodaf sich

offenbar |p(A")—y(A)| <& fiir alle n>N ergibt, und so ¢(A")—p(A),
w. z. b. w.

§ 6. Basisfunktionale.

Ein stetiges Funktional ¢(A) ist nach dem durch die 3. Aussage gegebenen
Hauptergebnis stets in der Form

§(A) = e+ Ly(A) +7F(A)

darstellbar. Ein solches ist also durch drei Elemente vollstindig charakterisiert,
ndmlich durch die beiden Konstanten ¢ und y und durch die stetige
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periodische Winkelfunktion #(Z). Ist nun ein Funktional ¢ (A) auf eine von
dieser Darstellung unabhingige Weise definiert, eine Sachlage, welche
natiirlich die Regel bildet, so kann man fragen, auf welche Weise sich nun
die durch das Funktional im wesentlichen eindeutig bestimmten Elemente
«, 7,y ermitteln lassen. Es ist durchaus klar, daf die Funktionalwerte, welche
durch eine passend eingeschrankte Klasse einfach gestalteter Eibereiche
geliefert werden, bereits ausreichen, um diese Ermitlung in die Wege zu
leiten. Im engen Zusammenhang mit der Frage einer moglichst rationellen
Auswertung kann der Begriff eines Basissystems aufgestellt werden. Unter
einem Basissystem wollen wir eine Menge von Eibereichen verstehen, fiir die
alle Funktionalwerte etwa bis auf unwesentliche Stetigkeits- und Neben-
bedingungen willkiirlich vorgeschrieben werden konnen, daf aber andererseits
durch diese Vorgabe das Funktional eindeutig bestimmt wird. Offenbar gibt
es beliebig viele Losungen fiir dieses Problem. Nachfolgend greifen wir eine
an sich naheliegende einfache Losung heraus: Das Basissystem bestehe aus
a) einem Punkt P,
b) einem achsenorientierten Einheitsquadrat E,
¢) der einparametrigen periodischen Schar der rechtwinkligen Dreiecke
D, mit achsenparallelen Katheten, fiir welche die nach aufien errichtete
Hypotenusennormale mit der positiven x-Achse den Winkel 7 einschlieft.
Die Hypotenusenlinge sei 1.
Die den Eibereichen dieses Systems zugehdrenden Funktionale
a) ¢(P)=U,
b) g(E)—V,
¢) (D) — W(1) _
wollen wir Basisfunktionale nennen. Es gilt nun die folgende

6. Aussage: Zwei Zahlwerte U und V und eine periodische Funktion
W(r) bilden dann und nur dann die Basisfunktionale eines stetigen Funktionals
w(A), das im iibrigen durch diese Vorgabe eindeutig bestimmt ist, falls W(r)
stetig ist und die beiden Nebenbedingungen W(0) - W(n) und W[%) (%)
erfillt. fa

Zusatz: Die Elemente «, 8,y zur Darstellung des Funktionals ¢(A)
lassen sich aus den Basisfunktionalen U,V, W gemdf der unten folgenden
Tafel berechnen :

&= ]
(1) — W(r)+ Wp (1) + Wq (1) — Ur(r)— Vs(v),
y=U+V—W—W,
wobel abkiirzend



Translationsinvariante, Eibereichfunktionale. 91

W WO)— W(x); W w(;] w[%’ ,
sin27 —2/cos 7|
p(r)—- 7 :
q(1)- 55l12f?:2'si11 7! ’
|sin 27/ —2|cosr|—2|sinz| | 4
r(t) = ———— cndf RN o 2 R0
4
b
S(l) = _S_“:‘g[_

gesetzt wurde.

Dieser Zusatz beantwortet auch die erste, zu Beginn dieses Abschnitts
aufgeworfene Frage.

Wie wir friilher gesehen haben, ist die Winkelfunktion #(z) durch das
Funktional nicht eindeutig bestimmt. Die Berechnung nach der obigen Tafel
liefert indessen, wie man leicht verifiziert, diejenige nunmehr eindeutig
bestimmte Winkelfunktion, fiir weiche noch die beiden Nebenbedingungen

#(0) = #(xr) und P’(;—) )‘{%) erfiillt werden (vgl. die Bemerkung am Ende

des 4. Abschnittes).
Wir beweisen jetzt die vorangehenden Behauptungen :

A) Es seien U und V zwei beliebige Zahlwerte und W(z) eine stetige
periodische Funktion und W-— W(0) — W(x) sowie W- W(%) w % .
Nun berechne man e, #(7) und y nach den in der Tafel gegeben Ansiitzen.
So wird @(7) eine stetige periodische Winkelfunktion. Mit diesen Elementen
ldBt sich nach der 3. Aussage ein stetiges Funktional ¢ (A) — « - L;(A) +yF(A)
konstruieren. Nun 148t sich direkt verifizieren, da8 a) ¢(P)— U, b) ¢(E)—V
und ¢) ¢(D,)-— W(z) ist. Die etwas umstindliche Rechnung muf hier dem
Leser iiberlassen bleiben. Damit ist der erste Teil (Behauptung ,dann®)
bewiesen.

B) Es sei ¢(A) ein stetiges Funktional und man setze ¢(D,) — W(7).
Daraus folgt unmittelbar, da W(7) eine stetige periodische Funktion ist, und
wegen D,=D; und D,= Ds, schlieft man noch auf W(0)= W(x) und

W(%) W( §2T—t) . Damit ist der zweite Teil (Behauptung ,nur dann“) bewiesen.

Ergédnzend ist noch die in der 6. Aussage eingeschlossene Behauptung
zu begriinden, daf das Funktional durch die Vorgabe von U, V, W eindeutig
bestimmt ist. Es gibt sicher Funktionale, welche U, V, W als Basisfunktionale
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aufweisen, ndmlich jedenfalls das unter A) speziell konstruierte. Es sei

nun ¢(A) irgend ein solches Funktional mit den Elementen «, /7. Man darf
noch verlangen, daB die Nebenbedingungen #(0) - 3(7) und ,}“li;)—_ 8 -327—{ )
erfiillt sind. Die sich fiir U, V, W ergebenden drei Darstellungsforméln lassen
sich jetzt durch einige Umrechnungen, die wir erneut dem Leser iiberlassen
miissen, nach , 3, y auflosen. Hierbei ergeben sich aber die fiir «, 8, stehenden
Ausdriicke der Tafel, womit dargetan ist, da a-—a, =8 und y—y ist,
w. z. b. w.

§ 7. Bewegungsinvariante Funktionale.

Besonders ausgezeichnete und wichtige translationsinvariante Funktionale
sind solche, welche sogar bewegungsinvariant sind. An Stelle von Forderung
(I) tritt die stirkere Bedingung

(D ¢(A)=g¢(A) fir ANA,

d. h. bewegungsgleiche oder kongruente Eibereiche A und A" (geschrieben
A~ A) weisen den namlichen Funktionalwert auf. Es sei Wi die lineare
Mannigfaltigkeit der bewegungsinvarianten, additiven und stetigen Funktionale.
Natiirlich ist Wi eine Teilmannigfaltigkeit von 9. Analog lassen sich die
Teilmannigfaltigkeiten 9% und T von M und T betrachten. Aus dem durch
die 3. Aussage erzielten Funktionalsatz ldfit sich nun auf einfachste Weise eine
vollstindige Charakterisierung der linearen Mannigfaltigkeit )i ableiten. Es
gilt die

2. Charakterisierung: Die Mannigfaltigkeit i der bewegungsinvarianten,
additiven und stetigen Eibereichfunktionale ist identisch mit der durch den Ansatz
¢ (A)=a--pL(A)-} yF(A) gegebenen linearen Schar; «,3 und y bezeichnen
drei willkiirliche Konstanten und L(A) und F(A) bedeuten Randlinge und
Fldacheninhalt von A.

Der damit ausgedriickte Sachverhalt ist bekannt. Er a8t sich fiir
Eipolygone auf Grund einfacher elementargeometrischer Uberlegungen gewinnen
und ergibt sich dann fiir Eibereiche durch Grenziibergang.

Im Zuge der hier entwickelten Theorie erzielt man dieses Resultat etwa
so: Es sei ¢(A) ein translationsinvariantes Funktional. Es ist dann nach der
1. Charakterisierung

7(A) = e+ | 3@ ds -+ F(A).

. 5 y i T 2 ¢ .
Bezeichnet A™ den durch eine Drehung im positiven Sinn um den Winkel
um den Ursprung aus A hervorgehenden Bereich, so erhidlt man

¢ (A") — a-t [BE+ 9)ds+ 7 F(A).
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Nun bilden wir das iiber alle Drehlagen erstreckte Integralmittel und erhalten

o | (A7) a9 — et L)+ F(A),
wobei '

. 1 e
g o | BE+9) a0

ist. Ist jetzt ¢ (A) sogar bewegungsinvariant, so ist natiirlich

1 u ]
5] 9(A) AP —g(A).

In Zusammenwirkung mit der trivialen Bemerkung, dafi die drei Funktionale
g (A)— C(A)=1;¢(A)=— L(A); p(A) =— F(A) bewegungsinvariante, additive
und stetige Funktionale sind, schliefit sich der Beweis.

Wir wollen noch auf einen wichtigen Unterschied zwischen den Mannig-
faltigkeiten 2 und Wi aufmerksam machen. Wiahrend M beliebig viele linear
unabhingige Funktionale enthilt, gibt es in 2 nur drei linear unabhingige.
Hier ist die Ermittlung der Darstellungselemente «, 8,7 im Falle eines auf
andere Art definierten Funktionals bedeutend einfacher. So bilden beispiels-
weise die drei Kreise K, K, uud K, mit den Radien O, 1 und 2 bereits ein
Basissystem (vgl. die Erklarungen im vorausgehenden Abschnitt). Die drei
Elemente «,3,y lassen sich aus den drei Basisfunktionalen ¢ (K)— Z
(i—0,1,2) gemdl der unten stehenden Tafel berechnen :

a=12,,

o 3 AT

| 4,‘,[ »
. L—2Z,+Z,

4 2n '

§ 8. SchiuBbemerkungen.

In der vorliegenden Studie zur Theorie der Eibereichfunktionale haben
wir insgesamt sechs Mannigfaltigkeiten erwéhnt, namlich 9, Wi, T und N M, L.

In der unten folgenden Tabelle sind die Funktionaleigenschaften, welche
die verschiedenen Mannigfaltigkeiten charakterisieren, durch angebrachte Sterne
gekennzeichnet. Hierbei ist zu beachten, dafi neben den Eigenschaften, durch
die wir die betreffenden Mannigfaltigkeiten definierten, auch diejenigen einge-
tragen sind, welche wir gefolgert haben.
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NIM|R|([N|z| T
e —— — = - — — — o —— ! ———— ——
translationsinvariant | * i i iy " iy i
i - - S| | S =T
bewegungsinvariant ” . .
- stetig * | # * | o
i —— R L
beschrankt . Lol B .
— —
monoton S .
I | | 1 |

Es gelten die folgenden Beziehungen:

~

TcMcR, Tchch; TcT, MM, R

Diese ergaben sich im Laufe unserer Entwicklung und sie lassen sich auch
aus der obenstehenden Tabelle aus logischen Griinden ablesen. Diese Zu-
sammenstellung ergibt ein iibersichtliches Bild iiber den Stand unserer
Theorie. So fallt jetzt auf, dafl wir durch die 1. und 2. Charakterisierung
nur die Mannigfaltigkeiten 9 und i vollstindig beherrschen; dies entspricht
auch dem von uns gesteckten Ziel. Unabgekldrt bleibt vor allem die voll-
stindige Struktur von N und 9, insbesondere sieht Verf. zunichst lgeine
Moglichkeit, auf eine eventuell giiltige Identitit -9 und D — W zu
schlieBen. Weniger schwierig, aber unseres Wissens ebenfalls noch nicht
durchgefiihrt, sind die vollstindigen Charakterisierungen von T und . Hier
mufl es sich darum handeln, die fiir die Monotonie der Funktionale not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Darstellungselemente «, 7,
aufzuzeigen, eine Aufgabe, welche vor allem im bewegungsinvarianten Fail
recht einfach sein diirfte.

(Eingegangen am 2. Januar 1951.)



