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Finslersche Rdume mit algebraischen Grundfunktionen.

Von A. MOOR in Debrecen.

Einleitung.

Bezeichne F, eine n-dimensionale Punktmannigfaltigkeit bezogen auf
die Koordinaten (x', x% ..., x”), in der durch eine Funktion

(1) ds=L1{x\ ..o dx dx’ .., 0%%)

das Bogenelement festgelegt ist. Die Funktion L(x, dx) soll in den dx' von
erster Dimension positiv-homogen und aufferdem nach ihren Argumenten
mindestens viermal stetig differenzierbar sein. Der Raum F, dem durch (1)
eine Metrik aufgeprdgt ist, wird ein Finslerscher Raum genannt. Nach der
Cartanschen Theorie kann ein Finslerscher Raum als eine metrische Linien-
elementmannigfaltigkeit (x, x) betrachtet werden, in der der Mafitensor g;; die

Form
) O 5

VT2 9xigx
hat. Die Funktion L(x, dx) oder L(x, x), welche die Struktur des Raumes
bestimmt, werden wir kurz Grundfunktion nennen.

Im folgenden werden wir Finslersche Riaume untersuchen, deren Grund-

funktion die Form.
4

(2) L(x, ¥) = Ja;ju(x)x @53 x'

hat. Wir beschrinken uns auf zwei Dimensionen. Riume hoherer Dimensions-
zahl, deren Grundfunktion die Form (2) hat, geben fiir unsere Untersuchun-
gen nicht wesentlich verschiedene Resultate. Gleichung (2) reduziert sich
somit in unserem Fall auf

4
(3) L(x, x) = | a,x'+4a,x°y + 6a,X*y* + 4a,xy* +a,y*,
a; = ai(x, y), (i=0,1,2;3, 4).

(Im zweidimensionalen Raum beniitzen wir x, y statt x', x*.) L ist also die
vierte Wurzel einer homogenen Form vierten Grades in X, j.

In § 1.—3. werden wir die algebraischen Invarianten bzw. Kovarianten
der Form vierter Ordnung:
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(4) f=a,%* +4a, £+ 6a,%)* + 4a,x) +a, )"

zusammenstellen, und mit ihrer Hilfe die Grundfunktion (3) auf gewisse ein-
fache Typen transformieren, ferner den Berwaldschen Hauptskalar / bestim-
men, und die durch gewisse Tensorrelationen ausgezeichneten Rdume mit den
algebraischen Invarianten bzw. Kovarianten charakterisieren.

In § 4. untersuchen wir die Aquivalenztheorie der Finslerschen Rdume
mit der Grundfuktion (3). Die Aquivalenz von zwei Finslerschen Raumen,
deren Grundfunktionen die Form (3) haben, werden wir mit Hilfe der Iden-
titit ihrer algebraischen Invarianten 7,/ und durch gewisse Differentialaus-
driicke sichern.

Die Aquivalenztheorie beliebiger affinzusammenhingender Linienelement-
mannigfaltigkeiten hat O. VARGA [7] entwickelt. Der von uns untersuchte Raum
ist ein Spezialfall der allgemeinen affinzusammenhdngenden Riume. In diesem
Raum existieren neben den Differentialinvarianten auch algebraische Invarian-
ten der Grundform (4). In § 4. werden wir zeigen, daf die algebraischen
Invarianten einen Teil der Aquivalenzbedingungen des allgemeinen Falles
entbehrlich machen. Offensichtlich kann die Aquivalenz von zwei Finslerschen
Riumen nicht allein durch algebraische Invarianten bestimmt sein, denn in
den Grundfunktionen kommen Differentialausdriicke vierten Grades vor, die
mit algebraischen Invarianten nicht vollstindig charakterisiert werden konnen.
Mit Hilfe der algebraischen Invarianten kann man aber die Bedingungen der
Aquivalenz vereinfachen.

§ 1. Charakteristische Invarianten und Kovarianten.

Wie schon erwihnt, wollen wir im folgenden diejenigen Finslerschen
Riaume untersuchen, deren Grundfuktion die Form :

+
(1, 1a) L,y %9 =1/
(1, 1b) f=a,X'4-4a, X’y 4 6a,X*y* + 4a,x y' +a,j*
(1, 1¢) a;— a:(x, y), {i=0.12Z34)

hat. Die Grundfunktion ist also durch eine homogene Form vierten Grades
von X, y bestimmt.')
Die algebraischen Invarianten der Form f sind [4]:

(1,2) i(x,y)—a,a,—4aa,+3a,
a,a,a, |

(1,3) jx 7)== | 3005 |-
a.a,a, |

T 3
1) Finslersche Riume, deren Grundfunktion die Form Jf haben, wurden zuerst
von J. M. Wecexer [8] untersucht.
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Die Diskriminante von f ist
(1,4) D(x, y) =i—21j"
Wir wollen bemerken, daB i, j keine Differentialinvarianten sind; sie charak-
terisieren zwar die algebraische Form f, sind aber nicht invariant in bezug
auf eine Koordinatentransformation.

Die algebraischen Kovarianten von f sind: 1) die Hessesche Kovariante:
Gf #f [ #f )

(d:‘:oﬁ

(1,5) Hixy, % )= 122’_ i 0y

und 2) die Kovariante :
3.3 \ r)f dﬁ f)f cHy|
8lox ay oy ox ﬁ

(1,6) T.(x, 3, %, )=

Die beiden Differentialinvarianten des zweidimensionalen Finslerschen
Raumes sind der Berwaldsche Hauptskalar: /, und der Kriimmungsskalar:
f [1]. Die expliziten Formeln dieser beiden Skalare sind:

1 {oLoF, _aL oF,

o flligae R ]
mit
1 &L j R 1 &L
b A= FoE =" %ok F 97’
und
5i j g 'y Gy iy |
(. ) SORNE )= ‘ 2 toxdjr dydx’ 2 ( dI(J]} ayeéx

1 > Py 5 912)'_ dcp dtp J
T Lax*Jroxch T3 [a;&aj’ " ayt )"b_' |.a:‘c. +2 +( J
wo ¢ und vy die Gleichungen der die Extremalen bestlmmenden Funktionen

sind. Es ist:

: K , - ,.(_. (}L FL #L
sq__Lﬁlel‘\x )+r)y dx{”y (}’()x

PRE Of o8 '.aL aL__dL (FL)
Lol e 555 e a5

und die Differentialgleichungen der Extremalen des Raumes lauten:

xX'+q(x,,x, y’)=0! Y'+v(xy X, y’)‘_*' 0
die Striche bedeuten hier Ableitungen nach dem Bogenparameter.
Hat nun die Grundfuktion eines Finslerschen Raumes die in den Glei-
chungen (1, 1) angegebene Form, so ldsst sich sein Hauptskalar einfach durch
die Kovarianten von f ausdriicken. Es ist nach (1,7b) und (1, 1a), (1, 1b):

N DT IR
AT G NNLURh

(1, 8b)
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Wegen der Homogenitit vierten Grades in dem Xx, y von f wird:
Af=xf: + 1
3f: = xfeit Y1z
3fs =xfes+f5u

somit bekommt man fiir F,:

1 2 7
F,= 4817 [ffrfrw-'f-vl =3H,L " ;
und nach (1, 7a) fiir /:

3 7,
2 BHJ
wo H,, T, durch (1,5) und (1, 6) gegeben sind.

Somit haben wir die Grundlegenden Invarianten — sowol die algebra-
ischen, als auch die Differentialvarianten — fiir einen Finslerschen Raum mit
der Grundfunktion (1, 1) zusammengestellt. An der Formel (1,9) des Haupt-
skalars ist bemerkenswert, daB / durch die algebraischen Kovarianten der
Form f ohne Differentiation, d. h. allein durch algebraische Operationen aus-
gedriickt ist.

(1.9) I=

§ 2. Untersuchung des Falles D 0.

In diesem § wollen wir diejenigen Finslerschen Rdume untersuchen,
deren Grundfunktionen die Form (1, 1) haben, und fiir die die Diskriminante
(1, 4) identisch verschwindet. Wir untersuchen die zwei Fille: @) i — j-0;
#) i-+=0, j==0. Wegen D 0 und auf Grund von (1, 4) existieren nur diese
Fille.

@) i=j=0, D=0.

Es folgt aus der Bedingung i— j— 0, dak
(2,1) f=a,x'+4a,xXy+6a.xy+4a,xy"+ay = (b,x+ b.y) (c.x+¢,))

ist [4]. Wihlen wir die Nullinien von f als Parameterlinen x - konst. bzw.
y — konst., so wird

dy==1,=0,
Es ist also nach (1,2) und (1, 3):
(2,2) i=—4a,a,+3a:=0
(2, 3) f=2a,0,8,—a3=0.

Wenn a,==0 widre, dann wiirde man nach Multiplikation der Gleichung
(2,2) mit @, und (2, 3) mit 3 und nach Addition

—a,a.ay, =0

erhalten; es wire also nach (2, 3) auch a,=— 0, entgegen der Annahme. Es
muf also a,—0 sein und wegen (2, 2) noch z. B. a,—0.
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Das Bogenelement wird also

4
(2,4) L=V){, [=4a(x y)x*}.
Es ist jetzt
_ H,=—aix', T,=2a}x%;
es wird also nach (1,9)
(2,5) I=— 8 5 — konst.
(—3)2
Nach (1, 8b) wird
_ 1 oa g 10,
=30, ox i a, 0y ¥

Der Kriimmungsskalar (1, 8a) der Geometrie, deren Grundfunktion (2,4 ) ist, ist:

L al.r.yal—al.r'alr.'
a;

wo die Indexe x und y Ableitungen nach x bzw. y bedeuten. X Ildfit sich

noch in der Form:

xy;

= 4
-‘i(xd’, X, }’)'—— __3_f

4 3 #loga, ..
(2, 6) o

darstellen.
3) i==0, j+ 0, D=0. Die algebraische Form f hat jetzt die Form [4]:
f=ax'+4a, X’y +6a.x*y* +4a,xy" +a,y' =
= (blx 4- b!j’)i (Cnf‘ 4+ 2C|._;i’J:’ -+ ng}.’g).

Wiihlen wir als Parameterlinien x — konst., bzw. y — konst., die zwei Nul-
lienien von f, die im Faktor

X'+ 20Xy + cny* _

enthalten sind, so wird a,- a, — 0. Die Diskriminante wird nach (1, 2), (1, 3)
und (1,4):
(2,8) D = aiai(6°a:—2°a,a.;) — 0.

Nach dieser Gleichung ist entweder a,—0, oder 6a,— 2| aa,
(a, — 0 gibt denselben Typus, wie a,~ 0). a, kann nicht verschwinden, denn
dann wire noch z. B. nach (2,8) a;=0, und somit hdtte f die Form (2, 4).

Besteht nun a,=0, und auch noch a,— 0, so reduziert sich L auf

(2,7

4
L=16a.} xy,
und dies bestimmt eine Riemannsche Geometrie.
Fiir 6a,= 2')a,a, wird

. f=4x3() a.x+) aspy
sein.
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7) Zum Schlufi dieses §-en wollen wir den Torsionstensor A;;; und
den Kriimmungstensor Ro;; fiir die hier behandelten Grundfunktionen berechnen,
und einige charakteristischen Eigenschaften dieser Raume angeben.

Bedeutet h; den zum Einheitsvektor /' — xr transversalen Einheitsvektor,
so kann man den Torsionstensor A;;; des zweidimensionalen Raumes mit
Hilfe des Hauptskalars / folgendermaBien ausdriicken [1], [2]:

(2, 9) A.‘ ik = 2!}1:,7;!!;, ’

wo

(2, 92) Ry )

(2, 9b) &=ty =0, sy=—gy=] gng-:_’—gi;

und g, den Mafitensor bedeutet.

Wegen (2, 9) und wegen
R =0

folgt aus /- konst. die Gleichung
Aijro =1 Aij1xs =0,

Ai‘jk = 0-

Diese beiden Gleichungen charakterisieren aber diejenigen Finslerschen Rdume
[3], in denen die Winkelmetrik bei Paralleliibertragung unverindert bleibt, und
in denen die Paralleliibertragung eines Vektors von den Linienelementen des
Vektors unabhidngig ist. Diese beiden charakteristischen Eigenschaften haben
also die Finslersche Rdume, wenn ihre Grundfunktionen auf die Form (2, 4),
also auf

bzw.

4
L 4a,(x )
transformiert werden konnen.
Hat endlich a,(x, y) die Form
a,(x, y) — a(x)- «(y),
so wird wegen
R(il_; y =R &)
(siehe [2]) und wegen (2, 6)
R:;n_u = Rf.,u-(“ =0
bestehen; es existiert somit im Raum eine vom Weg unabhdngige Parallel-

verschiebung der Linienelemente [6]. Der Raum ist Ubringes wegen & - 0,
/- konst. ein Minkowskischer Raum [2], [5].
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§ 3. Untersuchung des Falles D -- 0.

Wir wihlen in diesem Falle als Parameterlinien x — konst. bzw. y = konst.,
zwei von den Nullinien von H,. (Siehe (1, 5).) Dann wird man auf Grund von
H = (a,a,—a))x' + 2(a,a5—a,a,) X*y - (a,a, -+ 2aa,— 3a@) X y* -+
+ 2(a,a,—a.a.) xy* +(a.a,—a3)y*

die Identitéiten

3,1 a,a,—a; =0,

(3, 2) a.,a,—a; — 0

erhalten. Hat man noch a,— 0, dann geben (3, 1) und (3, 2) die Identititen
a,=0. a,=0;

die Grundfunktion wird also die Form

4

(3,3) L =Yax+a,y

haben. (3, 3) bestimmt eine allgemeine Geometrie. Im Falle
a,= au(x)r ull : a‘(y)

lafit sich aber (3,3) durch die Transformation

"4

= | Va®ds, »—|Vamdy

auf die Form

4
i le_;yl
bringen, die offensichtlich eine Minkowskische Geometrie bestimmt [5].
Der Fall a.=-0 gibt eine allgemeine Finslersche Geometrie.

§ 4. Aquivalenztheorie der Finslerschen Riume mit algebraischen
Grundfunktionen.

Das Aquivalenzproblem der zweidimensionalen Finslerschen Riume,
deren Grundfunktionen die Form (1, 1) haben, laft sich auf folgende Weise
formulieren :

Es seien

i
4,1) L(x, x)= |a.x'+4a, Xy +6a,x*y*+4axy’ +a,y', a:=ai(x,y),

und
i

(4,2) L(x,%)= Va3 +4a,Xy +6a.X ) +4a,x5 +a,y", @& — a(x, y)

die Grundfunktionen je eines Finslerschen Raumes. Es sollen die Bedingungen
der Existenz einer Transformation

(4, 3) xX=%X(x,7), y=y(,y)
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angegeben werden, fiir die

4, 4) L(x, X) — L(x, x)

besteht. Wir wollen noch annehmen, daf auch die inverse Transformation von
(4, 3), also -

(4,5) - x=x(x,y), y=y(x,)

existiert.

Statt (4, 1) bzw. (4,2) werden wir im folgenden die fiir die Rechnungen
einfachere Form

1

(4, 6) L=} Aijrr X' oxEx, Qijir = Qijri(X)
bzw. 4 i

4,7 L= @i x X’ XX, @ijir = Aijii(X)

benutzen, a;;.; und @, sind Tensoren vierter Stufe, die symmetrisch in allen
ihren Indexen sind; nach (4,1) und (4,6) bzw. (4,2) und (4,7) kann man
den Zusammenhang der a,, d@,, a;;11, @i leicht angeben. Es ist z. B.

a, ayn, @ — Qun,
4 = Ay, @ = Q.

Wegen des Transformationsgesetzes
axt ..
— X
ax
ist nach (4, 6), (4, 7) das Aquivalenzproblem mit der Bestimmung der Losung
des Differentialgleichungssystems :

» v 5 '
(4,8) Aijrr = Auyst ‘_}J_;I- -ﬂ;i- *qx', r’x,

X o0X 0x ox
identisch.

Nach den Untersuchungen in § 1—2 kommen fiir das Aquivalenz-
problem die folgenden Fille in Betracht: @) i—j— 0, pg) i-+0, j=0
D=0, y) D --0. (Im folgenden bezeichnen wir mit 7,/ die entsprechenden
algebraischen Invarianten bzw. mit D die Diskriminante von (4, 2).)

@) i — j—0. In diesem Falle hat L(x, x) die Form:
(4,92)  L(x,x)= | (bix+b.9) (X +3); bi— bilx,), ¢ = ci(x,)).
Ist L(x, x) die Grundfunktion desjenigen Finslerschen Raumes, der zum

gegebenen dquivalent ist, dann mub notwendigerweise i — j — O sein und es
ist dann: :

1

(4, Ob) L(x, %) = | (0,% + b,V (¢, X+¢. ¥);
b:i=b: (X, y), c;i=c(X, ).

Hieraus folgt der .
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Satz 1. Hat die Grundfunktion eines Finslerschen Raumes die Form
(4, 6) und verschwinden die algebraischen Invarianten i, j identisch, dann sind

zu diesem Finslerschen Raum diejenigen dquivalent, fiir die i — j— 0, und
deren Fundamentalvektoren b;,c; mit b;, c; dquivalent sind.

Bemerkung: Wegen i = j = i = j — 0 gehen namlich, wie schon erwéhnt
wurde, (4,6) und (4, 7) in (4,9a) und (4,9b) iiber. Die Rolle der Tensoren
@;ji1, A Ubernehment jetzt b;, ¢, und b, c:.

Die analytische Bedingungen der Aquivalenz konnen wir auf folgender
Weise formulieren. Es soll eine derartige Transformation

(4,10) xi=xi(x) (i=1,2)
existieren, daf)
(4, 11a) b. = b, pl,
(4, 11b) ¢i = ¢, pi,

i JX;
4,12) pi =

X
(4, 13) ﬁf = p. Liv— T, i pi pi
07X

bestehen. Die 7 bzw. die 7] sind den Christoffelklammern entsprechende
Grofien der durch (4,9a) bzw. (4, 9b) festgelegten Geometrie ; sie hdngen also
auch von b;, ¢; bzw. b;, ¢; ab.

In den Gleichungen (4, 11a)—(4, 13) treten aber neben den x' als un-
abhangige Variable auch die X, und als neue Funktionen die p; auf; wir
erganzen deshalb das System (4, 11a)—(4, 13) zu einem System, in dem auch
Ableitungen nach x‘ auftreten. Es wird:

ax

- =0,
Wiw ox*
(4, 14b) °P: — 0,
ax
dax & R " J ATRy ool g, Py

(4, 14¢) f"xazp_l G:—G.,pi, (G.=1I,.X, Gi=1I1:;X),

oxt .
(4, 14d) oF =P

“Die Funktionen pi miissen noch die Relationen
(4, 15) Cl.pl = Ci:pi p.
erfiillen, wo die C!, und C/. die beiden Torsionstensoren der Finslerschen

Raume bedeuten. Das gemischte Differentialgleichungssystem (4, 11a)—(4, 15)
ist das Analogon desjenigen Systems der allgemeinen affinzusammenhéngenden
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Linienelementmannigfaltigkeiten, das ihre Aquivalenz bestimmt. Dieses allge-
meine Problem wurde von O. VARGA geldst. (Vgl. [7], insb. §4.) In unserem
Falle treten aber zu den skalaren Relationen (4, 15), die auch im allgemeinen
affinzusammenhédngenden Linienelementmannigfaltigkeit vorhanden sind (vgl.
[7] Gleichung (4 8)) noch die skalaren Relationen (4, 11a), (4, 11b) hinzu;
die Grofen I',., I'n.sind jetzt in a,c symmetrisch. Das bedeutet das Versch-
winden des Torsionstensors

; 1 g .
2 f(fu— I';x)

des Finslerschen Raumes.

Die Losbarkeit des gemischten Differentialgleichungssystems (4, 11a)—
(4, 15) kann man mit Hilfe eines Satzes von O. VEBLEN und ]. M. THOMAS
entscheiden [9]. Nach dem Kriterium von O. VEBLEN und J. M. THOMAS miissen
wir die Integrabilititsbedingungen der Gleichungen (4, 12)—(4, 14d) bilden
und die skalaren Relationen (4, 11) und (4, 15) nach x*, x* ableiten. Dadurch
erhalten wir eine Reihe von Integrabilititsbedingungen und skalaren Rela-
tionen. Ebenso wie im allgemeinen Fall (vgl. [7] Gleichungen (4, 14) und
(4, 15)) bekommt man aus (4, 13) wegen

7 pi & pi
”x—l a‘)im {jim dxj
die Gleichungen

v ]I_YJ‘P drl-t r 8 t

(4,16) i = =2 D Pl Py

ax dax
und wegen

rl Pa. ffp;,

dx (Jx" _ rlx’ !lx'
wird
(4! ]7) p: ?‘; tm = T:' & -'pl':p; p:i

bestehen, wo die 7).,, 7}, die Hauptkriimmungstensoren der beiden Riume
bedeuten. Es ist

e S g | L 3 et
Aus (4,11a), (4,11b) und (4, 15) wird auf Grund von (4,13) und (4, 14¢):
(4, 18a) bir. = b, pi pi,
(4, 18b) Cik = Crjs Pi Prs
(4, 18¢) P'.- Cia=C; ot Do Pe Pit
(4, 18d) P ’L%, "{Cx Phpi Dl
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Die Integrabilititsbedingungen von (4, 14c) geben:

P2 = . pipi;
(vgl. [7] Gleichung (4, 13)), diese Gleichung ist aber im Finslerschen Raum
wegen des Verschwindens des Torsionstensors £, identisch erfiillt.

Die Gleichungen (4, 16)—(4 18d) bilden also die erste Gleichungskette
der VEBLEN—THOMAsschen Methode. Durch Differenzieren dieser Gleichungen
nach X, x' bekommt man eine neue Gleichungskette, die ebenso mit Hilfe
der kovarianten Ableitung in skalarer Form darstellbar ist.

Nach dem Kriterium von O. VEBLEN und J. M. THOMAS geniigt nun zur
Losbarkeit des Systems (4, 11a)—(4, 15) die Existenz eine Zahl N derart,
dab die N ersten aus (4, 16)—(4, 18d) durch kovariante Ableitung nach X'
bzw. durch gewohnliche Ableitung nach X gebildeten Gleichungsketten ein
vertrigliches System geben, und daf jede Losung dieses Systems die (N - 1)-te
Gleichungskette identisch befriedigt.

Die Gleichungsketten héngen aber ausschliesslich von den Vektorfeldern
b:, b;, ¢;, ¢; ab, denn die I7{,C/y, T/v: und I7{,C/,, T/.; kann man durch
b, c; bzw. b;, c; ausdriicken.

f) i =0, j==0, D=0; Die Grundfunktion L(x, x) wird dann von der
Form

4
(4, 19a) L(x, x) = | (b, x + b.y)* (€1 X* + 2¢,0 XY + €0 ))

sein. Fiir die zu diesen Rdumen daquivalenten mufi dann notwendigerweise
i+40, j=-0, D=0 sein. Somit wird die Grundfunktion die Gestalt

4
(4, 19b) L(x, x) =V (0, X+ bap) (X' 42,0 XY+ € X)
haben.

Satz 2. Fiir die Aquivalenz der durch (4,19a), (4,19b) bestimmten
Finslerschen Rdume ist notwendig und hinreichend, daf eine Transformation
von der Form (4, 10) existiere, fiir die

(4, 20) J(x) —j(x)

besteht, und welche die Tensorfelder c:.., c;. und die Vektorfelder b;, b; ineinander
transformiert.

Bemerkung : aus (4,19) und (1,4) folgt wegen D — D — 0 fiir reelles i

und. / die Relation:
i{x)=1¥x).

Die beiden algebraischen Invarianten von (4, 19a) und (4, 19b) stimmen also
iiberein. Diese Relation kann aber nicht als unabhidngige Bedingung betrachtet
werden ; sie ist eine Folgerung von (4,19) und D — D — 0.

Die analytische Bedingung der Aquivalenz der beiden Geometrien kann
ebenso formuliert werden wie vorher, nur stehen hier statt der skalaren Rela-
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tionen (4, 11a) und (4, 11b) die Relationen
(4, 21a) b, — b, pi,
(4, 21b) Cin === Cos Dk Prs

und (4, 20). Das VEBLEN —THOMASsche Kriterium ergibt jetzt als erste Glei-
chungskette aus (4, 21a), (4,21b) bzw. aus (4,20) in Hinsicht auf (4,12):

(4, 22a) bin = bris Pi P,
(4, 22b) Cixt = Cr st Pi Pr D1,
(4! 220) o xk Gl ax" Pr.

Zu diesen Gleichungen kommen auch in diesem Falle noch die Gleichungen
(4, 16), (4,17), (4, 18¢c), (4, 18d) hinzu. Aus den Gleichungen (4, 16), (4, 17),
(4, 18c), (4, 18d) und (4, 22) kann man durch kovariante Ableitung nach x”
bzw. durch gewdhnliche Ableitung nach x die neuen Gleichungsketten her-
stellen und dann das Kriterium der Losbarkeit ebenso wie im vorigen Falle
formulieren.

Das ganze Differentialgleichungssystem hangt in diesem Falle von den
Tensorfeldern b;, b;, ¢;x, c;x und von j,j ab, denn die iibrigen Grofen sind
durch diese GroBen ausdriickbar.

7) Der allgemeine Fall. Es ist jetzt D == 0, D ==0. Die Grundfunktionen
der Geometrien haben jetzt die allgemeine Form (4, 6) und (4, 7).

Satz 3. Die durch (4,6) und (4,7) bestimmten Finslerschen Geometrien
sind dquivalent, wenn eine Transformation (4, 10) existiert, fiir die

(4, 23a) i(X) = i(x)
und
(4, 23b) J(x) = j(x)

bestehen und die die Tensorfelder @;;i., ai;i: ineinander transformiert.

Die analytische Formulierung der Aquivalenz gibt im Vergleich mit dem
Fall «) nichts Neues, nur stehen hier statt der skalaren Relationen (4, 11a)
und (4, 11b)

(4, 24) ijx1 = Qqrst Pi P} Pi Pi
und die Relationen (4, 23a) und (4, 23b). Durch Ableitung erhdlt man aus
(4, 23a) und (4, 23b) wegen (4, 12)

o _ oi
ax* ax
Y

ax ax P
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und aus (4, 24) wegen (4, 13)

@ijktim = Qgrste Pi P} Pi Pt Pu.

Man bestitigt sofort, dafi in diesem Falle die einzelnen Gleichungsketten aus
; . - i 0T v

den kovarianten Ableitungen der Grofien J—x* ;;:,— @1 und entsprechenden
Grofen in den nichtiiberstrichenen Grofien bestehen.

Bemerkung : die Ableitungen nach X/, X' treten selbstverstindlich nur dann
ninzu, wenn schon vorher die genannten Grofien kovariant abgeleitet wurden;
ol ‘f = o b 1V .
ixh g ? it hdangen nd@mlich nur von den x' ab, aber in ihren kovarianten
f [}

Ableitungen treten schon die X' auf.

Das Differentialgleichungssystem wird jetzt von aj.i, @i, i, j, 1,/ und
von ihren Ableitungen abhingen. Diese Grofen bestimmen die Aquivalenz
der Geometrien.
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