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Bemerkung zur Divergenz der Fourierreihen
stetiger Funktionen.

Von KAROLY TANDORI in Budapest.

A. ZvyGMUND') hat eine Fourierreihe S(f) mit folgeden Eigenschaften
angegeben: Z(f) ist die Fourierreihe einer beschrdankten Funktion, die
Partialsummen von Z(f) sind gleichmilig beschriankt, S(f) divergiert auf
einer Menge, die in jedem Intervall von zweiter Kategorie, also von der
Michtigkeit des Kontinuums ist. Uber die Stetigkeitsverhiltnisse der Funktion
f(x) ist nichts bekannt.

Das Neue an seiner ziemlich komplizierten Konstruktion liegt in dem
Umstand, dafl bei den bisher bekannten Beispielen divergenter Fourierreihen
mit gleichmdBig beschrinkten Partialsummen die Divergenz nur auf einer
abzdahlbaren Menge gesichert war.

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, daffi man mit Hilfe der FEjERschen
Methode, auf Grund einer Idee von L. NEDER *), auch die Fourierreihe Z(f)
einer nach 2m periodischen, stetigen Funktion f(x) leicht angeben kann, so daj
die Partialsummen von S(f) gleichmdpig beschrinkt bleiben, S(f) aber auf
einer Menge, welche in jedem Intervall von der Michtigkeit des Kontinuums
ist, divergiert.

Betrachten wir ndmlich die FEjErschen Polynome der Form

(1) Q(x, 1, 1) = cosm‘c+ cos (g 1)x Jr_____',_cos(gn{—arz—-—l)x_
n n—1 1
Ssetatlx - costeriny
& n '
Da
Q(x, u, n) = sin (u+n)x > —Sﬂkk_"_
k=l

1) A. Zvamunp, An example in Fourier series, Studia Math., 10 (1948), 113—119.
?) L. Neper, Zur Konvergenz der trigonometrischen Reihen einschlieBlich der Potenz-
reihen auf dem Konvergenzkreise, (Inaugural-Dissertation, Gottingen, 1919), S. 27—31.
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ist, existiert eine positive Konstante C, so daf fiir jedes x, « und n die
Abschitzung
(2 Q=C
besteht.”)
Betrachten wir nun die Reihe

n

(3) :‘HQ(X—I:. s Mic, My ),

k=1
wo die @, positive Zahlen und die ., n. natiirliche Zahlen bedeuten. Die

Punkte x,. werden wir spéater bestimmen. Nehmen wir ferner an, daf diese
Konstanten die folgenden Bedigungen erfiillen:

x

(o Seo
k=1

b} My ';_2”}, < .“;__,] (k 1, 2,
l ¢) elogn.>y>0 (k=12
d) a logn - O(1)

Wenn z. B. «,—k°, 2" und n,— 2" ist, so sind diese Bedingungen
erfiillt. )

Wegen (2) und (4a) stellt die Reihe eine nach 2:t periodische, stetige
Funktion f(x) dar. Wir behaupten, daf die Partialsummen der Fourierreihe
E(f) gleichmiBig beschriankt sind. Wegen (4b) gilt namlich fiir ;- 2n; <n < u;.,

)

i, 1

L}

$.(f; x) E @, Q(x—xi, ti, m),
=1
und fiir wjpy = n = w4+ 2n;,,
S..(f; x) :.; aj Q(x_xk: My, ﬂ;,-) _T_ R(x)!
-

wo R(x) ein Abschnitt des trigonometrischen Polynoms «;;1Q;4: ist. Da nach (1)

RO = 2050 |1 45+ —

= 2a;.,(log nj+1)

M
gilt, ergibt sich wegen (2), (4a) und (4d) die gleichmifiige Beschrdnktheit
der Partialsummen von Z(f).

Auf Grund der Definition (1), der Stetigkeit des Polynoms Q und (4c),
laBt sich behaupten, da man zu jedem Xx, eine abgeschlossene Umgebung
/. angeben kann, in welcher

(5) [Supras-1(f ) =81 (F30)| > 5
gilt.

3) Siehe z. B.: A. Zvamunp, Trigonometrical series, (Warszawa-Lwow, 1935), S. 108—109.
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Waihlen wir die Punkte x; z. B. so, dali diese Intervalle /, ein dyadisches
Schema bilden'), so erhalten wir eine perfekte Menge H (also eine Menge von
der Michtigkeit des Kontinuums), deren samtliche Punkte in unendlich vielen
I, enthalten sind. Die Ungleichung (5) besteht somit im Falle x¢€ H fiir
unendlich viele k, daher divergiert die Fourlen'elhe E(f) in allen Punkten der
Menge H.

Die Menge der Divergenzpunkte 146t sich leicht so verdichten, dali sie
in jedem Intervall von der Maichtigkeit des Kontinuums sei. Wir zerlegen
z. B. die Folge {n.} in abzdhlbar unendlich viele unendliche Folgen {n]
(i--1,2,...). Dann ordnen wir die dyadischen Intervalle [2nk 2",2zt(k +1)/2"]
(n=1,2,...;k=0,1,..., 2"—1)ineine Reihe },, /s, ..., /i, ... . Zu jedem lkon-
struieren wir auf /; eine perfekte Menge H, mit Hilfe der Folge {n.}. Es ist

klar, dal die Menge H — » H, in jedem Teilintervall von [0, 27] die Méch-
|‘

tigkeit des Kontinuums hat, wohel die Fourierreihe in jedem Punkte x¢€H
divergiert.

(Eingegangen am 18. Februar 1952.)

%) Wir konnen z. B. x;, x, und x, derart wihlen, daB /., /,c/, und LN/l =0 ist, x,,
X;, x; und x. derart, daB /,, l.cl, und I, I.cl;, ferner I,N[, = I;NI; =0 ist, usw. Wenn
wir die Intervalle [, geniigend klein annehmen, was man immer voraussetzen kann, so libt
sich diese Konstruktion durchfiihren,
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