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Ausdehnung des Hellyschen Satzes
auf den Fall vollstdndiger konvexer Fldchen.

Von GQy. S00OS in Debrecen.

&1

In vorliegender Arbeit soll ein, sich auf ebene konvexe Gebiete beziehender
Satz von HELLY auf konvexe Gebiete gewisser konvexer Flichen') verallge-
meinert werden. _

Im Folgenden betrachten wir nur diejenigen konvexen Flichen, die der
Ebene, der Kugel und der Kreiszylinderfliche homdomorph sind. Diese
Flichenklasse, die Klasse der sog. vollstindigen konvexe Fldchen, ist dadurch
ausgezeichnet, dali sich auf diesen Flachen je zwei Punkte durch eine kiirzeste
Linie verbinden lassen, wihrend auf beliebigen konvexen Flichen diese
Eigenschaft nur ,im Kleinen®, d. h. nur in hinreichender kleinen Umgebung
jedes Punktes der Fliche erfiillt ist.

Fiir die gegenseitige Lage zweier kiirzester Linien auf einer vollstindigen
konvexen Fliche sind, dhnlich wie fiir zwei Grosskreise einer Kugel, nur
folgende Fille moglich: a) zwei kiirzeste Linien haben keinen, ) sie haben
nur einen, ¢) sie haben gerade zwei Punkte gemein und in diesem Falle sind
die zwei Punkte gemeine Endpunkte der kiirzesten Linien; &) eine der Kkiir-
zesten Linien ist vollig in der anderen enthalten; e) die beiden kiirzesten
Linien besitzen einen gemeinsamen Bogen, dessen beide Endpunkte je einen
Endpunkt der beiden kiirzesten Linien bildet und dieser Bogen enthilt samt-
liche gemeinsamen Punkte der beiden Linien.

Als Folge des Gesagten erwihnen wir noch eine wichtige Eigenschaft
der kiirzesten Linien:

Liegen die Punkte A, B und C nicht auf einer kiirzesten Linie, so haben
die kiirzesten Linien AB, AC, BC aufier den Endpunkten keinen gemeinsamen
Punkt. (Im Folgenden werden wir die durch A und B bestimmte kiirzeste
Linie die Abkiirzung AB einfiihren.)

1) Fiir die Definition und weitere Eigenschaften der hier vorkommenden Begriffe, wie
(vollstindige) konvexe Fliche, kiirzeste Linie, usw. siehe das Buch von A. D. ALeExanprov :
Innere Geometrie der konvexen Flichen. (Moskau, 1948.) (Russisch.)
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Definition : Jede metrische Mannigfaltigkeit, die die Eigenschaft hat, daf
sie mit zwei beliebigen Punkten auch die zugehorige kiirzeste Linie enthilt,
wird konvex genannt.

Speziell wird unter einem konvexen Gebiet einer vollstindigen konvexen
Flache diejenige Punktmenge der Flache verstanden, die die folgende Eigen-
schaften besitzt: a) konvex (im obigen Sinne), &) kompakt, ¢) besitzt innere
Punkte, d) ihre Grenzkurve besteht aus endlich vielen einfachen Bogen.

Fiir Spéteres sind noch folgende Sitze von Wichtigkeit :

Sind A und B Punkte eines konvexen Gebietes G, und ist A ein innerer
Punkt von G, dann lduft jede die Punkte A und B verbindende kiirzeste
Linie im Inneren des Gebietes G.

Besitzt der Durchschnitt von zwei konvexen Gebieten innere Punkte, so
ist dieser Durchschnitt auch konvex. (Dieser Satz gilt, natiirlich, auch fiir
endlich viele konvexe Gebiete.)

§ 2.
Bevor wir unseren Satz aussprechen, beweisen wir den folgenden

Hilfssatz: Sind K,, K,, K, und K, vier beschrinkte konvexe Gebiete einer
vollstindigen konvexen Fliche F derart, daf je drei von ihnen einen Durch-
schnitt =0 mit inneren Punkten besitzen, so ist der Durchschnitt K der vier
Gebiete nicht leer: K— N K;==0, (i=0,1, 2, 3).

Beweis : Nach Voraussetzung besitzen je drei Gebiete gemeinsame innere

Punkte. Wir wihlen die Punkte A, A,, A,, A, folgenderweise :
A€KNnK:nK;; A€EKNK,NK;;
A€K.NnK nK,; A€KnKnK,.

Da die Punkte A, A,, A, in K liegen, enthdlt K, wegen seiner Konvexitat
auch die kiirzeste Linien A A,, A,A,, A A,, folglich das ganze Dreieck A A, A,.
Also ist A,A,A,cK; und dhnlich AAA,cK,, AAA.cK, AAACK,.

Fiir die vier Punkte A,, A,, A,, A, und die sie verbindenden. kiirzesten
Linien sind folgende Konfigurationen moglich: @) Zwei von den vier Punkten
sind innere Punkte der die anderen zwei verbindenden kiirzesten Linien;
b) zwei von den vier Punkten liegen auf den durch die beiden anderen
bestimmten zwei kiirzesten Linien derart, daBl der eine innere Punkt der ersten
und der andere innere Punkt der zweiten kiirzesten Linie ist; ¢) drei von den
vier Punkten liegen auf einer kiirzesten Linie und der vierte liegt auBierhalb;
d) einer von den vier Punkten (z.B.A,) ist innerer Punkt des von den
anderen drei bestimmten Dreiecks; ¢) je beliebige drei von den vier Punkten
liegen nicht auf einer kiirzesten Linie.

Da der Beweis in den Fillen a)—c) unmittelbar aus den einfachsten
Eigenschaften der kiirzesten Linien folgt, miissen wir bloss die Fille d) und
¢) untersuchen.
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d) Sei A,A,A; dasjenige Dreieck, das A, als inneren Punkt enthilt.
Dann ist aber A,€ K, und folglich ist A, K,nK,nK.nK,.

e) Nach Voraussetzung liegen keine drei der vier Punkte auf einer kiir-
zesten Linie. Zwei Fille sind moglich. Zwei nicht benachbarte kiirzeste Linien
haben zumindest einen gemeinsamen Punkt. Seien diese kiirzesten Linien
A A, und AJA;; (AA; kann mit AjA, und A A, aufier den Endpunkten keinen
gemeinsamen Punkt mehr haben; dhnliches gilt fiir A,A,.) Sei ferner C der
Schnittpunkt: C€ A A, und C€A,A,. Dann ist aber

C E AIA;'A::C k:n CE AGJA;IA::CKI » CG A-‘IAIA:i = K.'; CE AnAlAzC KI

also ist CEK,nK,nK,n K.

Schliefen wir diese Moglichkeit aus, und betrachten wir im Folgenden
nur ein solches Viereck A,A,A.A,, dessen kiirzeste Linien A,A,, A,A,, ALA,,
und A.A, aulier den Endpunkten keinen gemeinsamen Punkt besitzen. Bestim-
men wir die als Diagonalen bezeichneten kiirzesten Linien A,A,. A, A,, dann
kommen fiir den Verlauf dieser Diagonalen in Bezug auf das Viereck A A, A A,
fiir unseren Beweis im wesentlichen zwei Fille in Betracht. Im ersten Falle
wird eine (eventuell beide) kiirzeste Linie aulierhalb des Vierecks A,A,A.A,
verlaufen. Dann wird aber, falls diese kiirzeste Linie A, A, ist, A, oder A,
innerer Punkt des Dreiecks A,A;A, oder des Dreiecks A,A,A; und nach
d) gemeinsamer Punkt der vier Gebiete sein.

Es bleibt nur noch der Fall iibrig, in dem die Diagonalen A,A, und
A,A; ganz im Inneren des Vierecks so verlaufen, daff sie auber ihren
Endpunkten mit den Seiten des Vierecks keinen gemeinsamen Punkt besitzen.
In diesem Falle schneidet die aus den einfachen Bogen A,A,, A, A,, A, A;, A A,
bestehende geschlossene Kurve aus der vollstindigen konvexen Fliche F ein
zusammenhdngendes Gebiet heraus. Wir wihlen einen geeigneten Punkt P
im Inneren des von F begrenzten konvexen Korpers K. Wir projizieren das
Viereck mittels der von P ausgehenden Halbgerade auf eine Ebene E. Die
Abbildung ist ein Hombomorphismus in folgedessen wird dem Viereck G ein zu-
sammenhdngendes Gebiet G’ der Ebene E zugeordnet, und es geht die Grenzkurve
von G in diejenige von G’ iiber. Die den Bogen A,A,A,;, A,A,A, und A A, ent-
sprechenden Bogen AjAJA;, AJAJA], AA, haben aufier A; und A; keinen
gemeinsamen Punkt. Nach einem bekannten Satz (siehe z.B KurRATOWSKI:
Topologie Il. (Warszawa, 1950), Seite 359) zerschneiden diese die Ebene in
drei disjunkte Gebiete D,,D,,D,. Daraus folgt, dai der Bogen A/A; das
Innere der einfachen geschlossenen Kurve AJA;AA. in zwei Gebiete zer-
“schneidet, fiir welche D,nD, — 0. Da nach Voraussetzung A/A. aufier AJA)
Keine Grenzpunkte (hinsichtlich des Gebiets) besitzt und ganz im Inneren der
geschlossenen Kurve AJAJAJA] verlduft, so mufi sie von D, in D, iibergehen.
Dies ist nur in dem Falle moglich, wenn sie den Bogen A;A; in irgendeinem
von A und A verschiedenen Punkte C° schneidet.
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Betrachten wir nun den C’ entsprechenden Punkt C auf der Fliche F.
Dieser Punkt liegt auf einer Seite eines jeden Dreiecks. Dann ist aber
CeK,nK,nK.nK;. Damit ist der Beweis des Hilfssatzes beendet.

Mit Hilfe des eben bewiesenen Hilfssatzes beweisen wir nun den fol-
genden Satz von HELLY:

Satz 1. Sind K,, K., ..., K, beschrinkte konvexe Gebiete der vollstindigen
konvexen Flidche F derart, dap je drei von ihnen einen Durchschnitt == 0 mit

inneren Punkten besitzen, so ist der Durchschnitt n K: nicht leer.
i=1

Der Beweis geschieht durch Induktion nach der Anzahl der Gebiete.
Fiir n— 4 ist der Satz auf Grund des Hilfssatzes richtig.

Seien K, K., ..., K., K... n-{-1 Gebiete, die den Bedingungen des Satzes
1 geniigen. Bezeichne K, den Durchschnitt von K, und K, .. Die Gebiete
K., K,,...,K, , K, geniigen den Bedingungen des Satzes. In der Tat, unter
den Gebieten K, K.,..., K, besitzen je drei nach Voraussetzung einen
nichtleeren Durchschnitt mit inneren Punkten, wihrend K, K, und K,
(l,m—1,...,n—1) nach dem Hilfssatz einen Durchschnitt mit inneren Punkten
besitzen. K., K.,..., K. 1, K. haben also nach der Induktionsvoraussetzung
gemeinsame Punkte. Aus K, - K,nK,., folgt, dab auch K, K.,..., K., K,..

r=n+l

gemeinsame Punkte haban, d. h. nl K: -1 0 ist. Damit ist der Beweis des
Satzes beendet.

Im Laufe unserer bisherigen Betrachtungen haben wir vorausgesetzt,
daf die Gebiete beschrinkt und von endlicher Anzahl sind. Diese letztere
Beschriankung kann weglassen werden und wir beweisen den folgenden

Satz 2. Bilden K,,K.,...,K,,... eine Menge von beschrinkten konvexen
Gebieten einer vollstindigen konvexen Fliche F derart, dafi je drei von diesen
Gebieten einen Durchschnitt -0 mit inneren Punkten besitzen, so ist der
Durchschnitt simtlicher Gebiete K. nicht leer.

Nach Satz 1 haben je n (n endlich) Gebiete einen nichtleeren Durch-
schnitt. Da diese Gebiete geschlossen sind und die vollstindigen Flachen
kompakt sind, verweisen wir zum Beweis des vorliegenden Satzes auf einen
bekannten Satz von F. Riesz (siehe z. B. K. Kuratowski: Topologie II.
(Warszawa, 1950), Seite 5.):

Gibt es in einem kompakten Raume eine Menge von geschlossenen
Mengen derart, dal der Durchschnitt von je endlich vielen nicht leer ist, so
ist der Durchschnitt aller dieser Mengen nicht leer.

Herrn Prof. O. VARGA spreche ich fiir seine wertvollen Bemerkungen
den besten Dank aus.

(Eingegangen am 28. Juli 1952.)



