Uber eine Klasse von Integralgleichungen.

Von [. FENYO in Budapest.

E. EGERVARY') hat folgenden Satz bewiesen: Ist K(7) eine nach 2:
periodische und mit ihrem Quadrat integrierbare Funktion, so sind die Eigen-
werte der Integralgleichung mit dem Kern K(x—y):
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Die zu 4, gehoringen Eigenfunktionen sind von der Form
o =C.e'~.
Ist der Kern symmetrisch, d. h. K(¢)— K(—t), so sind die Eigenwerte
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(" K(t) cos It dt

und die zu 4, gehoringen Eigenfunktionen
g, — A cos [x-+ B sin lx.

In diesem Falle hat der Eigenwert 4, die Multiplizitat 2.

Der Kern von der Form K(x—y) kann als eine Funktion von zwei
Verdnderlichen interpretiert werden, deren Wert ausschliefilich vom Abstande
von zwei auf dem Einheitskreise liegenden Punkte abhangt.

Von dieser letzten Interpretation ausgehend werden wir nun der erwédhn-
ten Satz verallgemeineren. Sei jetzt statt des Einheitskreises die Einheitskugel
betrachtet und untersuchen wir solche Integralgleichungen, deren Kern nur
von Abstand zweier, an der Einheitskugel liegender Punkte abhdngt.

Sei K(y) eine beliebige, einfachheitshalber symmetrische Funktion. 7
bedeute den Winkel, welchen die zu den betrachteten Punkten gehorigen
Radien einschlifien. Sind die auf der Kugel liegende Punkte P und P, so ist

- K(y)=K(P, P).

1) Ecervary Jeno: Az integralegyenletek egy osztilyarol. Mat. Fiz. Lapok 23 (1914),
303—358. I. Fexvo: Sur une classe d'équafions integrales et integrodifferentielles. Bull.
Politechnicii. “Gh. Asachi” 3 (1948), p. TT7—781.
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K sei eine, sammt ihrem Quadrate integrierbare Funktion; das Integral sei
auf die Kugeloberfliche erstreckt. Wir wollen die Eigenfunktionen und Eigen-
werte von K(P, P’) bestimmen. i

Sei S.(4, ¢) eine, zur positiven ganzen Zahl n gehorige Kugelflichen-
funktion. Es is bekannt, dafi zu n genau 2n {1 linear unabhdngige Kugel-
flaichenfunktionen gehoren. Orthogonalisieren und normieren wir diese beziig-
lich der Kugeloberfliche, so erhalten wir das System von Kugelflachen-
funktionen : :
S 1(h9), S 2(F,9),-++, Si 2 (3, 9).

Die sind also Funktionen welche die folgende Eigenschaft besitzen:

| [5.:8.9)S..(59) af -
g ")
l ' S.:(%9)S.. (% 9)sin $d9dyg
Dieser Prozefi wird fiir alle n durchgefiihrt. In dieser Weise erhalten wir
ein System von orthogonalisierten und normierten Kugelflaichenfunktionen
{Svu(39)) (n=0,1,2,...; m=1,2,...):

HS 5 ahis iiovid .‘ 0, falls n=-k oder m -+ p
3 4 n-m(It ,fp) J-.J-(' ,r’n) f"; 1, s WS k und m.—-—-p'

\ 0, falls i--k
i O P

()
Nun gilt folgender

Satz: Sei K(y) — K(P, P’) eine beliebige, nebst ihrem Quadrat integrier-
bare Funktion beziiglich der Oberfliche der Einheistkugel, welche blofi vom
Abstand der Punkte P und P’ abhingt. Die Koeffizienten der nach dem Le-
gendreschen Polynomen fortschreitenden Reihe der Funktionen K(y) = f(cosy) —
— f(%) seien mitc, (n—0,1,2,...) bezeichnet. Dann sind die Eigenwerte des
Kernes K(P,P’)

2n+4-1 2n+1

4:1c, P v el
4:1 | f(E)P.(S) dE
i

(n=0,1,2,...),

und die zu i, gehirigen Eigenfunktionen
Sm I(P), Su,ﬂ(P); ey Sn‘iu'rl(P)'
Die multiplizitit von 4, ist 2n- 1.

Beweis. Die N-te Partialsumme der nach den Legendreschen Polynomen
fortschreitenden Reihe von f(§) sei o,(§). Betrachten wir folgendes Integral

| [IK(P, PY—0y(P, P))S....(P) df
(¥)
= | | [f(cos y)— oy (cos 7)] S...(¥,¢") sin ¥d ¥ dy’ .
(¥
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Hier ist n = N. Gemili der Bunjakowskyschen Ungleichung folgt

| | 1£(c0s 7) —03(cos 7)1, () sin ' d ¥ dy'| =
(¥

= ' '[f(COS v)—0y(cosy) | sin ¥dF dy I 'S, (K@) sin¥dYdy

— | | [f(cos y)—a(cos y)) sin $d S dy'.
(¥)
Sei nun ein neues Polarkoordinatensystem so gewihlt, daf der Pol des neuen
Systems der (¥, ¢) Punkt is. Dann tritt statt 9 der Winkel 7 ein und statt
¢" mufl ein anderer Wert v geschreiben werden. Nach Einfiihrung der neuen
Verdnderlichen kann man die vorige Ungleichung in folgender Form schreiben :

l | |[f(COS ) — 0, (08 )] S (¥, ¢) sin ¥d ¥ dy’|” =
(¥
= H [f(cos y)—a(cos ) sin ¥ d ¥ dyq —

(¥
+1

e ” [f(cos y)—a(cos ¥ sinydydy —2:¢ ..‘{ fE)—o,@)) di
(¥ ¥

Falls N geniigend grof ist, so gilt:

2:1 -,‘. [fE) —a, () dE < &.

Andererseits_ ist

| | ftcos )= (os 1S, (@) df = | [ eos S (@) df —

(F) (F)

. o \‘
— || X ePutcos 8. g ar
o J =l
(F)

|]f(cus NS (¥ g df — 1‘ .S (%,9).
(r)
Somit erhalten wir die Ungleichung

]]K(Pp)s, (¥, ) df— eSun(Py) <
(F)
fiir jedes n = N. Damit ist unser Satz bewiesen.

Vom bewiesenem Satz folgt die folgende Formel:

Pu(€087) = 5 it [S1($9)Su (909) + -+ + 82wt (B, 9)Su e (959)

Dies folgt aus dcr Tatsachc, daB P.(cosy) nur endlich viele Eigenfunktionen
besitzt und diese Kugelflichenfunktionen sind. Denn wiére @(%,¢’) eine

Znil
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Eigenfunktionen von P, (cos y), so ist sie, nach dem klassischen Legendreschent
Additionenstheorem, von der Form

DY, q¢')— > P (cos $)[A,..cos my+B,,, sinmg],

also wieder eine Kugelflichenfunktion. Damit ist auch die letztere Bemerkung
bewiesen.

Zum Schluf bemerken wir noch, daf der Kern K dann und nur danmn,
geschlossen ist, wenn kein, nach den Legendreschen Polynomen gebildeter
Fourierkoffizient von f(&) verschwindet. Sind samtliche ¢, >0, so ist der Kern
positiv definit. Ist auch noch f(&) stetig, so erhalten wir nach dem wohl-
bekannten MERCERschen Satz:

x D+l

G ‘\1 Cx \* . l()‘ X ; '9-" ’
f(cos y) 4 2, TS S i(h9)S. i (F,q).

-Die rechts stehende Reihe ist absolut und gleichmifiig konvergent.

(Eingegangen am 30. Juli, 1952).



