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Uber die Nullteilerfreiheit von Ringen.

Von O. STEINFELD in Szeged.

Einleitung.

Es ist ein wichtiges Problem, nachzupriifen, ob ein vorgelegter Ring R
nullteilerfrei ist. Diese Nachpriifung fordert im allgemeinen, dafi man alle
Produkte oo(o, 6=-0, € R) untersucht, ob sie -{-0 sind. Das Hauptresultat
unserer Arbeit wird zeigen, dafl die Nachpriifung sehr erleichtert wird, wenn
man in R ein nullteilerfreies Ideal a(=-0) kennt, und zwar geniigt es dann,
sich auf die Produkte oo zu beschrinken, in denen o(==0) ein beliebiges
festes Element von a ist und o(=-0) die nicht in a enthaltenen Elemente von
R durchlduft; dabei nennen wir ein Ideal nullteilerfrei, wenn es als Ring
nullteilerfrei ist (d. h. wenn das Ideal ein nullteilerfreier Unterring ist). Dieses
Resultat erhalten wir als Spezialfall eines allgemeineren Satzes, in dem wir
das annullierende Linksideal b eines nullteilerfreien Ideals a von R unter-
suchen. Es stellt sich unter anderen heraus dali b ein (zweiseitiges) Primideal
in R und zugleich das annullierende Rechtsideal von a ist.

Unsere Resultate lassen sich auf die Untersuchung der Nullteilerfreiheit
des Schreierschen Erweiterungsringes ) von einem Ring P mit einem Ring
R anwenden. (Siehe C. ). EVERETT [1] und auch L. REDEI [2].). Zur Null-
teilerfreiheit ) ist namlich die von P eine Vorbedingung, ferner ist P auch
ein Ideal in N, woraus man sieht, dafi das Problem der Nullteilerfreiheit der
Schreierschen Erweiterungsringe (im folgenden kurz: Erweiterungsringe) sich
als Spezialfall des obigen Problems ansehen lifit. Neulich hat ]. SZENDRE! [3]
unter anderen die Nullteilerfreiheit der Ringerweiterungen untersucht. Als
Anwendung werden wir hier seinen diesbeziiglichen Satz aus unseren obigen
Resultaten sehr kurz beweisen. Ebenso liefle sich ein fritherer Satz von
SZENDREI [4] {iber die nullteilerfreien Ringerweiterungen mit Einselement auf
diesem Wege von neuem beweisen, worauf wir aber nicht eingehen. (Hieriiber
siehe auch SzeNDREI [3]).

In einer spéteren Arbeit werden wir uns mit dem analogen Problem
tiber die Regularitit der Halbgruppen, insbesondere der Schreierschen Erwei-
terungen von Halbgruppen (siehe REDEI [2]), beschiftigen.
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Zum Problem der Nullteilerfreiheit der Ringerweiterungen hat mich ein
Brief von R. E. JounsoN an T. SzeLe angeregt. Nach Losung dieses Problems
durch SzenDrel [3] hat mir L. REDEI das Problem der obigen Verallgemeinerung
aufgeworfen. Fiir die geféllige Hilfe in der Abfassung dieser Arbeit spreche
ich meinen herzlichen Dank Herrn Professor L. REDEI aus.

§ 1.

Lemma: Wenn in einem ein nullteilerfreies Ideal o(==0) enthaltenden
Ring R fiir ein Element «(--0, € ) und fiir ein Element 3(€ R).
(1) Je-—0
gilt, so gilt auch 30 —a3-—0.")

Korollar: Die Elemente -0 eines nullteilerfreien Ideals sind lauter
(zweiseitige) Nullteiler, oder lauter regulire Elemente des Ringes.

Bemerkung : Folgendes Beispiel zeigt, dafi das Korollar fiir Unterringe
statt Ideale falsch ist. Man nehme den durch die Gleichungen

=0 tc=q,ae="=0

definierten Ring R mit den Erzeugenden & «. In diesem bilden die Elemente
ke(k— 0,4+ 1,...) einen nullteilerfreien Unterring, dessen von Null verschiedene
Elemente lauter Rechtsnullteiler, aber keine Nullteiler in R sind.?)

]

Beweis. Im Falle =0 ist das Lemma ftrivial. Es sei nun #-+0. Wir
haben zu zeigen, dafi

PE=ES=0 (fiir alle 0==5€ q)
gilt. Aus (1) ergibt sich
Efa—0.
Da « =0, und a nuliteilerfrei ist, so folgt ferner
g3 0.

Hiernach gilt auch &75 - 0, also wegen £ -0 und der Nullteilerfreiheit von a
erhdlt man
BE=0,
Damit haben wir das Lemma bewiesen, woraus offenbar auch das
Korollar folgt.
Ist R ein beliebiger Ring und M eine Teilmenge von R, so bilden die
Elemente 3(€ R) mit der Eigenschaft #M -0 ein Linksideal, das man das

) Nebenbei bemerken wir, dab allgemeiner folgendes gilt: Wenn in einem ein null-
teilerfreies Ideal a(= 0) enthaltender Ring R fiir zwei Elemente «(= 0), # von @ und fiir
ein Element o( € R)

po = jga
gilt, so gilt auch fiir alle (€ Q)

)

"‘5 — I""g! r:? gf’"
Die geeigneten g-bilden ein Ideal in R. Der Beweis ist leicht,
) Diese Bemerkung verdanke ich Herrn Prof. L. Reéper
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annullierende Linksideal von M in R nennt. Entsprechend ist das annullierende
Rechtsideal von M definiert.

Das Lemma ldfit sich auch so aussprechen, dafi das annullierende Linksidea!’
von jedem e«(-{ 0, € a) mit dem von a zusammenfillt und auch dem annul-
lierenden Rechtsideal von a gleich ist. Deshalb diirfen wir im folgenden nur-
kurz iiber das annullierende Ideal von a sprechen.

Satz 1. Fiir das annullierende Ideal b eines nullteilerfreien Ideals o von
R gilt anb==0, der Faktorring R/b ist nullteilerfrei (d. h. b ist Primideal)
und enthdlt als Ideal einen mit o isomorphen Unterring o, der aus den durch
die Elemente von a reprdsentierten Restklassen besteht.

Beweis. Wire anb -0, so enthielten a und b ein gemeinsames Element
@ <4 0. Nach der Definition von b gilt 3°=0, offenbar im Widerspruch mit
der Nullteilerfreiheit von a.

Um zu beweisen, daB F/b nullteilerfrei, d.h. dafl b ein Primideal ist,
zeigen wir, dall aus o €b entweder o€b oder g €D folgt (o, 0 € R).

Gehort oo zu b, so ist
(2) (00)e —o0(0e)— 0 (e %+ 0, €a).

Andererseits gilt o« €a. Wenn also o« =0 ist, so folgt aus der Definition
von b, daf o € b ist. Anderenfalls ist o« -0, folglich mul o€ b gelten. Das
beweist die Behauptung.

Zum Beweis der letzten Behauptung des Satzes bezeichnen wir mit o
die Restklasse o - b(o € R). Wir betrachten die homomorphe Abbildung

(3) «— e (e€a)

des Unterringes a in R b. Diese Abbildung ist eineindeutig, da ¢ =Db nur im
Falle « -0 bestehen kann. Hiernach enthdlt R 0 den zu a isomorphen Unter-
ring a bestehend aus den Restklassen «(« € a). Diese bilden aber offenbar ein
Ideal von R b, da die Reprisentanten « die sidmtlichen Elemente des Ideals
a von R sind.

Damit haben wir den Beweis vollendet. Aus Satz 1 ergibt sich im Fall
b =0 als Korollar das folgende Hauptresultat unserer Arbeit:

Satz 2. Damit ein Ring R nullteilerfrei ist, ist geniigend, dafi R ein
nullteilerfreies Ideal o mit einem Element «(-+0, €q) enthdlt, welches kein
Rechtsnullteiler in R ist.

Wir wollen fiir diesen Satz auch einen kurzen Beweis angeben, welcher
nur vom obigen Lemma Gebrauch macht.

- Es geniigt zu zeigen, dafi wenn R nicht nuliteilerfrei ist, so gibt es ein
Element 2(=-0, € R) mit ge¢= 0(«¢=-0, € a). Hierzu nehmen wir an, daf
eine Gleichung

00=0 (0,00, €R)
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gilt. Daraus folgt
oo« -—o(oe) 0 (¢ =-0, €a).
Ist e —0, so ist #-—o(--0) ein gewiinschtes Element. Ist dagegen o« -0,

so folgt aus dem Lemma wegen o«€aq, dab oe— 0 ist. Damit ist Satz 2
bewiesen. :

§ 2.

~ Wir wollen nun unsere vorigen Resultate auf die Schreiersche Erweite-
rungstheorie der Ringe anwenden. Das Grundproblem dieser Theorie besteht,
bei gegebenen Ringen R, P, in der Bestimmung aller Ringe N, die ein Ideal
P besitzen, fiir welches die Isomorphien

4) RP=R, P=P

gelten. Jeden solchen Ring W nennt man eine Erweiterung von P mit R.
(Fiir gewOhnlich formuliert man das Erweiterungsproblem etwas enger durch
die Bedingung ) P = R statt (4). Die fiir die Losung des Problems bequemere
Fabung (4) ist nur unwesentlich allgemeiner, denn (4) geht nach Einbettung
in )/P = R iiber.) Dieses Ringerweiterungsproblem hat C. J. EVERETT [1]
gelost. Die Losungen nehmen wir nach L. REDEI [2] in der folgenden ein-
fachen Form an.

Kleine lateinische bzw. griechische Buchstaben sollen die Elemente von
R bzw. P bezeichnen. Selbst das Nullelement dieser Ringe bezeichnen wir
mit O bzw. 0. Man definiere ein ,schiefes Produkt® RoP der Ringe R und P,
so dall man in der Menge aller Paare

(5) (a, ) (a€ R, €P)
die Addition und Multiplikation in der Form

{6) (a, )+ (b,3)— (a+ b, |a, b] + e« p3)

7) (a,«)(b,3)— (ab,la, b} 4 «b-+aitep)

annimmt, wobei

(8) [a,b], la, b}, b, ap €P

vier Funktionen von je zwei Variabeln bezeichnen, die den ,Anfangsbedin-
gungen*
(9) [0, 2] =[a,0] ={a,0}={0,a} =a0 =0¢=0a=e0=0

unterworfen sind. Diejenigen R<P, die einen Ring bilden, sind von [somorphie
abgesehen die sdmtlichen Losungen von (4). Die explizite Bedingungen dafiir
siehe in [2] oder in [3].

In einer Losung M — RoP bilden die Elemente (0, «) einen Unterring
P, und es gilt

(10) NP =R ((a0)+-P—a) PP ((0,¢) ),
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wobei wir in den Klammern zugleich je eine passende isomorphe Abbildung
angegeben haben.

Man sieht, daf ¢ —+ae¢ und ¢-—-ca je ein Endomorphismus von P
bedeuten. (Die iibrigen zwei Funktionen [a, b], {a, b} nennt man die Faktor-
systeme von N — RoP). Es ist klar daf (0,0) das Nullelement von ) ist.

Nunmehr nehmen wir an, dalfl P ein nullteilerfreier Ring ist, um dann
die Bedingungen zu untersuchen, damit eine Erweiterung X - RoP eben-
falls nullteilerfrei ist. Nach obigem ist P ein Ideal in i, der gleichzeitig
mit P nullteilerfrei ist. Um Satz 2 anzuwenden, betrachten wir ein Element
(0, ¢)(¢==0) von P. Wir haben zu untersuchen, unter welchen Bedingungen
die Gleichung

(11) (b, #)(0, «)=—(0,0) («0)
nur die triviale Losung 60, #=—0 zuldfit. Wegen (7) und (9) ist (11) mi
be B¢ —0 (¢ 0)

gleichbedeutend. Man darf hier — 2 statt g schreiben, wodurch unsere Bedingung
die Form be — 3e(e¢+-0) annimmt. Da ferner die Bedingung im Satz 2
offenbar auch notwendig ist, so haben wir den folgenden:

Satz 3. Damit ein Schreierscher Erweiterungsring W= RoP nullteilerfrei
ist, ist notwendig und hinreichend, daf P nullteilerfrei ist und die Gleichung

be— e (¢ +0,¢,7€P,bER)
bei einem beliebig gewdhlten « = 0 nur die triviale Lisung b-— 0, § =0 zuldft.

Selbstverstandlich lassen sich auch das Lemma und Satz 1 direkt auf
den Erweiterungsring W — RoP anwenden. So entsteht der folgende :

Satz 4. Wenn P nullteilerfrei ist und fiir ein Element (¢« -0, €P)
(12) be = pa
gilt, so gelten auch b:-—pE und Eb=—E3 (5€P). Ferner bilden die (12)
befriedigenden Paare (b, 8) ein Ideal b in M. Hierfiir gilt Pnb-—(0,0); der
Faktorring N b ist nullteilerfrei und enthdlt als Ideal einen mit P isomorphen
Unterring.
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