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Uber irreguldre Kreiskorper.

Von PETER DENES in Budapest.

Wir bezeichnen mit p eine irreguldre Primzahl, r eine primitive Wurzel

modulo p, ¢- %, C—=e"r, () den zu p gehodrigen Kreiskorper,

A=1—=L, [=(4).
Wenn p eine irreguldre Primzahl ist, sind die ersten ¢ Bernoullischen
Zahlen nicht samtlich prim zu p'). Es soll unter den Zahlen B,,..., B, die

Zéhler von g Zahlen: B,,, B, ..., B, durch p teilbar sein. Ferner sollen
die folgenden Kongruenzen bestehen:

(1a) Bii=0 (mod p*) (=0,1,...,u—1),
jedoch

(1b) Bii==0 (mod p*'it') =100 00)

sein, wodurch zu jeder Zahl m,,m.,..., m, eine eindeutig bestimmte Zahl
Up,, -« - -, Um, zugeordnet wird. Ist B; (i = q) prim zu p, so ist u;—0.

Die Zahlen u,, ..., u, sollen das ,p-Charakter der Bernoullischen Zahlen*“
heifien, und die groLte unter denselben, bezeichnet durch w, heifie der Irre-
gularitatsgrad des Korpers £2(C), bzw. der Irregularititsgrad der Primzahl p.
Ist p reguldr, so ist w gleich Null.

Nun wirft sich die Frage auf, ob es zu einer jeden Bernoullischen Zahl
B, ein endlicher Wert von u, gehort, mit welcher die Inkongruenz in (1b)
erfiillt wird, bzw., mit anderen Worten, ob der Irregularititsgrad einer Prim-
zahl notwendigerweise endlich ist? Die Frage kann bejahend beantwortet
werden, und einen Beweis hiefiir werden wir in einer spiteren Arbeit mitteilen.

Wir nehmen also an, daff der Irregularitatsgrad von p endlich ist und
bestimmen analoge Gesetze fiir die irreguldren Kreiskorpereinheiten zu den-
jenigen, welche KUMMER im reguliren Kreiskorper gewonnen hat. Diese Gesetze
erlauben einen Einblick in den konstruktionellen Unterschied der reguldren
und irreguldren Kreiskorper.

1) D. Hwsert, Bericht iiber die Theorie der algebraischen Zahlkdrper, Berlin, 1897.
Satz 154.
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Satz 1. /st p eine ungerade Primzahl, so gibt es in dem, zu p gehirigen
Kreiskorper £2(Z) ein unabhdngiges Einheitssystem, welches die Kongruenzen
2) ni=142* (mod [*i*) (i=1,...,9)
erfiillt, wo 2e¢;, — u,(p—1)-+2i gilt, und u,, ..., u, das p-Charakter der Ber-
noullischen Zahlen bezeichnen. '

Beweis. Die sogenannten Kreiseinheiten werden durch die Formel defi-
niert:

R T T
|/ e ==y
“IJ;I » !""

(': _])(‘-‘ '_I)
Wir bestimmen ferner die Einheiten 3,,..., 3, durch die Relationen
p_l

_3_' y2ki .
.")fr'__“I{ &, (fj==1,...,9)

beziehungsweise, mit Riicksicht auf &...#, ,=1, durch

]

3) . &

p—1
e P R T )

1 g A p=1)4 =
@ p— L[S G

Zundchst bestitigen wir, daf diese Einheiten bei jedem gewdéhiten Wert
der Primitivzahl r ein unabhdngiges Einheitssystem darstellen. Es geniigt
zu zeigen, daB es keine rationale, nicht sdmtlich verschwindende Zahlen
n,,...,n, gibt, mit welchen eine Gleichung

Ilgi=1
besteht”), d. h. daf die Determinante
i f=1,:.:5q)
D ..., 8)—|logs?| Y
(! P‘;) gl | (gl.,Q)
nicht verschwindet, wobei "' diejenige Einheit bezeichnet, welche aus
durch die Substitution {"— " entspringt. Aus (4) und aus den konjugierten
Gleichungen von (4) folgt

' O ¥ - i f’ l!""Q)
log 3 -— N (12 — r(r- 1) . log & (
g 9 rl( ) g & (g 1'_”"”.
Bezeichnet man durch ./ die Determinante der Kreiseinheiten:

)

4= log & (F=1,....0; #=1,...,9)

(wo 4=-0 gilt, da die Kreiseinheiten ein unabhdngiges Einheitssystem bilden),
und setzt man ferner

_D(B,: i)

Dl - 3 = J ’

%) D. Hugert, loc. cit.,, S. 222,
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so erhdlt man mit Hilfe der Multiplikation der Determinanten

[R—pb. . phgpl L St

| |
D | 4 —2p-1) ; =0 2, Yolan ous r2e-8  p2p-1) |
1 -

et pte— -y rrh*-i')_rru* L] |
Diese Determinante ldfit sich auf die folgende Form bringen:

A SRS O Lol
P - RPN

D, =(—1)"| A
welche eine Vandermondesche Determinante ist, deren Wert also leicht ersicht-
lich nicht verschwindet. Demnach hat D(3,,...,5,) einen von Null verschie-
denen Wert, und damit ist die Unabhingigkeit der Einheiten 3,,..., 3, bewiesen.

Wir wihlen nun in (3) und (4) die primitive Wurzel r in solcher
Weise, dafi
(5) rri=1 (mod p*')
gilt, was offenbar immer moglich ist. Wird e* in die Form (3) der Kreisein-
heiten & anstatt ¢ gesetzt, so erhalten wir mit Hilfe der bekannten Euler-
schen Reihe

' —l " | B] Q B-_g B_;

e it - il e, T e : Sl l- '.I;_
log stV 4r vt sei

(wo B,, B,, ... die Bernoullischen Zahlen bezeichnen), die folgende unendliche
Reihe:

iog[&_.(e")]""z(p__n:]og,+(,=_l),25;21' PR
B2 Fo QS e '
_.(r‘—l) —43.!_1-41-.,1__}_(’4 )66' f _'.-i-
Daraus ergibt sich fiir die Einheiten 5,,..., g

og (4@ — (P—)|C+ (= 1) o 2. 3 on

k=1
pel -1
— — \.-" 20k j42) B - 3 ) % W+ __
W =D e e e
U=12.:.,9)
wo C eine Konstante bedeutet. Schreibt man i — E__zfl —Jj, so gelten wegen (5)

;.I.

j_‘—*w' =0 (mod p*+') h=1,2,...,p—2;h.4,:f,i+p—'2'—l)

=
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und
p-1

S" PG = p—1 (mod p+).
= 2

Wir bezeichnen kurz die x-te Ableitung der Funktion log @w(e”) an der Stelle
v==0 durch D, log m(e"). Aus (6) erhalten wir die folgenden Kongruenzen
Dy log 8/ (e)=0 (modp*) (h=1,2,...,2i—1,2i+1,....,p—2),
und

Dsl-Plll' IOg ffja-l(eﬂ);(__])ffl A E.____l_ ' (rv_)l-"ff,‘_l). B:l'P':',."_.
2 2ip"

(mod p"""),
2

da nach Definition u; =w (i=1,...,q) ist. Gemal (1) ist By, genau durch
die 2u;-te Potenz von p teilbar.”) Es gilt also
(Ta) Dsypilog 8/ (€)=20 (modp"™') (i=1,...,9),
jedoch
(Tb) Dyrlog 8 '(e)=0 (modp*"), (s=1,...,u;—1), (t=1,...,p—2).
Die Einheit 3/ geniigt auf Grund des Satzes 3 in') der folgenden Kon-
gruenz
(8) P,};’ ‘Ean+a;i""(” 1)42i (mod [";(r 1)*ﬂ;+1).

Den Wert von a, erhalten wir, wenn wir in die Grundform von 3/

den Wert 1 anstatt & setzen. Diese Grundform ist aber nicht bekannt; setzt
man 1 anstatt $ in die Definitionsform von 2/ ', so erhdlt man die Zahl a;,

521,2’_“,(];;:.&?_]__,'),

3) Den Beweis verdanke ich einer freundlichen brieflichen Mitteilung von Herrn
N. G. W. H. Beecer. Die bekannten Kummerschen Kongruenzen beziiglich der Bernoulli-
schen Zahlen sind

K(1—k)Y=0 (mod p°, p"),

wo p_l * a + l! b= blp"_l(p_])) P 4" b' (blr P_l): 1.

Das Symbol k" bedeutet:

hll'l'l
o=
g g —1

und B, —(—1)"""- &*. Setzt man hier a=2ipi—1,c=1, m= E-z—- und e=j+1, so

erhiilt man die Kongruenz

ipd G+ ' p? e
2ip — " 3T bym)p: (mod p:+1),
also in unserem Falle, wenn b, — 2i, gemill (1) auch
Bllpul'-l . Blp”l' —
Ty = e — mod p"),
2ip"! 2ip"i e £
wodurch
B,,.=0 (mod p2v)

bewiesen ist. Dagegen ist B, laut Definition (16) durch p?« +! nicht teilbar.
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fiir welche gemidli dem Satz 4 in') die Kongruenz
) a,=a, (mod p"+)
immer erfiillt wird, falls

D, logB '(e)=0 (modp")

!
ist, d. h. in unserem Falle, falls

2, (2een) B,
(aTy: B ) Brea g (mod pu)

pnu . | P
gilt. Der Nenner der von

P -1

pur‘-“»—tl
sei etwa durch p" teilbar; die primitive Wurzel r konnen wir stets so wihlen,
daf

r-l=1 (mod p)
sei. Dann ist (9) erfiillt.
Den Wert von a; konnen wir folgenderweise ermitteln. Setzt man 1
anstatt € in (3), so gilt #(1)=r, natiirlich nur fiir die Form (3). Ferner ist

= n.}' ,—Lf
gi(l)=ay,=r *= =1 (mod p"+).
Wegen (8) und (9) ist also
{10) ﬁ_,‘P lE] _1_0;1-!,-{;- 1)42i (mOd ln,‘(;r-lp*‘_’f'{-l).
Nach Satz 3 in‘) ist
e sl et _B,, _ :
ad T 2 7 THVHIN TR

a; ist also eine zu p prime Zahl und es g:ht eine Zahl ¢;,, mit welcher
a;-¢;=1 (mod p) ist. Folglich ist

— R j P ot SO
das i-te Glied in (2) und wenn / die Zahlen 1,2,...,¢ durchliuft, ergibt
sich die Richtigkeit von (2).

Satz 2. Ist p eine ungerade Primzahl vom Irregularititsgrad w, und &
eine Einheit des zu p gehirigen Kreiskirpers £2(%), fiir welche die Kongruenzen
(11) D, vi log #(e)=0 (modp"*) (i=1,...,q),
gelten (wo z eine natiirliche Zahl ist und u,, ..., u, das p-Charakter der Ber-
noullischen Zahlen bezeichnen), so ist & die p*-te Potenz einer Einheit in £(5).

4) P. Denes, Uber die Kummerschen logarithmischen Hilfsfunktionen, Acta Sci. Math.
{(Szeged) 15 (1954), 115—125,
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Beweis. Die Einheiten »,, ..., n, aus (2) bilden eine unabhdngige Ein-
p—3

heitsschar aus 5

Einheiten in £2(5), wonach die Einheit # durch eine
Gleichung

i
& = 11 ';:'”
i=]

ausgedriickt werden kann, wo d,d,, ..., d, ganze rationale Zahlen sind. Sind
(11) erfiillt, so folgen wegen (7) — bei geeigneter Wahl der primitiven
Wurzel r — die Kongruenzen

d:=0 (modp) (i—1,...,9);
& ist also eine volle p'-te Potenz. Wire nun d etwa durch p” teilbar, und
im allgemeinen m > z, so bildet man die Gleichung

q e
(12) = Il
i=1

in welcher die Einheit #» ° reell ist, da an der rechten Seite der Gleichung
nur reelle Einheiten als Faktoren vorkommen. Hieraus folgt, dal in der Glei-
chung (12) durch die p*-te Wurzelziehung keine primitive p-te Einheitswurzel
auftritt. Die Wiederholung des obigen Verfahrens auf (12) zeigt, daf auch
die Zahlen d;p* durch p’ teilbar sind. Die Fortsetzung der Methode ergibt also
schliefilich den vollstindigen Beweis des Satzes, da man zu einer Gleichung

(|
;W y o.p~™
= J [
i=1

gelangt, in welcher die Exponenten d;p ™ sdamtlich durch p° teilbar sind.
Ahnlich zu Satz 2 erhalten wir leicht den folgenden Satz:

Satz 3. /st p eine ungerade Primzahl vom Irregularititsgrad w und ¢
eine Einheit des zu p gehorigen Kreiskirpers £2(Z), welche einer rationalen
ganzen Zahl mod p"*: kongruent ist, so ist ¢ die p'-te Potenz einer Einheit
in ().

Beweis. Aus der Kongruenz

e=c (mod p*+),

wo ¢ eine ganze rationale Zahl ist, folgen nach dem Satz 2 in ‘) die folgenden
Kongruenzen:

(13) Djw+:-1log 8(e)=0 (modp"*) (j=1,...,p—2).

Die Kongruenzen (13) sind fiir ungerade Werte von j trivialerweise erfiillt,
da & eine reelle Einheit ist. Nun gilt nach?)

B_ s B wa+s+1
T {

2ipirs _2',"‘;7',;,..' (mod pi*')
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fiir beliebige nicht negative ganze Zahlen s. Daraus folgt:

B.vi B Lo
2ip  2ip v (mod pit).
Demnach erhalten wir
(14) D, .- 1log y,(e)=0 (mod p"),
jedoch
(15) D, .1 log 5,(e)=0 (mod p"it).

=1

Auf Grund von (13), (14), (15) und w = u; beendet man den Beweis dhnlich
wie denjenigen des Satzes 2.

(Eingegangen am 25. November, 1952.)



