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Sur les espaces V, ayant comme groupe de stabilité un G..

Par G. VRANCEANU & Bucarest.

§1.

On sait que les espaces de Riemann V, ont un groupe de mouvement
ayant au plus n(n-1) 2 paramétres et ce maximum est atteint seulement pour
les espaces a courbure constante. Le groupe de stabilit¢ d’un point O d’un
tel espace posséde n(n—1)2 paramétres et ce groupe a la propriété de
conserver une forme quadratique définie positive.

Si le point O est I'origine des coordonnées O(x'= ... = x"=0) et si
x', ..., x" sont des coordonnées normales, le groupe de stabilité est le groupe
des rotations de l'origine, donc il est généré par les transformations infinitési-
males
(1) L L

X ax'

Supposons maintenant qu’on considére un espace V, dont le groupe de
stabilité de l'origine est le groupe (1). On peut voir facilement que la métri-
que d’un tel espace doit étre de la forme

) ds' — e[(dx') + ... 4+ (@x")] + Bx' d X'+ .- - 4 X" dX"]

oll «, 3 sont fonctions de (x')'---...-+(x"). En effet il est évident que la
métrique (2) posséde le groupe (1), car les trois expressions

(3) (P --- + O @V +--- +@X); 2de+...+x"dX"
qui interviennent dans cette métrique, sont invariants du groupe (1). Inverse-
ment, comme ces expressions sont pour n>2 les seuls invariants de ce
groupe,') la métrique de I'espace doit étre de la forme (2).

Le groupe (1) est évidemment un groupe intransitif et ses variétés
d’intransitivité sont les hypersphéres

@) o () =,

ol ¢ est une constante. Le groupe (1) peut étre le groupe complet de 'espace
(2), ou bien il peut étre un sousgroupe de ce groupe. Dans ce dernier cas

1) H. Wevi, Classical groups, Princeton, 1939, p. 31.
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le groupe complet des transformations de I'espace (2) est transitif, car un
groupe intransitif ne peut pas avoir plus de n(n—1)/2 paramétres.”) Le groupe
étant transitif, il en résulte alors que I’espace (2) est a courbure constante.

Si un espace V, n’est pas a courbure constante, d’aprés un résultat de
Fubini, de 1903, il ne peut pas avoir un groupe ayant n(n-1) 2—1 para-
metres, donc un parameétre de moins que les espaces a courbure constante.

Le résultat de FUBINI a été précisé par EGOROFF,”) qui a montré qu’un
espace V,, qui n’est pas d’EINSTEIN, posséde un groupe ayant au plus
n(n—1)/241 paramétres et ce maximum est atteint, comme nous montre
'exemple d’un espace V, dont la métrique s’écrit

(3) ds® — (dx')* -+ do*
ot do* est la métrique d’un espace a courbure constante non nulle, dans
les variables x? ..., x". J'ai montré?) que les seuls espaces V, réductibles,

«donc en particulier non einsteiniens, qui posseédent un groupe de mouvement
a n(n—1)'2+1 parametres, sont des espaces qui se réduisent a la forme (3').
Pour les espaces d’EINSTEIN, EGOROFF a montré que le groupe de
mouvement peut avoir au plus n(n—1)/2--2, si la dimension de I'espace est
plus grand que 3. J'ai montré') que le nombre n(n—1)2-+2 peut &tre
diminué de n—4 unités, donc on peut considérer comme maximum le nombre
(n—1)(n—2)/2+5. Ce nombre est inférieur au maximum n(n—1)2-+41
des paramétres d’un espace V, non einsteinien, sauf le cas n— 4, quand il
surpasse ce maximum d’une unité et le cas ot n -5, quand ils sont égaux.

On peut donc énoncer le théoréme:

Un espace V,(n=5), qui n'est pas a courbure constante, posséde au
plus un groupe de mouvement ayant n(n—1) 241 paramétres et ce maximum
est atteint.

Le théoréme est aussi vrai pour n =3, comme il en résulte de la
classification que BIANCHI a donné aux espaces V..

Dans le cas n-4 j'ai donné comme exemple un espace symétrique de
Cartan défini par les composantes du tenseur de courbure‘), qui posséde un
groupe transitif & huit paramétres, donc le théoréme ne s’applique pas
pour n—4.

Nous allons maintenant montrer qu’il n'y a pas d’autres espaces V, qui
possédent un Gs de mouvement. En effet, si le groupe Gs est transitif, le
groupe de stabilité d’un point posséde quatre paramétres et nous allons
montrer en premier lieu comment on peut former tous les espaces ayant
cette propriété.

%) L. Braxcui, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di transformazioni, Bologna,
1928, p. 514.

3) 1. P. Ecororr, Doklady Akademy Nauk, 66, (1949), p. 793.

%) G. Vranceanu, Sur les groupes de mouvement des espaces a connexion. Sfudii §i
Cercetdri Matematice, 2 (1951), p. 57.
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§ 2.

Les espaces V, que nous avons en vue entrent dans une classe générale
d’espaces a un nombre pair n— 2p de dimensions dont le groupe de stabi-
lit¢ de l'origine 0, conserve la forme de PFAFF

(4) o =Xx'dxX’*—x*dx' 4 ... 4+ x*r- 1 gdxPr —xtr dx2r-!,
On voit facilement que les p transformations infinitésimales
(5) Xm ey XE;'-L 2p

conservent la forme w. Il en est de méme des p(p—1) transformations
infinitésimales
(6) sz-l.:;-—sz 3r-1, Xa2s 1,201+ Xos, 20
ol s, r sont plus petits ou égaux a p.
On peut montrer cela en observant que si I'on désigne par

X=F dff. , T = A dx*
X
une transformation infinitésimale et une forme de PFAFF, la forme :t est
invariante par la transformation X, si nous avons
& -E’j +4; _d g:l
" .9 JX
ou comme on dit encore si la derivée de Lie du vecteur Z; est nulle.
On peut former maintenant avec les trois invariants (3) et I'invariant
(4) une métrique
ds’ = e [(dx') + .- + (dx")]+3[x dx' + - - 4+ x"dx"]?
@) +v[x'dx' 4 ... ] [ dx*—x'dx' 4 ... ]+ O [x' dx*—x*dx' + - - -]

oit «, 3, y,0 sont fonctions seulement de (x')+ (x*)*+ ...+ (x")*. Cette métri-
que posséde alors le groupe de stabilité (5), (6) qui contient p* paramétres-
Dans le cas oit n =2 donc p =1, l'invariant (4) n’est pas indépendant
des invariants (3), car nous avons l'identité
(X'dx'+ x*dx*) 4 (x' dx’—x*dx') = [(x')* 4+ (x*)]. [(dx'Y + (dx°)).

Il en résulte que dans le cas n— 2 les espaces (2) et (7) coincident
et représentent des espaces de Riemann possédant le groupe a un paramétre

X" = x' cos #—x*sin A, x* — x' sin A+ x* cos 0
donc le groupe formé par les rotations autour de l'origine.

Dans le cas n-—4, donc p-—2, les (7) représentent des espaces V,
dont le groupe de stabilité de I'origine O posséde quatre parameétres. D’aprés
un résultat du & S. MEpICI”) le groupe G, des rotations pour n =4 ne peut

=0,

5) S. Mepici, Sui gruppi di rotazioni. Annali della Scuola Normale Superiore, Pisa,
1908, p. 159.
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pas contenir un G, et le G, qu'il contient peut &étre défini par les transfor-
mations infinitésimales:

XIE’ Xsu X1:;+X:zu Xla_‘XzS:
donc il est le groupe de stabilité de I'espace (7), pour n— 4.

Nous avons donc le théoréme:

Si un espace V, posséde comme groupe complet de stabilité de I'origine
un G,, on peut s’arranger de fagon que ce G, soit défini par les transforma-
tions infinitésimales
(8) X= Xr_u Y- 'X?yls U= Xl!i+X.‘il V= Xl!_X.!';i
abstraction faite éventuellement des termes du second ordre.

Nous avons vu que les espaces V, dont la métrique est donnée par
la formule (7) posséde le groupe G, défini par les transformations X, Y, U, V.
On peut montrer que ce sont les seuls espaces qui possédent un G,.

§ 3.

En premier lieu on peut montrer qu’on peut s’arranger de fagon que
les termes du second ordre soient nuls.
Pour cela considérons comme nouvelles coordonnées

X' = u cos » cos #, x* — u cos +sin ),
©) X' = u sin v COS ¢, X' = u sin v 8in ¢.
Par rapport a ces variables, X,,, X,, sont des rotations d’angles # et ¢, donc
nous avons

2 ) 3
(10) e AR

abstraction faite des termes du second ordre.
Quant & U et V elles deviennent dans les mémes conditions

U= cos (0 —q) ':{ -{—5in(6—q)|tg r i - cotg r-;i l—{—

;Jﬂ
af af
. e T = - i
_tg‘ a6 gt ag

(11) .
V- —sin (#—¢) ::f +cos(—q)

)

-+ anin

Observons maintenant que la composition du groupe (8) est défini par
les formules
(XY)=0, (XU)=V, (XV)=—-U,
(12) (YU)—=—V, (YV)= U, (UV) = 2X—2Y.
Comme X, Y déterminent un groupe abélien, X,V étant des transformations
indépendantes, on peut toujours prendre

£ .rff ’ v _ri
at deg
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les variables de I'espace étant u,r, 6, ¢. Cela fait les autres formules (12)
sauf la derniére nous disent qu'on doit avoir

U=cos(—q)N-+sin (0—q)M

V= —sin(l—¢) N4-cos(d—¢) M

ol
B Jf g _f df f
el i S i +d0q
Ry af of
N=a—-+8= +,06+ G

les coefficients a, b, ¢,d, «, 3, 7,0 étant indépendants de €, ¢. Il en résulte
que les transformations X, ¥, N constituent un groupe abélien, donc on peut
s'arranger de facon a avoir
(13) Tt ) b

ar

Par conséquent nous avons

U = a sin (#—¢q) d—f +[b sin (6 —¢) + cos(—¢)] —* df

+ ¢ sin (60— ff)*—f'-l-ﬂ’sm(ﬁ—‘!’) “{,

V—=acos(6— ff)—f +[b cos (6—g)—sin (0—¢)] L +

dv

e af ALY af
+¢ cos (H—q) 70 +d cos (—q) e

Si 'on impose a U et V la derniére condition (12) on trouve les conditions:
a.—ac+ad—=0, b.—bc+bd—0
c—c+cd=2, d.—cd+d*=—2.

Les premieres nous donnent en supposant a =0, b-+-0

8 b
?'__b'"c_d

donc b = ka, ou k est une constante. De méme en posant c—d = 2¢, cd = 73,
les secondes s’écrivent
¢.=2(1+ ), B =4e(8—1).
Nous avons en ajoutant éventuellement & » une constante,
= —cotg 2r, #=14m(sin2¢)> a=n(sin2:)"
ol m et n sont des constantes. On peut donc prendre
c=tgv+p, d=cotgr+tp
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ot p est défini par la formule

1
Lo P= Sin2v
Il en résulte que nous avons les valeurs de U, V données par les formules

(8) sia-=—b=p—0. Autrement on ajoute a U par exemple, I'expression

sin (#—¢) [H af s ijf) st d VigFm) ‘_(’f 5 df. ] .

(—1+V1+m).

2sinvcosv| | gu b de
Mais nous avons
sin(0—¢) x*xX*—x'x' u*(x* x*—x' x*)

sinvcose u'sinfrcos’s  [(X) 4+ (][ +(xX)]

ol ' — (x')*+ ... +(x')
En tenant compte des valeurs des —g—, f;i, f-}f —(ff_ - 4 laide de

ou ov at s
variables x', x*, x*, x', on voit facilement que cette expression n’est pas du
premier ordre a I'origine, ses coefficients devenant infinis. Donc nous avons

le théoréeme:

Les quatres transformations infinitésimales du groupe de stabilité ayant
la structure (12) peuvent toujours étre considérées comme données par les

formules (8).
§ 4.

Pour qu'une métrique dans les variables 6, ¢, u, v admette les transfor-
mations infinitésimales X, Y, il faut qu’elle soit de la forme
ds* = a, du*+2a,dudf +2a,dude-+2a,, dudg -+
(15) +audtF42a,d0dv+2a,, d0dy +a, di” -
+2a,dvdy+a,dg*
ol les coefficients a; ne dépendent pas des variables 6, ¢.
Pour que cette métrique admette une transformation infinitésimale

af

ﬁ_":"_—,., il faut que les a;; satisfassent aux conditions de KILLING
0

. ek =k
i’é}' d—a;; -+ Qs i‘Ek -+ A, t:j‘{;—i = 0,
JXx X X
ou, comme on dit encore, il faut que la dérivée de Lie de a; a l'aide de &*
soit nulle.
Si 'on considére comme transformation infinitésimale la transformation
U et I'on donne comme indices 1, 2, 3,4 aux variables u, 6, v, ¢, nous avons,
en tenant compte du fait que a; ne dépendent pas de # et ¢
e | - b
£ +au.d—ik +auZs =0

(16) cos (—q)——
av i) ax
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Comme les coefficients de U ne dépendent pas de u, nous avons pour
i=k=1.

(16)

oay,

o

De méme en tenant compte que &' — 0 et que &' ne dépend pas de »,
nous avons pour [ =k - 3:

. 1. B a.
cos(0—g)— +2| = — N
( (f) ar .3 COS* ¢ sIn‘v
Cette relation, en tenant compte que a;; ne dépendent pas de # et ¢, nous
donne

] sin (#—¢q) — 0.

0 G:;;-, (,-:;: (I;;;

{1 ar ' cos sin'r 0.

Si l'on donne & i et k la valeur 2, on obtient

(18) d—ﬁ + 2antg v+ 2ay cotg r — 0, @y, =0,
[/

donc nous avons aussi a, — 0, en vertu de la seconde équation (17).
Si i = k = 4, nous avons

(Ig) ”‘ja:" _203‘ tg ""_20“ COig I 0.
(
Enfin pour i= 1, k — 2 nous avons
{20) o it tg -+ a,, cotg r =0, a; — 0;

ar

pour i=1,k=3 et i= 1, k=4, nous avons

@1

pour =2, k=3 et i=3, k=4 nous avons

ayy ayy oa,
5 — = ==() — @y tg r—ay, cotg r = 0;
cos’r sin'e 7 n g u Cotg :

-

H-_._. (Ig,l

cos’r sin'r

@u __ _Qu_
cos’r  sin'r

(22) —Qy =0, +a, =0,

et pour i — 2, k=4 nous avons

Qs
or

On voit donc que les formules (167), (17), (18) et (20) nous disent que
nous avons

(23) —ay tg v—a,, cotg v+ ay, tg r+a,, cotg v = 0.

Q= Qg = Ay =0
et que a,, a; sont indépendants de la variable .
Si 'on pose
a,, — acos’r, a, =—asin’r
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les formules (20) et (21) nous disent que a est une fonction indépendante
de ». De méme les formules (22) nous disent qu’on peut poser
a,, = b sin’ r cos*
Ay = Qy; COS* v+ b cos'
Ay = Qg Sin* v+ b sin'r
et les formules (19) et (23) nous disent que b est indépendante de .
On peut écrire la métrique (15) sous la forme
ds’ = a, du* 4 ay, di* 4 2a du(cos® r df+sin* v dg)
+ @y [cos® r d# -+ sin® v dg*] + b[cos®  dB + sin* v d g ]
ou les quatre fonctions a,,, a.,, a et b dépendent seulement de la variable u.

En revenant aux variables x', x’, x’, x' et en tenant compte que nous
avons

(24)

= (x4 ... 4+ (", vdu=x"dx'+ ... +x" dx',
dx'y+ - +(dx')} = dw 4 1* dv* + u* (cos® v d& - sin’ r d¢?),
X'dx*—x*dx' = u* cos’ r d, X dx' —x‘dx’ — u* sin’ r dp,

la métrique (15) s’écrit

Ay 1 1 ¢
U’J (x'dx' 4 ... )+

ay;

ds' = (Ia,. - e

[(@x) 4 -]+

b

2f(xldx‘_;i_...)(xldxa_xydx:+___)+?

i

(' d—xtdx' + ---).

Cette métrique est par conséquent de la forme (7).

Nous avons donc le théoréme:

Si un espace V, admet comme groupe de stabilité de I'origine un groupe
G,, on peut s’arranger toujours de fagon que sa métrique soit de la forme (7).

§5.

Il reste maintenant & voir si parmi les espaces (7) il en existe des
espaces ayant comme groupe complet de mouvement un G..

Pour cela on montre en premier lieu’) que le G,= (X, Y, U, V) peut
étre contenu dans un G, transitif défini par les transformations infinitésimales

X, Y, U,V et quatre transformations
A d—f.—+--- (=1, ..:4)

ol les termes non écrits sont au moins du premier ordre. Un tel groupe
peut étre réduit a avoir la structure définie par les formules (12) et les

) G, Vranceanu, Sur les groupes de mouvement d'un V,. Studii si Cercetdri Mate-
matice, 4 (1953).
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formules :

(A)A) = — 44 X—2.Y, (A A)=—iU, (A A)=—iV

(A A)) — AV, (A, A) = —iU, (A, A) = —2.iX—4.Y

(A X)=A), (AY)=0, (A, U)=A;, (A V)=A,
(25) (A, X)=—A, (A Y)=0, (A, U)=A,, (A V)=—A;

(A X)=0, (A Y)=A, (A,U)=—A, (AV)=A,

(A X)=0, (A Y)=—4;, (AU)=—A, (A V)=—A4,
ol 4 est une constante.

Cette structure nous montre que I'espace V,, qui possede le groupe G.,

comme groupe de mouvement, est un espace symétrique’), dont la courbure
est donnée par les formules

adl 4 A ey e e il T e
2 = 44, 7o = Yau=— A [ = 24, 7312 = Vs = 8

Aent =0, Vene="hap (WEk=l=ec%p),
ce qui nous montre que l'espace V, est un espace symétrique, que javais
obtenu précedemment.?)

Nous avons donc le théoréme:

Les seuls espaces V, qui possédent un G, transitif de mouvement sont
les espaces symétriques (26).

On voit donc qu’en passant d’'un V, (n = 2) a courbure constante & un
V. a courbure non constante, le nombre des parameétres du groupe de mouve-
ment de I'espace diminue d’au moins n—1 unités sauf pour n — 4, quand
l]a diminution est seulement de n—2 unités et le cas n-=2 quand
cette diminution est de n unités, et ces nombres sont atteints, ce qui précise
d’'une maniére compléte le resultat de FuBINI de 1903, qui disait que le
diminution est d’au moins 2 unités.

(26)

(Regcu le 29 octobre 1952.)

7) E. Carran, Sur une classe remarquable d'espaces de Riemann. Bull. de la Soc.
Math. de France, 54 (1926), p. 214.



