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Uber das Dirichletsche Problem beziiglich der Kugel.

Von STEFAN FENYO in Budapest.

Es ist wohl bekannt, dal das DirICHLETsche Problem mittels der
Theorie der Integralgleichungen auf zweierlei Arten losbar ist. Wird das
gesuchte Potenzial als das Potenzial einer Doppelschicht gesucht, so gelan-
gen wir zu einer linearen Integralgleichung zweiter Art. Wird aber die
gesuchte Funktion als das Potenzial einer einfachen Belegung dargestellt, so
erhalten wir eine singuldre FREDHOLMsche Integralgleichung erster Art. Im
zweiten Falle ist die unbekannte Funktion die Oberflichendichte der Quellen-
starke. Das Ziel unserer Arbeit ist zu untersuchen, welche Eigenschaften die
an der Kugeloberfliche angegebebe Funktionen besitzen mufi, damit das
DiricHLETsche Problem beziiglich der Kugel als Potenzial einer einfachen
Belegung losbar sei. Das entsprechende Problem in der Ebene beziiglich
des Kreises wurde von E. EGERVARY in seiner Inauguraldissertation gelost.”)

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann natiirlich vorausgesetzt
werden, dali der Radius der Kugel die Einheit ist.

Ist die Oberflichendichte der Quellenstirke o (Q) einer einfachen Schicht,
so ist bekanntlich das Potential dieser einfachen Belegung

a)
Mit /" wird die Kugeloberfliche der Kugel K und mit r,, die Entfernung
von P zu Q bezeichnet. Liegt P an der Kugeloberflache, so sei
V(P)=F(P)
eine gegebene beliebige Funktion. Es ist nun die folgende Integralgleichung
zu losen

(1) F(P)-

1
23T, I'p
(r)

In dieser Gleichung bedeutet der verdnderliche Punk P einen Punkt der
Oberfliche der Kugel K.

Q) 4p

) Ecerviry Jeno: Az integralegyenletek egy osztalyar6l. Mathematikai és Physikai
Lapok. 23. (1914), 304—310.
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Die Gleichung (1) ist eine singuldre, und der Kern 1/rp ist so beschaf-
fen, dafi sein Quadrat beziiglich der Kugeloberfliche nicht integrierbar ist;
das heilit, daf die wohlbekannten Sitze der Theorie der Integralgleichungen
ohne weiteres an die Gleichung (1) nich anwendbar sind. Trotz dessen kann
man ein einfaches Kriterium zur Losbarkeit von (1) aufstellen, und um dies
zu zeigen, schicken wir einige Hilfssitze voraus.

Hilfssatz 1. /st ¢(Q) eine beliebige, an der Kugeloberfliche definierte,
im Riemannschem Sinne integrierbare und berchrinkte Funktion, so ist

»(P) l f[(c_?)_dfq
» Feog
(r
auch beschrinkt.
Da rp =0 und ¢(Q) = M, so ist

\D(P) =M | dfe
- rl'(';
(r
Da das Oberflachenintegral an der rechten Seite konvergent ist, ist die Be-
hauptung richtig.

Hilfssatz 2. Der zweite iterierte Kern von 1 rp ist stetig, falls P und
Q verschieden sind, d. h. die Funktion

" dfe
AP, Q)= ) Ten e
)
ist eine stetige, falls P == Q ist.

Beweis. Es seien P, und Q, zwei verschiedene Punkte von K und es
seien Kp, und K, zwei Kugeln um £Z, bzw. Q, als Mittelpunkt mit dem
Radius Z. Sei Z so klein, daf Q, ausserhalb von K, falle. Der Teil von der
Oberfliche von K der von Kp, bzw. K, ausgeschnitten ist, sei /'y bzw I,
P sei ein beliebiger Punkt von 77, und Q ein Punkt von /7, Dann ist

. Ay(P, Q)= AP (P, Q)+ AP (P, Q)+ AP (P, Q),
wobei

Af_,”'—‘—' ; df!-’ r Au’- ; df;,- . A'.:I’ B [ df.!.'

: I’ F:f.:;r }.-,I.’ 4 J Ierlro s r -l'.'.';r."'ﬂ!
(C-I'p-Ty) ('p) (')
ist.

Der Kern 1 rppistan der Oberfliche I'—/1"p —1",, beschrdankt und stetig
bei beliebiger Wahl von 4, falls P</l'p,+ 1"y, und Rel'—1I'p—1";,. Nun
ist A" eben der zweite interierte Kern von 1 rpp in diesem Bereich. Daracs
folgern wir, dab AY"(P, Q) auch beschrinkt und stetig ist, wenn P¢€ /7, und

Qel’,,. Was AY anbelangt, so gilt offenbar

o, =I'ryg,— 2.
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4 sei so gewihlt, dass i < % sei, dann ist

- Try,

f.w,, —== 3

Die Projektion von r; . auf die Koordinatenebene XV sei ri» Dann ist
Tege =1 bk

Die Projektion von [I'p, auf XY sei I"p, estis folgende Abschitzung giiltig
& o[ 3z < S (dfs - 3 [ 'dxdy
A (Po, Q)= l reRTRg, . et TPrg T TreCOSY’
{I‘p“l U';-") ll";.“)

Y ist der Winkel welchen die Achse Z mit derduferen Normale von K
im Punkte R einschlieft. Das Integral an der rechten Seite bleibt offenbar
unverandert bei einer solchen Drehung des Koordinatensystems, durch welche
der Punkt P auf die Achse Z gelangt. Nach Einfiihrung einer solchen Koor-
dinatentransformation wird der Bereich /”p, ein Kreis, und das Integral an
der rechten Seite mufl beziiglich eines Kreises berechnet werden. Nach Ein-
fiihrung von Polarkoordinaten erhallten wir:

- = A
rp.r COS ’l.f’ I'e.o COS 'I‘[J‘. !

on

. BT Baimad 6:
(2) A!z-'(-Pu:Qu)é - ‘ ‘ -—"-.L,."_r_fﬂl ¥ e T
lPlifl’u . -

mit ,=max. |Ist Z geniigend klein, so ist natiirlich v, = 2f ) Es seien

nun P und Q zwei Punkte von 7" in der Nihe von P, bzw Q.. Es sei
O<rv<min (ree, ro) Kr und K, seien zwei Kugeln um P bzw. Q als
Mittelpunkt mit dem Radius ». Der Teil von I, der von K, bzw. K, ausge-
schnitten ist, sei /", bzw /7. Dann ist
AP, Q) - ‘._g_f."'._ e ] _dfe ._dL"_ _
Feelrg Ferlrg J  Ieelrg
I'p) (I'p,-T'p) (Ir'p)
Es gilt folgende Abschidtzung im Bereiche /'y, —1'p:

1 1
Ferlrg 1 (rj'“r.;"“"" 2;:.) g

und deshalb ist

' ‘{f"' - 1__._ . df —17 df <

Feplrg - -(rl'”fll“— 22,) J’. i (f;-l L 2;:.) /S

lr.p‘_ I‘;,p (P.f'”-r.f’) |r;.”|
. T 2
& ——— g
(re,—24)r

Es sei 3r-—=4 und die Entfernungen rpp und r,, seien schon so klein,
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daB die Bereiche I'p bzw. /'y in I'p, bzw. I'y, enthalten seien. Dann ist fol-
gende Relation giiltig :

df; " 9
“fj —_— .
. FerTro e, — 6r
lF;.u-I*,.]
Gemih (2) haben wir die Ungleichung
|' dfe  _ 6z b - b o 61 .
Terfrg — TpgCOS Wy — (Trg,—24)COSW,  (rpg—O67)coswy,

(r'p)

Durch Addition der soeben erhaltenen zwei Ungleichungen konnen wir
behaupten, dall

AP (P, Q) =

—6:( +cosub.. r

ist. Dieselbe Abschitzung gilt fiir A;‘, es ist also
; 37 (
{3) -— S T
4P, Q) = e, —67 +cos W,
Wir sind nun berechtigt
" : 2 ]
12) () -
AP(P, Q+AP(P, Q) = e 61' ( T Cos W)
zu behaupten. Es sei # eine beliebige positive Zahl, und rpp, 1oy, seien
schon so klein, dafi die folgende Ungleichungen richtig sind :

61 ( / 0 T
reg,—67 |\ T @%)' -t 00 COS Y,

AP, Q)—AY (P, Q)| < &

Dann ist aber

A:(P, Q— AP, Q)| < |AP (P, Q—AP(Py, Q)|+ AP (P, Q) + AP(P, Q)| +
}- EA!.‘N(PU! QU)—}_A!;”('P{H Qn)| 3 31"-

Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Hilfssatz 3. Es gilt gleichmdpig auf der Kugeloberfliche I' die Ab-
schatzung

APQ=c IOg—r:i—"- :

wobei « und @ positive, von der Lage von P und Q unabhdhige Konstanten
sind.

Beweis. Es sei zuerst der Fall betrachtet, wenn P und Q geniigend
nahe zueinander liegen. K, sei wieder eine Kugel mit dem Mittelpunkt Q
und Radius 4, der Schnitt von K, mit der Oberfliche von K sei mit /7,
bezeichnet. Z sei so gewihlt, da auch der Punkt P im Bereich I'; liegt.
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Es gilt
(3) A.(P, Q):| dfr S l : dfr

erlro FerTry :
(') (r-rep
Ohne Anderung dieser Integrale kann das Koordinatensystem so gewihit
werden, das Q an der Z-Achse liegt. Dann ist die Projektion von /7, ein, durch
I",, bezeichneter Kreis. Die Projektion von rpz bzw. ry, seien ferner durch
rpr bzw. rio bezeichnet. Nun haben wir die Relation

dfe _ ([ dfe dxdy

refre — J rerlig __.I.l FigFig COS W
re d‘q» I

Je ndher P zu Q liegt, desto kleiner kann Z gewihlt werden. Sei P schon

< M eine endliche,

i . .
so nahe zu Q, daf max ¥ < - sei. Dann ist max
2 cos v

von der Lage der Punkte P, Q und R unabhingige Konstante. Wir diirfen
also schreiben

P ¢ 5 ___,L:M""_d_:_cdy

reelkg Ieeleg

Iy (r'y)

. 7 " . .
Lassen wir nun P so nahe zu @Q riicken, dal rpq < 5 sei. Der Kreisbereich
1), sei durch einen konzentrischen Kreis mit dem Radius 2r}, in zwei Teile

zerlegt. Der innere Kreisbereich sei durch /7 bezeichnet. Es gilt

! T dxdy __I dxdy . H dxdy

TerTRg Tpg iy Terlig v

(r'yn ll‘lj ) Ty -T'y™
Im ersten Integral an der rechten Seite bleibt der Integrand ungeédndert bei
jeder Verdnderlichentransformation, welche die Proportion der Abstinde
ungedndert laft. Der Integrationsbereich wird natiirlich gedndert, doch bleibt
er immer ein Kreis mit dem Radius 2rp,. Daraus folgt, daf}

H dxdy :
reelng
(F“

eine, von rpy unabhdngige Konstante ist.

Bei der Berechnung des zweiten Integrals sei beachtet, dafi die Projec-
tion R von R in den Kreisbereich 7,— /"7 fillt. Dann gelten die Unglei-
chungen

I'ro > 2rpg,

I'py

-y ’ ’ ’ ’
rep = r}ﬂg —Tpp > 21';-:.: —rIpg =Tpy > 2 7
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und

|| d*dy_c:2 ﬂ. dXdy i .dnvdl =4z log

rf'f.‘ r:f.'fla fm.; 2!’;'(_;

e -fn lI"J:_}‘."" 00
Was das zweite Integral an der rechten Seite von (3) anbelangt, bemerken
wir, daf im Bereiche /'—1I", rpr >0 und rgy >0 ist, d. h. der Integrand ist
eine beschrdnkte und stetige Funktion, wenn der Punkt P in der Kugel K,
ist. Deshalb sind wir berechtigt zu schreiben:

df;

— < g
. Ir.I' wlRo
(r-re

Die Konstante e, ist eine positive und unabhingig von der Lage von P und
Q (P€K,). Die bisherigen Erbebnisse konnen wir in die folgende Unglei-
chung zusammensassen:

AP, Q)< e, +ay+4tlog —— =E41 Iog—,c
Es sei noch beachtet, dab ?
Ipg = I'pg COS W = I'py COS Y°.
Hier ist ¥*— max . Also wird die vorige Ungleichung in die Form

AP, Q) =&+ log

r['l‘r
geschrieben. Dieses Ergebnis ist giiltig, falls r,-f_,<7:;—. Da aber A,(P, Q)

beschrinkt und setig ist, wenn rp, > ; ist, konnen die Konstanten ¢ und 3

so gewdhlt werden, das

&m@k«mrf
5

gleichmdfiig an der Kugeloberfliche /7 gilt.

Hilfssatz 4. Sind U(P, Q) und V(P, Q) zwei an der Kugeloberfliche I’
definierte Funktionen so beschaffen, daf sie blofi von der Grifie des Winkels
POQ abhingen (O ist der Mittelpunkt von K), dann ist die Funktion

WP, Q= | UP,R) V(R Qdfs

auch so beschaffen, dafi sie blof vom Winkel POQ abhdingt.

Beweis. Es bedeutet gewili keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn
wir voraussetzen, dab O zugleich der Mittelpunkt des Koordinaatensystems
ist, und der Punkt P an der Z-Achse liegt. Werden die rdumlichen Polar-
koordinaten der Punkte R, Q mit (¥, ¢") bzw. (4", ¢”) bezeichnet, so bedeutet
die Forderung iiber die Beschaffenheit von U und V, das U bloB von
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cos ¢ und V blofi von
cos y == cos ¢ cos $'+sin ¥ sin 9" cos (¢"—¢")

abhdngt. Dadurch wird das betrachtete Integral die Folgende Form annehmen:

W-— | | Ufcos %)V(cos ¥ cos 4+

@ 0 # 0

-+ sin 9 sin 9" cos(¢'—q¢"")) sin ¥ d ¥ dy'.
Da aber die Funktion V eine periodische Funktion von ¢’ ist, und sie nach
¢" auf eine volle Periode integriert wird, ist das Integral von ¢” unabhingig.
W hédngt nur von 9” ab, und eben diese Aussage enthilt unsere Behauptung.

Hilfssatz 5. Seien U(P, Q) und V(P, Q) zwei an der Kugeloberfliche
definierte symmetrische (d. h. U(P, Q)= U(Q, P)) Funktionen so beschaffen,
dap sie blof vom Abstand der Punkte P und Q abhdngen; setzen wir ferner
POQ &=y, UP, Q)= U(cos y), V(P, Q)= V(cos ),

+1 +1

| U®P.©dE—«. und | VEP.(dE— 3.,
1 1

W(P, Q) — W(cos y) — | U(P, R)V(R, Q)dfn.

Dann gilt

1

| W@P.@©d:— w5,
1

wobei P, (%) das Legendresche Polynom n-ten Grades bedeutet.
Beweis. Einfachheitshalber sei
P,.(cos POQ<) = P.(PQ).

Es seien die orthogonalen und normierten Kugeloberflichenfunktionen n-ten

Grades
SexlP). (k=1 2. 2041 nel) 1, 2,...)

Die normierten Eigenfunktionen von V(P, Q) sind S, .. Anderseits ist?)

P.(PQ) —2:1 T :'S,[ Su1(P)S. 1 (Q)

Wir haben also

e 2 2u+‘l v
P.(TP)V(P, Q)dfr 2;%1 ;| S.1(T) | S..x(P)V(P, Q)dfr =

i .f:'r I.I"}

e . "”\",' L vy .
= ;'" 2’1_:_' 1 f—l SH.L({)SH.H(Q)-— ;‘; P"(TQ),

2) St. Fenvo: Uber eine Klasse von Integralgleichungen. Publ. Math, (Debrecen) 2,
(1952), 248—251.
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insbesonderes, falls 7 — Q ist,

|P@PyvP@dfi— ) P~ L P.)
Andererseit:list :
‘|.P,.(QP) V(P,Qdfr—2:t VE)P. () dE — 218, (cos QOPx —F)
i |

Folglich gilt

+1

| wer. (_)d_.-.‘_ _1_) I‘.I.U(P, RYV(R, Q) P(PQ)dfudfy—
I o
(2 0 ' iR} l V(R, QP.(PQ)df,—
l!)
(2 )/ l U(P R)P (Rp)df‘f t::r __“nl‘),r-.
|I')

Nun kehren wir zu unserem Problem zuriick.

Der Kern unserer Integralgleichung (2) ist 1/r,, und hidngt blofi vom
Winkel POQ — v ab. Gemih Hilfssatz 4 ist A,(P, Q) auch nur von y ab-
hdngig, oder, was dasselbe ist, da A, in P und Q symmertrisch ist, es ist
blofi die Funktion von cosy. Die im Hilfssatz 3 bewiesene Ungleichung
besagt aber, daB

Ay(P, Q) = As(cos 7) — Au(S)
eine samt ihrem Quadrat integrierbare Funktion ist. Daraus folgt, dali das
Eigenfunktionsystem vom Kern A,(P, Q) aus den orthogonalisierten und nor-
mierten Kugelflichenfunktionen S, 1, S,.2, ..., S, 2.0 (=0, 1, 2, ...) besteht.”)
Die Funktionen S, , sind an der Kugeloberfliche beschinkt. Nun folgt nach
Hilfssatz 1, daB

. Ipy

N
beschrinkt ist. Multiplizieren wir diese letzte Gleichung mit 1 r7p, und integ-
rieren wir, dann erhalten wir:

25 af,— [ |32, arf,.z—s (7).
. P JJ Trelpg
(r (I
wobei «, den zur Eigenfunktion S, , gehorigen Eigenwert von A.(7, Q)
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bedeutet. Die Gleichung

Se.:(T) = piu l rI(P) dfy
sei wieder mit 1 rpz multipliziert und inlegrlert. dann erhalten wir
PR = 3 (T) dfr—m. | | n’ff ), dfrdfe—u, | AR, PYo(P)df0.

I (fni'- 3
Das besagt, dafi zu w, auber den Funktionen S, . auch die Funktion o als
Eigenfunktion gehort. Dieses is aber nur méglich, wenn
2n+1

> ﬂ.‘S.,‘ .(P)

=1

a(P) —

ist. Das bedeutet eben, dafi die Eigenfunktionen von A(P, Q) Linearkombi-
nationen von S, . sind. Da aber die S, . ein orthogonales und normiertes
System bilden, kinnen als Eigenfunktionen von 1 rp, die Funktionen S,
betrachtet werden.
Die Eigenwerte von A,(P. Q) sind”)
2n+1

By = ——

4THA(E)P (..)d-..

Daher folgt, dafi die, nach den Funktionen P, gebildeten Fourierkoeffizienten
von A,(P, Q) — A.(%) gebildet werden miissen.
Es ist bekannt, dal

e " 2
B =
| AOP.OdE— 5"
ist.') Nun ist nach Hilfssatz 5
+1
]' PR Y005 e, N
) S it N "T S |
-1
Daraus folgt, dafi die Eigenwerte von A, die Zahlen
. (@n+1y
i 167

sind.

Was die Integralgleichung (1) anbelangt, sei diese mit 1 ry» multipli-
ziert und integriert, dann besteht die folgende Gleichung

(1) i l POty o | AT, Q@ s

(I‘}

3) St. Fenvo: L cit. p. 249,

4) Das folgt unmittelbar aus der Herstellung der Polynome P, mittels der Generator-
funktion.
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Ist F(P) eine beschrinkte bekannte Funktion, so ist auch @(7T’) eine solche.
Da aber der Kern A, samt ihrem Quadrat integrierbar ist, kann die Theorie
der linearen Integralgleichungen angewandt werden. Die Gleichung (17) ist
eine lineare Gleichung erster Art, und das Eigenfunktionsystem von Kern A,
ist vollstindig. Nun ist nach dem klassischen PicarDschen Satz Die Glei-
chung (1) losbar, falls die Reihe

'u--l

4(2!‘ "I)'A, an&

n=l)

konvergent ist. Die a, . bedeuten die Fourierkoeffizienten von ®(7) nach
den Eigenfunktionen von A.. Es ist aber

Ay, k= [‘D(T) S.-. k (T) df-r — ‘ l % Sn. J.'(T)df?"df!' y
Iy (N (r)
4| 7

—— (2n _i_ l)n': bu. k-

| FP)Sr Py dfo =gt
(o Ga e
b, i ist der Fourierkoeffizient im vorigen Sinne von F(P). Hier ist die wohl-
bekannte Tatsache benutzt, dali, wenn die Eigenwerte von A, die Zahlen u,
sind dann. |#, die Eigenwerte von A sind. Wir konnen also behaupten, daf
die Reihe

In+1

3% 2 @2n+1) 2 \ A

konvergieren muss. Damit hahen wir bew1esen den folgenden

Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi das
Dirichletsche Problem beziiglich der Kugel als das Potential einer einfachen
Belegung losbar sei, besteht darin, daf die Fourierkoeffizienten b, . der an
der Kugeloberfliche gegebene Funktion beziiglich des Systems der ortkogona!en
und normierten Kugeloberflichenfunktionen S, (%, ¢) (k=—1,2,. +1;
n—0,1,2,...) so beschaffen seien, daf die Reihe

2n+1

5 (2n—~l) \ b,

konvergiert. Die Losung ist durch folgende unendhche Reihe bestimmt :

2n+l

6 ﬁ(Zn' l)fe\b «Su, 1k (P)-

Zum Schluf sei noch bemerkt, dafi das analoge Problem beziiglich der
n-dimensionalen Kugel ganz in derselben Weise geldost werden kann. Dann
treten statt den LEGENDREschen Polynomen die GEGENBAUERsche Funktionen,
und statt den Kugeloberflichenfunktionen die n-dimensionalen Kugelober-
ldchenfunktionen ein.

0(P) ~ —=—

(Eingegangen am 15, September 1952.)



