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Grundrifl einer allgemeinen Behandlung von einigen
Funktionalgleichungstypen.

Von J. ACZEL in Debrecen.

Die Theorie der Funktionalgleichungen zeigt einen wesentlichen Unter-
schied gegeniiber der Theorie der Differentialgleichungen: es mangelt bei den
Funktionalgleichungen an allgemeinen Existenz- und Unizitdtssidtzen, ja auch
an allgemeinen Losungsmethoden.

Das Ziel dieser Arbeit ist eine gewissermalien allgemeine Behandlung
einiger Typen von Funktionalgleichungen, die sich auf Funktionen einer
Veranderlichen beziehen, zu geben. Diese Typen sind meist mehr oder weniger
unmittelbare, manchmal aber ziemlich weitgehende Verallgemeinerungen
bekannter Funktionalgleichungen. Wir geben iiberall allgemeine Losungsmetho-
den und meistens auch Existenz- und Unizitdtssdtze.

Die behandelten Typen sind:

(1) fx+3) = FUF, FO));

@ 1*52) = Fureo. o

@) flax-+by-+0) = FIF), F0)];

@ GLAGx+ ), fx—), F3), % 71— 0

4) fx-+3) = HIf(),)):

®) FIf(x+y), f(x—), f(x), f(3), x, y] =0.

Es werden auch Losungsmethoden fiir noch allgemeinere Funktional-

gleichungen
flax+by+c) = F[f(x), f(), x, )]
fG(x, y)] = H[f(x), 3] usw.

skizziert bzw. auf die oben stehenden zuriickgefiihrt.
§ 1

Als Verallgemeinerung der CaucHyschen Funktionalgleichung [2])

f(x+y) = f(x)+1)

') Eckige Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.
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behandeln wir die Gleichung

(§)) fx+y) =F[f(), f»)]-
Losungsmethode : Aus (1) wird

f(2x) = F[f(x), f(x)] = F.[f(x)]
f(nx) = F{f(x), flln—1)x]} = F{f(x), Fa 1 [f(x)]} = F.[f(x)]-

Setzt man hier x =1, bzw. x —% und bezeichnet man f(1) mit ¢, so

und

erhdlt man

J(n) = F.(0),

bzw.

F. [f(%}] — f(m) = Fu(c),

5)=F e,

wo F,' die inverse Funktion von F, ist.
Fiir irrationale x wird f(x) durch einen Grenziibergang definiert:

f(x) = lim f(r.)

n—+x

wo {r,} eine zu x konvergierende Folge von rationalen Zahlen ist.
f(0) kann aus der Gleichung (1)

f(0) — F[£(0), f(0)]

bestimmt werden, die keine Identitdt ist, da aus (1)
fF@ 0] =1 @)+ ()
Flu,u)=u

[ (u)=2f"(u)

folgt, und falls

ware, so wiirde

folgen, was unmdoglich ist.
Endlich wird f(—x) aus der Gleichung
) Ff(—x), f(x)] = £(0)
bestimmt.
Aus [9] folgt der

Satz 1. Die Funktionalgleichung (1) hat dann und nur dann eine streng
monotone und stetige Lisung, falls F(x,y) (in beiden Verdnderlichen) streng
monoton und stetig ist und der Bedingung

FIF(x,y), 2] = Flx, F(y, 2)]
geniige leistet (Assoziativitdt).
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Es kann durch einen Punkt der Ebene nur eine Liosungskurve der
Gileichung (1) gehen: Hat (1) eine Lisung f(x), so sind auch alle Funktionen

&(x) — f(ax)
Losungen der Gleichung, und nur diese. — (Vgl. auch [6].)
Die letzte Behauptung kann folgenderweise bewiesen werden :
Man erhilt aus (1)

If' @+ =glg '@ +g ' 0
und mit der Substitution
=g (x), v=g"(y)
x=g(), y=g({)
f'g(u) = h(n)

h(u--v) = h(u) -+ h(v).
Die allgemeine stetige, (oder streng monotone oder messbare) Losung
dieser Gleichung ist [2]

die Gleichung

h(u) =—au

g(u) = f(au)

deshalb muf

sein, w.z. B. w.

Beispiele.

Gleichung : f(x-y) = f(x)f(»). Losung : f(x) — a*. [2].
Gleichung: f(x +y) = —i{(_x—}?;g('?) . Losung: f(x) = tg ax. [6], [12].
Gleichung: f(x+y) = f(x)n7w Losung : f(x) = e".

Mit derselben Methode konnen auch die Funktionalgleichungen vom Typ

JGx+p) = FIf(x), f(3), x, )]
ja auch die vom Typ

f(x+y) = F[f(x—), f(x), f(), x, J]
gelost werden, auf die wir in dem § 5. noch zuriickkehren wollen.
§ 2.
Als Verallgemeinerung der JENSENnschen Funktionalgleichung [4]

f[. x_;l’ ] _J&) 42— 1)

untersuchen wir die Gleichung

@) 11552 = Frre. s

Losungsmethoden : 1. Die Gleichung kann auf (1) zuriickgefiihrt werden
(und umgekehrt):
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Setzt man ndmlich in (2) x — 1, y — 0 ein, so wird

7] = Fir. son.

Wiihlen wir jetzt ¢ — x--y, und bezeichnen wir f(0) —a,®) so erhalten wir:

X
f[ ng]:F[f(x%-y),a]-
Wir vergleichen diese Gleichung mit der Gleichung (2):

Flf(x+y), a] — F[f(x)f(»]
und losen nach f(x-}y) auf:

J(x+y) = G[f(x), f(»)],

womit wir schon eine Gleichung des Typs (1) erhalten haben.
2. Man setze f(0) —a, f(1) — b, so ergibt (2):

(5= Fro. 50
W5 =rlrods)l: A3)=rlr(3)sm):

f %U ~Fls (2_) / (z_” '

Oder durch einen anderen Prozefi:

f(0) =a, f(1) = b,

(%)= Fa);
5)=rlasl)s A3)-rlrlz)-o]
(%)= Fla @y, 7“5 )= Firw, ol

Damit wurde f(x) fiir dyadische Briiche schon bestimmt. Fiir nicht-
dyadische x-Werte wird f(x) wieder durch
f(x) — lim f(d.)

bestimmt wo {d.} hier eine zu x konvergierende Folge von dyadischen
Briichen ist, usw.

Aus [10] folgt der

) Hier kann f(0) == a aus dem Spezialfall
JF(0) = F[£(0),f(0)]

von (2) nicht bestimmt werden, da hier F(u, u)= u ist, wie aus (2) mit y—x.f(x) =u
folgt.
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Satz 2. Die Funktionalgleichung (2) hat dann und nur dann eine stetige
und streng monotone Liosung, falls F(x,y) stetig und streng monoton ist und
der Bedingung
(6) FIF(x,y), 2] = F[F(x, 2), F(z, y)]

geniigt. (Schiefe Autodistributivitit).
Es gibt durch jedes Punktpaar nur eine Losungskurve der Gleichung
(2): Ist f(x) eine Ldsung der Gleichung (2), so sind auch alle Funktionen

g(x) = flex+k)
Ldsungen, und nur diese.
Letzteres gilt, weil aus
(£'W+270) ) _ (S @+ »
£ ( 2 ):f ( 2 )
mit g (x) —=u, g () —v; x—gu),y =g(), ' g) — h(u)

,,( %) ~ 20 +h0)

folgt, d. h. [4]

h(u) =cu+k, g(u)=f(cu+k).
Als Beispiel kann die Gleichung

f[j" 2|17 o)

dienen, die N. I. LoBacsevszki [3] zur Bestimmung des Paralellenwinkels
benutzte.
Die Losung ist

f(x) = ac” =ae*.
Aus [7] folgt noch der alternative

Satz 2. Die Behauptungen des Satzes 2. bleiben giiltig, wenn die
Bedingung (6) durch den drei Bedingungen

(7 F[F(x,y), F(u, v)] = F[F(x, u), F(y, v)] (Bisymmetrie)
F(x, x) = x (Reflexivitiit)
F(x, y)=F(y,x) (Symmetrie)

ersetzt wird.
Mit dem Gleichungstyp
(2) flax—+ by -+c) = F[f(x), /()]
wollen wir uns nicht eingehend befassen, da er in [8] schon behandelt wurde.
Der wesentliche Inhalt des dort bewiesenen Satzes ist, dass (2) losbar ist,

falls F der Bedingung (7) geniige leistet. Es wurde dort auch die Eindeutigkeit
der Losung diskutiert.
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Wir ergidnzen aber die Untersuchung dieser Gleichung (2) mit der
Angabe von Ldsungsmethoden :
Setzt man in der Gleichung

(2) flax+by+c)=F[f(x), f(»)]
x=y=2E _pxtgy (p+e=1)

und vergleicht die so erhaltene Gleichung

flax+by+c) = FIf(px+qy), f(px+qy)] = F.[f(px+qy)]
mit (2) so wird

f(px+qy) = F {F[f(x), f0)} = GIf(x), f(»), (p+g—=1).

Jetzt kann man auf zweierlei Arten weiter folgern:

1. Man setzt f(0)— k und x-— j; « y=0, ew. x=0, y= ;, bzw.

X % y T; und erhdlt die Gleichungen :

ooz}
bzw. _ N
10— Glesf|L)|,
bzw. ’ '

pws-al(2) (3]

Wenn wir aus diesen drei Gleichungen f —;—] und f{-;?] eliminieren,

so finden wir eine Gleichung
fu+v) = H[f(u), £()]
des Typs (1).
2. Setzen wir in die Gleichung

f(px-+qy) — G[f(x), [(»)] (p+g=1)

u-+r u-r

-+ 3 und schlieflich x —p- -—2——+fo'

2

¥ pr—i-q%r-, so wird

;i
erst x , y=u,dann x=uv, y

i Mf! mg;) | f(")_,l _ fl';,.{f ;12 g n_)

bzw.
u-r

ooyl Aorsa5)
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bzw.

G[f(p:';_b’ +qu] f(pa+q — ” f[(;r+q*+2pq)"+' l f("“{ v

Aus diesen Gleichungen kann f‘pf_jz'_"i+ qu] und f(p, qu-;-,- '

wieder eliminiert werden, womit wir einen Zusammenhang

745 = s, s

des Typs (2) erhalten.
Alle in diesem Paragraphe mitgeteilten Losungsmethoden konnen auch
fiir die Gleichungen der Typen

®) 7552 )= FLre £, %0
bzw. i
flax+by+c) = F[f(x), (), % J]
verallgemeinert werden.
Die Gleichung (8) und damit auch die Gleichung (2) it sich aullerdem

noch durch die Substitution u = x—;y, v: x;]_z’ X=u-+wv,y=—u—rv auf

die Gleichung

f() = FIf(u+0), fla—r), u+v, u—1]
des Typs

(3) G[f(u+v), flu—r), f(u), u, v] =0

zuriickfithren, die wir in dem néchsten Paragraphen untersuchen werden.

§3.

Wir geben Ldsungsmethoden und entsprechende Sitze fiir die Funktional-
gleichung (3) bzw.

3) Glf(x+p), f(x—y)x] = H[f(x), y].
1. Gibt es einen y—y, Wert derart, daB
H(u, y,)=0.

so fiihrt die folgende Methode meist zum Ziel :
Wir setzen x =0, y=1¢ bzw. x=y,+4,y=1y, bzw. x =y, y =+
und erhalten mit der Bezeichnung f(0) —a, f(y,) — b:

GLf(1), /(—1,0] = H (a, 1),

Glf2ys+ 1), (1), yo+ 1] =0,
(da H(u, y,)==0 ist),

bzw.
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bzw.
Glf2yo+0, [(—1), y] — H(b, .+ 1),

und eliminieren f(2y,+4f) und f(—¢). Das Einsetzen der so gewonnenen
Funktion f(x) zeigt ob sie wirklich Losung der Funktionalgleichung ist oder
noch spezialisiert werden mufi, oder ob etwa (3) gar keine (nichttriviale)
Losung hat.

Dies gibt den

Satz 3,. /st

H(u,y,) =0
und sind die Gleichungen

G(z,u,0)==H(a,t)

G(v,z2, 5o +1) =0

G(v,u,y,)— H(b, y,+1)
von einander unabhdngig (und keine von ihnen identisch erfiillt), so kann nur
die aus ihnen gewonnene Funktion

z = f(t)
Losung der Funktionalgleichung (3 ) sein, und diese allgemeine Losung enthlt
(hichstens) zwei wilkiirliche Konstanten a, b.
Beispiel :
f(x+y)+f(x—y) = 2f(x) cos y
77 sein, und f(x) wird aus dem Gleichungsystem
f@®)+f(—1t)=2acost
fex+0+f@)=0

Fex4 1)+ f(—t) — 26 cos(—g! 1]~ —2bsint

[5]. Hier wird y, =

bestimmt :
f(t) = a cos t+ b sin ¢,
und diese Funktion erfiillt auch tatsdchlich unsere Gleichung.

2. Falls H fiir kein y identisch verschwindet, so ist es oft zweckmilig
folgenderweise zu verfahren :

Man setze in (3) sukzessiv x=0,y=1t; bzw. x=1, y=2¢t; bzw.
x=1t, y= —2t, dann wird

GlA(®), /(—1), 0] = H(a, 1),
G[fB0), f(—1), f] = H[f(1), 24],
GA(—1),130), 1] — H[f({®), —21],

woraus durch Elimination von f(—¢) und f(3f) die Funktion f(f) gewonnen
werden kann.
Dies liefert den

bzw.

bzw.
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Satz 3,. Sind die Gleichungen
G(z,u,0)— H(a,t)
G(v, u, )= H(2, 20)
G(u, v, t) = H(z, —21)
unabhdingig, so kann nur die aus ihnen gewonnene Funktion
z=f(t)

Lasung der Funktionalgleichung (3') sein, und diese allgemeine Losung enthdlt
hochstens eine Konstante a.

Beispiele :

L. J(x+y)+2f(x—y) = 3f(x)—y.

Losung : Aus
fO+2f(—1) =3a—t
J@O)+2f(—1t)— 3f(1)—2t
f(—0+2fQ@t)=3f(t)+ 2t

folgt
J({t) =t+a
und diese Funktion ist tatsdchlich die Losung unserer Funktionalgleichung.
2. 2f(x+p)+f(x—y) — f(x) (2e"+-e 7).
Losung :

2f(t) + f(—t) — a(2¢' +-¢)
2f(31) -+ f(—1) — f(t)(2e* + &)
2f(—1)+f(31) = f(t) (2 * + %)

woraus sich
2ett-e!
f(f)— 0“2-:5—6"3’ - ae'

als Losungsfunktion ergibt, die die angegebene Funktionalgleichung auch
wirklich erfiillt.

Es konnen offenbar auch die Gleichungen des etwas allgemeineren Typs
(3) G[f(x+y), f(x—y), (x), x, y] =0.
dhnlich behandelt werden.

Natiirlich konnen auch alle Losungsmethoden der allgemeineren Gleichung

(5) die wir in dem § 5. besprechen werden, auch zur Losung der Gleichungen
des Typs (3) verwendet werden.

§4.

Als Verallgemeinerung der Funktionalgleichung

fx+y)=fx)+y

— die durch die Substitution x — 0 sofort losbar ist und die allgemeine
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Losung

() =t+a
hat, wo a eine beliebige Konstante ist, — betrachten wir die Gleichung
(4) f(x+y) —H[f(x),)]

die ein Spezialfall der in den §§ 3,5 und am Ende des §1. behandelten
Gleichungen ist, aber gegeniiber diesen besonders einfach losbar ist.
Liosungsmethode: Wir setzen x — O und bezeichnen f(0) = a, dann wird

f(t)= H(a, 1)
Dies ist die allgemeine Losung der Gleichung (1) falls eine solche
existiert. Durch Einsetzen dieses Resultates in die urspriingliche Gleichung
iiberzeugen wir uns ob dies wirklich Losung von (1) ist, oder ob etwa (1)

iiberhaupt keine (nichttriviale) Losung hat.
Dieses Einsetzen gibt:

9 H(a, x-y) = H[H(a, x)y].

Falls also H diese Gleichung fiir ein a und fiir beliebige x,y erfiillt, so ist
f(t) — H(a, t) Losung der Gleichung (1).

Wir haben also (Vgl. auch [11]) den

Satz 4. Erfiillt die Funktion H die Gleichung (9) so hat die Funktional-
gleichung (1) eine Liosung der Gestalt

f(t) = H(a, 1)
die durch den Punkt (0,a) geht.
[f(t) = H(d, t—c)

ist eine durch den Punkt (c,d) gehende Lisung].

Ist H(x,t) auch noch streng monoton (bzw. stetig), so ist f(t) stetig und
streng monoton, und es gibt ausser den Funktionen g(t)— f(t-+ A) keine

weiteren Losungen der Gleichung (4).
Letzteres kann folgenderweise bewiesen werden: Gilt gleichzeitig

f(x+y) = H[f(x),)]

g(x+y) = H[g(x), )],
ist ferner f streng monoton und stetig, und bezeichnet f '(x) die inverse
Funktion von f(x), so wird

H(x, y) = fIf '(x)+y]
g(x+y) = H[g(x), y] = fIf "g(x)+]

und

und

d. h.
flex+y) =r"gx)+y.
Bezeichnet man

h(t)—f"g(),
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so0 wird
h(x+y) = h(x)+.
Daraus folgt, wie eingangs erwédhnt wurde

h(t) =t+ A

d. h.
g(t) = f(t+ A).
Beispiel : Die Losung der Funktionalgleichung
” f(xy) = f(x)y
is

J(x)=ax.
Auch die allgemeineren Gleichungen der Gestalt
A1G(x, Y= HIf(X), 3]
konnen so gelost werden.
Beizeichnen wir namlich G(c,¥) — G(y) und G '(¢) — g(f), so sehen
wir, dafi die Losungen nur der Gestalt

, f(t) — H{d, g (1)}
sein konnen.

Das Einsetzen dieses Resultates in die Funktionalgleichung zeigt dann
ob dies wirklich eine Losung ist, order noch spezialisiert werden muf, oder
etwa die Gleichung keine (nichttriviale) Losung besitzt.

Beispiel. Die Losung der Funktionalgleichung

f(xy) = F(x)’

ist
f) =a
§ 5.
Wir befassen uns endlich mit der ganz allgemeinen Gleichung:
®) FUfC+9), f(x—p), f(x), f(¥), X, y] = O

Ausser der am Ende des § 1 angegebenen Methode geben wir noch
drei Losungsmethoden. p

1. Wir setzen in (5) y — 0, f(0) = a, dann wird

F[f(x), f(x), f(x), a, x, 0] = 0.

Ist diese Gleichung keine ldentitdt, so kann aus ihr f(x) als Funktion von x
bestimmt werden. Also gilt der

Satz 5,. Falls es ein a gibt, fiir das die Gleichung

F(z,2,2,a,x0)=0

keine Identitdt ist, so kann nur die aus ihr gewonnene Funktion

z=f(x)
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Lisung der Funktionalgleichung (5) sein. Diese Losung enthdlt hichstens eine
willkiirliche Konstante a.
Beispiel :
Jx+y)+2f(x—y)+f(x)+2 f(y) = 4x+y.

Fiir x =y =0 wird
4f(0) =0 d.h. a=0.

Ist y=0, x <=0 so haben wir
4f(x)=4x d.h. f(x)=x
und f(x) = x erfiillt auch wirklich die angegebene Gleichung.
2. Wir setzen in (5) sukzessiv x =0,y =1¢; bzw. x—1{,y — 2f; bzw.
x=2fy=t; baw. x=0Ly=1 ¢in;
FIf(t), f(—1),a,f(2),0,1] =0
Flf30), f[(—0.f(1), f(21), 1, 2t] — O
Ff(30), f(1), £(20), f(), 2t, 1] — O
FIf2t), a, (1), f(), 1, 2] — O
und bestimmen f(f) durch Elimination von f(—¢), f(2¢) und f(31).
Das gibt den
Satz 5,. Sind die Gleichungen
F a,0:2,0.0=0
Fw,u,z,1t2t)=0
Flw,z, 0,2, 26 8)=0
Fivva, 22,1 0=0
unabhdingig und nicht identisch erfiillt, so kann nur die aus ihnen gewonnene
Funktion
z=f(t)

der Gleichung (5) geniige leisten und diese allgemeine Lisung enthdlt hichstens
eine willkiirliche Konstante a.

Beispiel. Die Losung der Gleichung
J(x+y)—2f(x—y) +f(x)—=2f(y) = y—2
wird aus dem Gleichungssystem
—fO)—2f(—t)+ a—t =—2
J@BO)—=2f(—t)+ f()—2f(2t)—2t =—2
f@O)—4f(t)+f2)—t=—2
fRH—2a—f()—t=—2
durch Elimination von f(—f), f(2¢) und f(3¢) erhalten:
3f(H)—3t—Ta — —4

floy=t+124
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und da
: f(0)=a
ist, mub
Ta—4
= e d.h. a=1,
f(t) =t+1

sein, und dies erfiillt unsere Gleichung tatsdchlich.

3. Sind weder die Bedingungen des Satzes 5,, noch die von 5, erfiillt
so kann man meist so verfahren :
Aus (5) wird mit x =y =t

Ff2t), a, (1), (1), 1, ] = O, f(t) = G[f(21), 1]

() -olro 4
Durch diese Formel kann f(l] aus f(1) = b sukzessiv bestimmt wer-
2k-} 1

den. Weiter kann dann f( l (k=0,1,2...) aus f( , i f(k+1’

rekursiv bestimmt werden, da wir f(0) = a und f( ) schon kennen. Setzen
k+1 k

wir namlich in (5) _1-7_5'4 , y:f_"’ 6 wied
P A AL AR S5 )

Damit ist f(x) fiir alle dyadische Briiche bestimmt.
Fiir nicht dyadische x wird f(x) wieder durch Grenziibergang berechnet,

usw.
Als Beispiel kann hier unter anderen, der {ibliche Losungsprozess der

bekannten [1] Gleichung
Jx+p)+f(x—y) = 2f(x) f(3)

dienen, deren Losungen f(x)— coscx und f(x)= chcx sind.
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