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Sur une propriété du nombre de diviseurs.

Par ANDRZE] SCHINZEL a Varsovie.

Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant concernant
la fonction numérique @(n), ol ®(n) désigne le nombre de diviseurs de n.

Théoréme. Quels que soient les nombres naturels h et m, il existe un
nombre naturel n> 1 tel que
_O@

O(n + 1)

DEMONSTRATION. Soient i et m deux nombres naturels donnés. Désig-
nons par ¢ le plus grand des nombres @ (i), ot i=1,2,..., h et soit k un

nombre naturel tel que 2*-' >cm, p; désignant le i-éme nombre premier, il
existe évidemment un nombre naturel / tel que

>m pour i=1,2,...,Ah

(1) Prst > h' pypy -+ pi.
Posons
(2) n="h!'pp,- pia.

Les nombres n+i, ot i=1,2,...,h sont évidlemment >i et divisibles

par i: soit i un des nombres 1,2, ..., & et soit

(©)) nti=ig'qe - ¢,

ol ¢, < qy< --+ <q, sont des nombres premiers.
D’aprés (2) on a

R i | s
nti=t -‘.-p.p-_l---p;-.;fl)

et il en résulte tout de suite que le nombre (n + i) i n'est pas divisible par
aucun des nombres p,,p., ..., pra. Il résulte donc de (3) et (1) que
G>pea >hlppy---pe dott g >h!pipy---pet1 €t puapra-- P < qu ’
donc g1 >h\ppyee Pra+qy=n-+q>n+q,>n+h!=n+h,ce qui donne

g:" >n + i. Donc, d’aprés (3)

- Ay byt Hatg

¢ >qrigst - gt = qh ,
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ce qui donne
l+1>e,4+ay+ - F+a =S

[+1+s>(ey+1)+(ey+ 1)+ -+ +(es+1).
Vu I'inégalité connue pour la moyenne arithmétique et géométrique on en
obtient d’aprés (3) (et vu que ¢, > h! =)
(4) COn +i)=O>() (e, + 1) (e,+1) - (e, + 1) =
28 [(«.+ D+(@+1)+--+ @+ D] _ c({tli@]ﬂ

S S

et

Or, il résulte sans peine du développement du bindéme que les nombres

l +— H_ croissent avec s. D’aprés s </<+41 on trouve donc

= o 21 e

D’aprés (4) on a donc @(n i) <c-2"*' et comme, d’aprés (2), @(n)>2",
on trouve

~ O(n) A e
G(n -+ i) c

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.

> m.

(Regu le 10 octobre, 1954.)



