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Uber einen speziellen Banachschen Raum.

Von KAROLY TANDORI in Szeged.

Es sei p =1 ein bestimmter Exponent und es bezeichne L) die Klasse
derjenigen Funktionen f(f)€L"[0, 1], die im Punkt x==0 verschwinden und
fiir die x = 0 ein Lebesguescher Punkt p-ter Ordnung ist, d. h. fiir die

fO©=0 und |If(t)"dt=o(h)

gelten. Die Norm einer Funktion f(f)€Lf sei
s h '1 p
If” = sup lﬁl !f(f)f"d{‘ :

0 h=1 -
0

Den Banachschen Raum L{ haben B. l. KorenBLjuM, S. G. KrRgJN und B. Ja.
LEvIN') eingefiihrt. Sie haben im Falle p > 1 die allgemeine Form der linearen
Funktionaloperation in L{ bestimmt:

Die allgemeine Form der linearen Funktionaloperation @(t) in Ll ist

1
D(f) = | f(ty¢ (1) dt,

wo fiir die mefibare Funktion ¢(t) die Bedingung
] P q ]

erfiillt ist, wo F(x) die grofite konvexe Funktion bezeichnet, fiir die

F(x) = j'-q-(r) “dt O<x= 1)
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264 K. Tandori

gilt. Die lineare Funktionaloperation @(t) hat die Norm :
1
| @[ = | [—F )" dx.
Wir werden ein analoges Resultat fiir p — 1 beweisen; diesen Fall haben
die erwdhnten Verfasser nicht eingehend betrachtet. Im folgenden werden wir
statt L5, | f]5",||@s” die einfachen Bezeichnungen Lo,|f|lo, || @0 anwenden.

Satz. Im Raum L, ist jede lineare Funktionaloperation ®(f) von der
Form

) D)= | fOp(t)at,

wo fiir die mefibare Funktion ¢(t) die Bedingung
1
) |w(tdt< ~
mit .
w(t) = wes. ob. Gr. |¢(y)| O<t=1)
t=y=sl
erfiillt ist. Es gilt ferner

®) @)= |w(bat.

BEwEls. Nehmen wir an, dal @(f) eine lineare Funktionaloperation in
L, ist. Es sei LoycL, (n=1,2,...) der lineare Unterraum der Funktionen
feL, die im Intervall [0,2 "] verschwinden. Ist feL.,, so gilt

1

[1f®1at=|flo=2" [ @) at,

a-n a=-n

und so existiert eine beschrinkte, mint Ausnahme einer Nullmenge eindeutig
bestimmte Funktion ¢,(f), so dal

D)= | fOp.(0)at

fir jede f€L.., besteht. Wir nehmen ¢,(¢f) =0 fiir t&[2 ", 1] an. Es ist klar,
daB ¢, (f) = @.(f) fiir t€[max(2™",2"), 1] fast iiberall gilt. Es sei

¢ () = sup ¢.(f) (n=1,2,...).
Die Funktion ¢ (f) ist mit Ausnahme einer Nullmenge eindeutig bestimmt und
fast iiberall endlich.
Es sei f€L, und
o), te27,1],
fl’\‘(r) ) JO, fé[zvu’ ]'.
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Fiir die Funktion f,€ L, besteht die Relation

O(f)= | f.@)g(t)at (r=1,2,..)

2

Da || fui—flls— 0(n — =) ist, so folgt daraus fiir jede f€L,:

o(f)= | ftyp(t)at.

Damit haben wir (1) bewiesen.

Da ¢(t) fast iiberall endlich ist, so ist ¥ (f) im Intervall (0, 1] endlich;
ferner ist v(f) eine nicht abnehmende, von rechts stetige Funktion. Wir
werden die Ungleichung

@ @), = [w dt

beweisen.
Wir konnen annehmen, dall

1
Jwydt <

0

ist. Es seien # >0, 1 >0 beliebige Zahlen und 0 <a <1 eine Zahl, fiir die

&

) | wtyat < :

ist. Es sei ferner O<u, < --- <u,<u.1=(a) eine endliche Zahlenfolge
und betrachten wir die Mengen

Ec=E({f)=u;a=t=1),E,=E[u, <y(t) = upn;a=t=1] (v=1,..,n).
t t

Mit geeigneter Wahl von u, konnen wir erreichen, daf die Ungleichungen

(6) Uy /tly = 141 r=1,...,n)
und
H F
(M ;_-' v(t)dt < -
bestehen. J

Offenbar ist () E,=[a,1] und E, n E.~0 (v== ). Es seien Ey,, ..., Ey,

(< --- <) diejenige der Mengen E,, die nicht leer sind. Da (f) eine
von rechts stetige Funktion ist, ist E, ein rechtsseitig halboffenes Intervall:
E,,=|e,,, 3,); ferner bestehen die folgenden Relationen: a = «,,, #,, = 1 und
@,,=48y,., (i=1,...,1—1). Es sei

vv, = max(e,,, 8,,/(1+1)) U==1l,:55 1)
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Offerbar ist 7, € E,, und

(8) Br.=(147)7s, =1 .50k
Man sieht leicht, dall das Mali der Menge
H,=E[|lo(®)|>uy, yv,=t= 5] (i=1,...,0
t

positiv ist. Nach der Definition von g,, bestent die Ungleichung »(f) = u,,

fir 8,, =t=1, und so gilt |¢(f)| = u,, im Intervall [, , 1] fast iiberall; dann

ist aber ¥(y,) = u,,, was wegen 7, €E,, der Definition von E,, widerspricht.
Es sei

sign ¢ (1) | wtyat ([ g () a@t)”, teH,,;
Ey, H,,

)=

0 sonst.

Es ist f*€L,, ferner gilt nach (15) und (17)

1 1
1 s
(©) [roea=> [voas o a—
t=1 -
(1] J-?,,‘, 0
Fiir jedes 1 =i = gilt nach (6) die Ungleichung
By,
» L, ~ g oF L]
(10) | |j‘(t)|dt=; | .,;;(r)dt( I |¢(t)|dtJ mes H,, =
0 v Ey; \H,.J_
ey O MES E;, L
< 57T BT R c 58 T
== a,, mes H,, mes H,, = (1+ ,'),;"_“.' mes H,, = (1 +n) By,

Auf Grund dieser Ungleichung werden wir beweisen, dafi fiir jedes
O<h=1

(11) |1f @) dt < +n)h

gilt. Ist 0 <h <y,, so ist (11) evident, da dieses Integral verschwindet. Ist
#y, = h =1, so erhalten wir nach (10):

By,

h

JIf @ at= [1£°@) dt = (1 +0)s, < (1 +n)h
0 I.I

Ist «,, =h<y, (i=1,...,1—1), so ergibt sich nach (10):

h i Prisy

[Ir®idt=[ifroldt= [ [f®Odt=0+n)8,<0+0ph
0 0

0
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Ist endlich y,, = h <pg, (i=1,...,1), so gilt nach (10) und (8):
% Py
| 1@ dt< | [f®]dt <A +0)8,, = A+ 0)lry = (A +0) A

L

Damit haben wir (11) vollstindig bewiesen. Also ist |f*|l, < (14 )’ Nach
(9) erhalten wir daraus:

oy
¥ okt p
0 s w — s
@D >(l+n)-!.-.| 1(f) dt ‘|

Da # und s beliebig sind, so ergibt sich (4).

Ist
1
Jw(@dt = ,

so konnen wir &hnlicherweise verfahren. Die Zahlen a und u, wihlen wir
z. B. so, dall die Ungleichungen

1
Jwdt> A, |wt)dt< g
a K,
bestehen, wo A eine beliebig grofie Zahl ist. Dann erhalten wir
@D, > A2(1+1). De A beliebig ist, widerspricht diese Ungleichung der
Annahme, daBl @(f) beschrinkt ist.

Um (3) zu beweisen betrachten wir die Funktion

Vu(f), fir w(t)=N,
| N sonst.

u(t) =
Ist feL, und | f|, =1, so ergibt sich durch partielle Integration :
1 1 1 1
(12) | F@O5(0) dt=[D @) B O]+ | D) d(—w (D)) = | td(— (1)) =hl'rv(r) at,
nach der Annahme ist ndmlich U

D) — | fO)dy =t.

Fiir N— oc erhalten wir aus (12)

1‘ 1. 1‘ 1_
(13) | | 70y 9(t) dr\ = [If®)19)dt = [ 1f@) vty at = [wdt (feLo, | flo=1),

also ist
1
@, = | () dt.
(1]

Nach (4) ergibt sich daraus (3).
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Nach (13) ist es klar, daB die Funktionaloperation (1) in L, linear ist,
wenn die Bedingung (2) erfiillt ist. Damit haben wir unseren Satz vollstindig

bewiesen.
Aus diesen Satz folgt mit Hilfe einer bekannten Methode®) der Satz

von D. K. FADDEJEV?):
Dafiir, daf die Relation

1
lim | £(f) @.(t) dt — £(0)
fiir jede solche Funktion f(t)eL[0,1] gilt, fiir die x = 0 ein Lebesguescher
Punkt ist, ist notwendig und hinreichhend, daf die Beziehung

lim | g.(t)dt =1

"= o 6

fiir jedes feste r, (0 < n = 1) besteht und fiir jedes n
1

| wnltydt < M(< )

gilt, wobei
v, (f) = wes. ob. Gr. |¢,.(y)| O<t=1)
t=y=l

bedeutet,

(Eingegangen am 28. Oktober, 1954.)
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