Uber durch Sturm-Liouvillesche Differentialgleichungen
charakterisierte orthogonale Polynomsysteme.

von L. FELDMANN in Budapest.

§ 1.

Diese Arbeit befalit sich mit dem Problem, welche orthogonale Poly-
nomsysteme durch linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung — genauer,
durch eine von einem Parameter abhdngige Folge derselben — charakterisiert
werden konnen.

Nach den Abhandlungen [2] und [3] von S. BOCHNER und W. BRENKE
und dem Handbuche [4] von E. KAMKE kann iiber dieses Problem, folgendes
festgestellt werden.

Es seien p,, p, und p, beliebige Polynome nullten, ersten und zweiten
Grades und 4, 4,, 4, die zu ihnen gehtrenden Eigenwerte. (Im Allgemeinen
bedeute p, ein Polynom n-ten Grades.) Eine notwendige Bedingung dafiir,
daf die Gleichung
(1.1) Qy'+Ly+Ky=2iy
Losungen p,, p, und p, besitze, ist, dab Q ein Polynom hochtens zweiten
Grades, L eines von genau erstem Grade und K eine Konstante sei. Aulier-
dem ist fiir die Existenz einer Losung p,

12 bn=~A—K=an-(n—1)4ean
notig; hier bedeutet @ den Koeffizienten von x* in Q und « den Koeffizien-
ten von x in L. Im Weiteren werden wir zwei Umformungen brauchen:

1. Die Gleichung (1.1°) geht nach einer linearen Transformation und
der Einschmelzung der Konstanten K in 4 in

(1.1) (ax’+bx+c)y”" +xy =4y
iiber. Es ist dann
(1.2) A=an(n—1)+n.

Im Folgenden wird mit Q der Koeffizient von y” in (1.1) bezeichnet.

2. Die zur Gleichung (1.1) gehorende selbstadjungierte Differential-
gleichung ist

(1.3) (0Qy) =4ioy
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mit
1 i
1.4 =g —dx.

Indem wir namlich (1. 1) mit (1.4) multiplizieren, erhalten wir (1.3).-
In den genannten Arbeiten wird bewiesen, dall wenn die Bedingungen:

a) der Koeffizient 0 Q hat zwei verschiedene Nullstellen. Diese seien a
und b, wo eine, oder auch beide auch -+ o sein kOnnen, falls dann auch
lim x*Qo = 0 besteht;

b) o ist im Intervalle (a, b) integrierbar;

c) es existiert eine Folge {4,} von Eigenwerten, so dall zu Z, eine
Polynomldsung genau n-ten Grades gehort;

erfiillt sind, dann besteht die Orthogonalititsbedingung

b
J gp.-p;-dx =0.

Die Verfasser der genannten Arbeiten gelangen schliefilich zum interes-
santen Ergebnis, dall das Losungssystem {p.} der Gleichungen (1.1) bzw.
(1. 3) eines der klassischen Systeme der JacoBischen, LAGUERREschen und
HerMITEschen Polynome ist.

Auf Grund dieser Ergebnisse sprach J. AczéL in seiner Arbeit [1] fol-
gende Vermutung aus:

Besteht die Bedingung c) und ist das System {p,} orthogonal mit einer
im Intervall (¢, d) nichtnegativen Gewichtfunktion s(x), haben wir also

da

| Sp,-p;-dx — 0
so kann das Polynomsystem {p,} nur eines der klassischen Systeme sein,
unabhdngig davon, ob die Bedingungen a) und b) erfiillt sind.

Diese Behauptung scheint sich im ersten Augenblicke kaum von den
in E. KAMKE's Werk enthaltenen Ergebnissen zu unterscheiden. Eine Unter-
suchung auf Grund von (1.4) der Frage, fiir welche Q die Bedingungen a)
und b) erfiillt sind, zeigt aber, daf diese sehr streng sind und so die Ver-
mutung von |. ACZEL weit {iber die bisherigen Ergebnisse hinausgeht.

Bei vielen Problemen der theoretischen Physik ftritt die Aufgabe auf,
das System der Eigenwerte, bzw. der Polynomeigenfunktionen einer Gleichung
von der Form (1.1) zu bestimmen ([5]). Es ist auffallend, daf diese — falls
sie existieren — immer JAcoBische, LAGUERREsche oder HERmITEsche Poly-
nome sind, ohne dafl die Bedingungen a) und b) vorgeschrieben wiren. An
Stelle dieser finden wir Bedingungen fiir die physikalischen Konstanten, die
in der Gleichung eine mittelbare oder unmittelbare Rolle spielen.
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Die Charakterisierung der klassischen orthogonalen Polynome durch die
Gleichung (1.1), ohne besondere Bedingungen, liefert eine mathematische
Begriindung dieser Erscheinung.

Diese Arbeit geht von der bisher nicht beriicksichtigten Tatsache aus,
dab falls Polynome p,, p, und p. angegeben werden, dann existiert — abge-
sehen von einer Konstante — nur eine Gleichung (1.1) bzw. (1.3), deren
Losungen — bei entsprechenden 4,,4, und 4, — p,,p, und p, sind. Aus
dieser Beobachtung entspringt sofort der Gedanke, ausschliefilich aus den
Eigenschaften von p,— daBl dieses namlich einerseits Losung von (1. 1) bzw. (1. 3)
ist, andererseits gewisse, aus den Orthogonalitatsbedingungen entspringende
Eigenschaften besitzt — die Existenz (oder die Nichtexistenz) weiterer Lo-
sungen p, zu beweisen und zu ermitteln, welchem Orthogonalsystem p,
angehort. Im ersten Teile dieser Arbeit wird die Vermutung von J. ACzEL
unter der Bedingung 4 > 0 bewiesen, (diese Bedingung wird durch die vorher
erwdhnte Rolle der physikalischen Konstanten plausibel gemacht). Im zweiten
Teile zeigen wir, da’ unter ausschlieBlicher Voraussetzung der Infegrierbar-
keit von ¢, ohne die Bedingungen a) und c), als Losungen von (1.1) bzw.
(1. 3) nur die drei klassischen Polynomsysteme auftreten.

§ 2

Wir beweisen den folgenden

Satz 1. Es seien p,, p, und p, Polynome nullten, ersten, bzw. zweiten
Grades. Es seien diese Losungen von (1.1) bei nichtnegativen Eigenwerten
Aoy by Ay sie sollen ferner der Rekursionsformel
2.1 p,= (x—a))p,— A:p, A, >0
geniigen.

Es soll weiter eine unendliche Reihe von positiven Eigenwerten existieren,
so dap die Gleichung (1.1) — als Fortsetzung von p,, p, und p, — die Poly-
nomlosungen p,ps,..., P, ... genau dritten, vierten, ... n-ten Grades besitzt ;
dann sind diese — von linearen Transformationen abgesehen —

JacoBische Polynome, wenn Q quadratisch,

LAGUERREsche Polynome, wenn Q linear, und

HERMITESche Polynome, wenn Q eine Konstante ist.

BEMERKUNG. Zu einem jedem Tripel p,, p,, p. von Polynomen kann ein
Zahlenpaar «,, A, gefunden werden, so dafi die Formel (2. 1") gilt. Sind p,, p,
und p, orthogonal mit einer nichtnegativen Gewichtfunktion so kann A, nur
positiv sein. (Siehe z. B. G. SzecO [6), p. 41.) So folgt die Formel (2.1')
aus der Orthogonalitit von p,, p, und p,, aber umgekehrt nicht. Sie stellt
also eine schwichere Voraussetzung dar.
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BeEwels. Wenn fiir ein beliebig grofies n, 4, >0 gilt, so haben wir nach
(1.2) an(n—1)+n>0, und weiter a > — H—L— fiir beliebig groBe n; dies

ist nur im Falle @ = 0 moglich; im Weiteren kann a = 0 angenommen wer-
den. Die Losungen p,, p, und p, der Gleichung (1.1) konnen — abgesehen
von konstanten Faktoren — nur die Folgenden sein

(2.2) Pl P=% PRty
andererseits nach (2.1")

2.1) ps=X'—a,x—A, A, > 0.
Ein Vergleich von (2.2) und (2. 1) ergibt

(2.3) c<0, da a =0 ist.

Wir zeigen nun aus (1.4) Folgendes:

ist Q quadratisch, so ist ¢ die Gewichtfunktion der JacoBischen Poly-
nome, ist Q li-ear, so ist » die Gewichtfunktion der LAGUERREsche Poly-
nome, ist schlieflich Q eine von Null verschiedene Konstante, so ergibt die
Ausrechnung von ¢ aus (1.4) die Gewichtfunktion der HErMmITEschen Poly-
nome.

Es wird unmittelbar ersichtlich sein, dafi die erhaltenen ¢ und oQ die
Bedingungen a) und b) im § 1 erfiillen. Damit wird der Beweis unserer Be-
hauptung fertig sein.

I. Q ist quadratisch. Dann hat Q im Falle a =0 zwei verschiedene
Nullstellen, welche durch die Nullstelle x=0 von p,= x voneinander ge-
trennt sind. Dies kann durch unmittelbare Berechnung der beiden Nullstellen
« und & von Q eingesehen werden, falls wir beriicksichtigen dafl die Diskri-
minante, nach (2. 3), 6°—4ac > b* ist. Nun haben wir
X X = PN B
o T Y U Ry ok vees)
hier sind A und B Konstanten; « und # sind Nullstellen von Q mit ver-

schiedenen Vorzeichen. Daraus und aus (1.4) folgt
1 B

—-1 -==1
e=(x—a)* (B—x)
und dies ist die Gewichtfunktion der JacoBischen Polynome falls

(2.4)

(2.5) i—1:~~»—1 —E—I:w—l
a a
bestehen. Nach (2. 4) ausgerechnet, erhalten wir
« g
— | . B = —————
4 a—p3’ a—g’
und daraus folgt — da « und 2 verschiedene Vorzeichen haben — A >0

und — B > 0. Daraus aber folgt (2.5) unmittelbar.
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II. Q ist linear. Nun haben wir

x _Js___i[,_
Q bx+c b

1
x

und o= (bx+c) * et .

c
bx+c

Wegen (2. 3) ist ¢ < 0, daher _‘g‘? —1>—1 und so ist ¢ die Gewichtfunk-
tion der verallgemeinerten LAGUERREschen Polynome.

II. Q ist eine Konstante. Es ist

o=—e2 mit c<0,

wovon wir uns durch eine dhnliche Rechnung iiberzeugen konnen, wie in den
beiden anderen Fillen. Wie bekannt, ist diese Funktion die Gewichtfunktion
der HErmiTEschen Polynome. Zum Schlufl sei darauf hingeweisen, daB Q =0
wegen (2. 1) bzw. (2. 3) unmdoglich ist.

Damit ist der Beweis beendet. Es soll noch darauf hingewiesen werden,
dali die wesentliche Bedingung a =0 war. Wegen (1. 2) folgt daraus schon
4, >0 und die iibrigen Feststellungen. Diese Tatsache ist erwdhnungswert,
da so aus dem vorstehenden — eigentlich aus der unmittelbaren Ausrech-
nung von o bestehenden — Beweise schon hervorgeht, dai wir als orto-
gonale Polynomldsungen von (1. 1), ohne besondere Nebenbedingungen, nur
die klassischen Polynome erhalten falls Q vom ersten oder nullten Grade ist,
weil dann schon urspriinglich a =0 war.

§3.

In diesem § werden die orthogonalen Polynomsysteme untersucht, die
Losungen der Differencialgleichung (1. 3) sind, unter Voraussetzung der (evtl.
uneigentlichen) Integrierbarkeit von o(x).

Im §1. wurde — auf Grund der dort erwdhnten Arbeiten [3] und [4]
— folgendes festgestellt:

hat oQ zwei verschiedene Nullstellen, a und b, und ist o im Intervalle
(a, b) integrierbar, so ist ein die Gleichung (1.3) bzw. (1.1) bei einem
gegebenen Eigenwertsystem {4,} befriedigendes Polynomsystem mit der
Gewichtfunktion ¢(x) orthogonal; und zwar ist es eines der drei klassischen
Polynomsysteme : der Polynome von JAcoBI, LAGUERRE oder HERMITE.

Es liegt nun der folgende Gedanke nahe: Versuchen wir zu beweisen,
daf oQ zwei verschiedene Nullstellen hat, unter der Bedingung, dall ¢
integrierbar ist und daB die Losung zweiten Grades p., der Differential-
gleichung (1.1) bzw. (1.3) zwei verschiedene Nullstellen hat. (P, muf
zwei verschiedene Nulistellen haben wenn es einem orthogonalen System
angehoren soll.)
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Satz 2. Es sei in der STURM—LiouviLLEschen Differentialgleichung (1.1°)
bzw. (1.3) o im Endlichen integrierbar (im eigentlichen oder uneigentlichen
Sinne), und die Gleichung soll Polynomlisungen nullten, ersten und zweiten
Grades besitzen. Sind dann die Nullstellen der Polynomlisungen zweiten
Grades reell und verschieden, so ist die Gleichung (1.1°) bzw. (1.3) die
Differentialgleichung JACOBI's, wenn Q quadratisch, LAGUERRE's, wenn Q
linear und HERMITE's wenn Q eine Konstante ist.

BeEwels. 1. Ist Q ein Polynom hochtens zweiten Grades, so sieht man
aus (1.4), dall ¢ analytisch ist bzw. hochstens an den Nullstellen von Q
unendlich werden kann. Andererseits ist o nur dann zwischen den Grenzen
a und b integrierbar, wenn es in seinem Unstetigkeitspunkte S im Intervalle
(a, b) so unendlich wird, daB (x—s) Q(x) an dieser Stelle schon endlich ist.
Diese beiden Feststellungen zusammen sagen aus, dab oQ in jedem Inter-
valle analytisch ist, wenn die Integrierbarkeit von o besteht.

2. Aus dem spiter zu beweisenden Lemma folgt, dal oQ genau zwei
Nullstellen hat, wenn die Losung p, von (1.3) zwei verschiedene Nullstellen
hat. So mull — den schon in § 1. festgestellten Tatsachen gemifi — p, zu
einem der drei klassischen Polynomsysteme gehoren.)*

3. Schlieilich zeigen wir, daB nur eine Gleichung der Gestalt (1.1)
bzw. (1. 3) existiert, die ein gegebenes p, zur Losung hat. Dies bedeutet zu-
gleich, dafl die Gleichung (1.1) bzw. (1. 3) eine JacoBische, LAGUERREsche,
oder HERMITEsche Gleichung ist, je nachdem, welchem klassischen Systeme
p. angehort. Dies kann folgenderweise bewiesen werden :

Jedes Polynom nullten bzw. ersten Grades kann durch eine lineare
Transformation auf die Form 1 bzw. x gebracht werden. So befriedigt es
offenbar (1.1) unabhdngig von der Wahl von Q. Soll p, eine Losung sein,
so mulb

i 2 ;
= - [p—xpi]

bestehen ; dies ergibt sich aus einer unmittelbaren Rechnung. Diese Formel
zeigt zugleich, dall in den Nullstellen von p, Q=0 ist.
Nun besprechen wir das in 2. benutzte Lemma und dessen Beweis.

LEMMA. Es sei A==0 eine Konstante, o, Q und y stetig differenzierbare
Funktionen (o kann in den Nullstellen von Q Unstetigkeitspunkte besitzen)
und es bestehe zwischen ihnen die Relation (1. 3). Sie sollen auferdem folgende
Bedingungen erfiillen :

I. y soll wenigstens zwei Nullstellen haben. Es sei a, die kleinste b, die
grofte. In diesen Punkten sei Q ==0.

*) In der Abhandlung [3] zeigt W. Brenke, daBl bei Erfiillung der Bedingungen 1. und
2. in § 1., ¢ die Gewichtfunktion einer der drei klassischen Polynomsysteme ist.
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Il. Scmtliche Nullstellen von y’ sollen in das Intervall (a,,b,) fallen und
|y soll fiir x— + o iiber alle Grenzen wachsen. Aus den Bedingungen l.
und 1. folgt, dafi entweder o0Q genau zwei Nullstellen ausserhalb des Inter-
valles (a.,b,) besitzt, und das Intervall (a.,b,) zwischen ihnen liegt, oder
gibt es ausserhalb von (a.,b,) genau zwei Intervalle, in denen oQ=0 gilt
und liegt (a,,b,) zwischen diesen. Eine, oder beide der Nullstellen kinnen im
Sinne 0Q — 0 fiir x— oo auch im Unendlichen liegen.

BEwEls. Erst zeigen wir, dal die Funktion rechts von der Stelle &, an
hochtens einer Stelle oder in einem einzigen Intervalle verschwindet. Nehmen
wir namlich an, dafl es mehrere solche Nullstellen gibt; wir bezeichnen zwei
aufeinander folgende mit d, und d,. Diese sind zugleich Nullstellen der an
der linken Seite von (1. 3) stehenden Funktion

3.1) 0Qy'.

Nach RoOLLE’s Satz mufi Zey, als Derivierte von (3. 1), in (d,, d,) wenig-
stens an einer Stelle verschwinden. Wegen y==0 rechts von b,, mufi an
dieser Stelle ¢ =0 sein; daraus folgt, daf (3. 1) dort Null wird; und dies
widerspricht der Voraussetzung, das d, und d, aufeinander folgende Null-
stellen sind.

Es kann aber 0eQ==0 in (d,,d.,) vorkommen.

Nun beweisen wir die Existenz einer Nullstelle. Ist an der Stelle b,
0Q =0, so haben wir nichts zu beweisen. Es sei also oQ==0; dann ist
0==0; und da die aus den linear unabhdngigen Losungen y, und y, der
Gleichung (1.3) gebildete Wronski-Determinante an der Stelle b, nicht ver-
schwindet, so muf hier y < O bestehen.*) Daraus folgt, daf an der Stelle
b, auber (0Qy’) — 0 (wegen y(b,)=0) auch

(0QY)" =dey +i0'y+0
gilt, und so hat die Funktion (3.1) an dieser Stelle b, einen Extremalwert.
(4 =0 wird ausgeschlossen, da dies nur die triviale Losung y — 0 geben wiirde.)

Dieser Extremalwert ist fiir positive Funktionenwerte ein Maximum und
im Gegenfalle ein Minimum. Es mufi ndmlich zwischen b, und der b, un-
mittelbar vorhergehenden Nullstelle von y, wenigstens eine Nullstelle von )’
liegen. So kann immer ein Intervall (c, b,) gefunden werden, an dessen unterer
Grenze (3. 1) verschwindet, und in dessen Punkten die Funktion monoton ist.
Ist die Funktion an der Stelle b, positiv, so nimmt sie bis dort monoton zu
und hat ein Maximum. Im Gegenfalle nimmt sie monoton ab und hat ein
Minimum.

*) Es ist bekannt, daf iiberall, wo der Koeffizient von y”’: ¢Q + 0 ist, auch

"':.'yf‘ == 0 gilt. An einer solchen Stelle kann bei y, =0, y'; = 0 nicht bestehen, denn scnst
1 ya|
wiirde die Determinante verschwinden. So muff in unserem Falle an der Stelle b, y =0 sein.
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Das Verhalten der Funktion (3. 1) rechts von b, kann eines der Folgenden
sein (wir behandeln nur den Fall des Maximums, das Verhalten rechts von
der Stelle des Minimumwertes kann entsprechend untersucht werden):

A. (3. 1) wird monoton abnehmend unendlich. Dann muli sie an einer
Stelle verschwinden ; dies kann nur fiir Q=0 eintreten, denn wegen Bedin-
gung II. ist rechts von b, " == 0.

B. (3. 1) nimmt monoton ab, aber bleibt iiber einer positiven unteren
Schranke. Dann gilt ¢Q — 0 fiir x— o, da wegen unserer Bedingung II. )’
fiir x— oo nicht beschrdnkt bleiben kann.

C. Die Funktion ist nicht monoton. Dann hat sie wenigstens eine Extre-
malstelle. Da rechts von b, y==0 gilt, ist dort o= 0 und damit ¢ Q =0.

Der Beweis hinsichtlich der Nullstellen links von a, geschieht dhn-

licherweise.
Herrn Professor J. AcztL mochte ich fiir seine kritischen Bemerkungen

an dieser Stelle meinen Dank aussprechen.
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