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Remarques algébriques sur la solution donnée par
M. Fréchet a I’équation de Kolmogoroff.

A Monsieur Professeur Laszlé Kalmar & I'occasion de son 50iéme anniversaire.

Par J. ACZEL a Debrecen.

A. N. KoLMOGOROFF [1], [2]") a introduit pour la probabilité des événe-
ments en chaine dans le cas inhomogéne les équations fonctionnelles

(1) pa(s, u) = r pi(s, t) pi(t, u) (s=t=ud)
(2) 2 pis =1

dont la premiére exprime, qu'un objet (particle, systéme) qui s’est trouvé au
moment s dans I'état E; et qui arrive au moment u dans I'état E. doit étre
au temps intermédiaire { dans un des états possibles E; et le deuxiéme
affirme, qu’il doit passer au cours de lintervalle (s,t) de I'état E; dans un
des états possibles E;.

On voit immédiatement que I'équation (1) se laisse présenter dans la
forme
(1) P(s, ) P(t, u) — P(s, u)
ot P(f, u) = (p;(t, u)) est la matrice des probabilités.

B. HosTinNsky [1], [2] a donné la premiére solution de cette équation
au moyen d’une expression contenante une série infinie d’intégrales multiples.

M. FrecHeT ([1], [2], [3]; A. TORTRAT [1]) a trouvé la solution conti-
nue resp. réguliére la plus générale de I'équation (1) dans une forme beau-
coup plus simple et il a aussi examiné les restrictions qui entrent si 1'on
prend en considération aussi I'équation (2).

Dans cette note (qui a pris sa naissance sans connaissance des résul-
tats de M. FRECHET) aprés avoir reformulés ces résultats dans une forme
peut-étre un peu plus forte et aprés les avoir appliqués aux procés composés
de PoIssoN (voir L. JANOssY, A. RENYI, J. ACZEL [1], J. AczeL [2], A. RENYI[1]),
nous voulons examiner aussi le cas singulier. Ceci nous donne l'occasion de
formuler une forme de la condition de compatibilité des équations linéaires
inhomogénes qui nous semble de n’étre pas assez genéralement connue.

1) Les nombres en paranthéses se rapportent a la Bibliographie a la fin de la note.
D3
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Nous nous bornerons au cas d’'un nombre fini d’états possibles; une
remarque de M. FRECHET [4] montre comment les résultats de ce genre
peuvent étre étendus au cas dénombrable.

A la fin de la note nous résolvons I’équation fonctionnelle

Jx,») o f(p,2) = f(x,2)

dans des groupes générales et nous montrons inversement que [I'existence
d’une solution assez puissante de cette équation entraine que I'opération o
satisfait aux axiomes de groupe.

§ _l_.
M. FrecHet ([1), [2], [3]) a démontré, que si les fonctions p,;(t, u) sont
,sii=/j
continues et p;(f, 1) = d;; = : 0. si ‘._._::. alors la matrice P(f, u) est réguliére.

Nous nous occuperons dans ce § avec le cas des matrices réguliéres.

Théoréeme 1. Si

(1) P(s, f) P(t, u) — P(s, u) @=s=t=u)
c’est a dire

(1) 2P, 0 Pty @) = pi(s, 1)

et

) P(s, 1) = |pi(s, )| ==0 (a=s=1)

sont remplis pour s-—a et pour t, u arbitraires, alors P(s,t) est réguliére et
(1), (3) sont aussi satisfaits pour tous les s quelconques;
P-’J(rr t) = dr’j

[P(, t) = I, matrice unité] et la solution réguliére la plus générale de (1')—(1)
est

4) P(t, u) = 11(t) " 11(u)

ou ce qui revient au méme

(4) Pty u) = X Ii(t) 72 (a)
-

oit 11(f) est une matrice réguliére des fonctions arbitraires wt;(f), 11(f) ' est
la matrice inverse de I1(t) et 11,;(f) est le mineur algébrique de I'élément :t;({)
divisé par le déterminant | 11(t)| — |t;(f)|.

DEMONSTRATION. Si nous envisageons I'équation (1°) avec s— a et mul-
tiplions avec P(a,f)' de gauche (cette matrice existe, étant que P(a,t) était
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supposée réguliére), nous obtenons
P(t, u) = H(t) " 11 (u)

aprés avoir introduite la notation /I(f)= P(a,t) et c’est la formule (4') cher-
chée, qui est équivalente a (4). P(t,t)= II(t) "1I(f)=1 est aussi immédiat.
Inversement si P(f, u) est de la forme (4'), alors (1°) est satisfait pour des s
arbitraires :

P(s, t) P(t, u)y= H(s)" LI HT(t) " 11 (u) — 11(s) " 11 (u) — P(s, u)
e.-0. 5 4

Remarques. 1. Comme M. FRECHET I'a montré (p. e. [3] pp. 224—225,
228) la restriction a=s n’est pas essentiel dans le cas régulier et la restric-
tion s=17=u non plus.

2. Notre théoréme peut étre appliqué a I'équation

.
Pi(s, u) = ;ﬂ pi(s, t) pii(t, u)

du proceés composé de PoissoN (voir L. JANossy, A. Renyl, J. Aczel [1],
J. AcziL [2]) en posant

\pi-i(t,u) sij=i,

Pilb )=, sij<i
Ceci présente des matrices de la forme
Do Ps "~ Pu
0 pnpl = pr 1
0 0 ptl' pl-i 5
000 - p,

et on voit immédiatement que les produits et les inverses des matrices de ce
type sont de la méme forme.
On obtient ainsi comme solution la formule

:
pilt, u) = 2 Ti(t) ;.4 (),

k=0
ot les fonctions :7,(u) sont arbitraires avec la seule restriction (1) ==0 et

() () - o (8]
() e, (B) -+ e (f)

m@ =D [0 () o mal)

II(.([) — :,[“(t k+1 * | _____________

_l_
“1,(f)’
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P. e.

_ (Y ay(u)— () 4 (8) 70 (1) + [0 (8) — () e (D)) 7w (1)
Ps (t: u ) — o _«"Tn (f)* =

- :-T.,(u)[:-rg(u)_:-’rl(!) o1, (u) [:fr,(!)‘ 2__:@(!)
(1) | (1) w(t) () " \mo(t)) ()

— eL)-Lit) = C(u)—Cu(t) + [C, (l!); C () E

avec les notations

L@ =logm(). G0 =50, =20 750

en plein accord avec la formule (1,) p. 221. dans la note de ]. AczeL [2].
Si l'on calcule tous les p; succesivement on a par induction la formule
(1) p. 220 du travail cité et, en prenant encore

D' pit,u)=1 et p;(t,u)=0
=0

en considération, on voit qu’on peut faire

@®

2 w(t)=1 et () =0,

J=0

d’oli aussi la formule
2 [C)—CiO) = L(O—L(u)

(voir ibidem) suit aisément.

Théoréme 2. Pour que

(8)) JZPE;‘(S’ Dpi(t, u) = pa(s, u) (a=s=t=u)
Np e

(2) T.P-,;(S»f) 1 G i ED

(3) (s, t)|=5=0

soient satisfaits pour s=a il faut et il suffit que

(5) : 7ty (t) = g == constant

(les -t ;(t) peuvent étre Jc!wu’.s'is toujours de sorte qu'il soit g. — 1) dans
() Pot ) = 2 Ti(t) =t ()

et alors (1), (2), (3) restent vrais pour tous les valeurs possibles de s.

DEMONSTRATION. En vertu du théoréme 1, nos suppositions entrainent
pi(t, u) = ; I (t) 7t (1)
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et en substituant cette formule en (2) avec s= a nous obtenons
] == ; pia, t)= ; ,2' 11,:(a) 7wy (t).

Nous multiplions ces équations avec :t;(a) et nous sommons par rapport a
'index i:

\; mi(a) = 2. o > (@) i(a) 7t (t) = ,Z":Z Ot (t) = ; ;i (t)

donc Z st;(t) est constant en accord avec notre assertion.
J

Réciproquement si 2 7ty () est constant pour chaque k, c’est a dire si
J

; i (1) == JZ 7015(S)

2 Pl )= 2 2 ()5 (t) = 2 [1hi() 2 715 (0)] =
: ;[m.(s)z ()] = 2 2 ()5 (5) = 20y = 1

d’oit (2) est satisfaite pour toutes les valeurs possibles de s et ¢, c. q. f. d.

alors

§ 2.

Dans le cas ou la fonction | P(a, s)| = | 71(s)| a des racines, mais | I1(t) =0,
toutes les considérations du § précédent restent valables.

Avant que nous traitions le cas ot la matrice /I(#) est singuliére, nous
observons, que pourque I’équation
(6) AX=B8,
ol la matrice A est singuliére, admette une solution X, il faut et il suffit, que
la condition de compatibilité soit satisfaite. Une forme généralement connue
(voir p. e. R. ZURMUHL [1]) de cette condition est que les matrices A et (A B)
soient du méme rang. Une autre forme plus explicite de la condition de
compatibilité peut étre obtenue ainsi:

Nous désignons par r le rang de la matrice A, par A' le mineur différent
de zéro d’ordre r et nous regardons la partition suivante de cette matrice

Avsq?
AZ(AF A"‘
et des matrices
% X1] & B
X—{Xa,’ B=(g)

(X, B, ont r lignes). Ainsi nous avons

0 (i; j:] (i] = (gﬁ‘]-
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Nous multiplions cette équation de gauche avec la matrice
I 0
— A A 1,
(O est une matrice nulle, les I sont des matrices unités) différente de zéro,
laquelle n’altére pas le rang du multiplicande, parce qu’elle a des 1 dans la
diagonale principale et des O & un coté de cette diagonale (cf. A. C. AITKEN
[1]). Ainsi nous obtenons

(f:; —Af(A’;l':'i'A“JrA‘) :ﬁ]:[—m(ﬁ) ‘B1+Bz]'

Mais, comme nous l'avons observé, la nouvelle matrice

Al A3 )
0 —A2A) A+ A

1 3
doit étre du méme rang r que ‘j ::4) ce qui n’est possible que si

—AX(A) A3 A =0.
(A. C. AITkeN [1]). Ainsi nous concluons, que
AL A8 'X{) , B, )

0 0)\Xy) \B,—A2(AY'B,,

(#5575 b

d’oui la condition de compatibilité prend la forme plus explicite (peut-étre
moins-généralement connue) :

(8) B:— A2(A") ' B..
En méme temps nous voyons, que si cette condition est remplie, alors la
solution de (6) est
) Xi=(AY)" (Bi—A*Xy).
ce qui était évident déja de (7). Il est immédiat, que si (8) est rempli, alors
(9) satisfait a ’'équation (7):
A A3] [(A‘)"(Bl—A“X.'))_[ B, )z l'Bl)
A A4S Xs ]~ \A2(A) ' By 4+ (— A2(AY) ' A A% Xe, B:)"

Aprés ces préparations nous avons le

Théoreme 3. Si les équations

(1) Zl,p.-_;(s, 1) piu(t, 1) = pa(s, u) (G k=1,2,...,n;s=t=u),
J:

cest a dire

(1) P(s, t) P(t, u) = P(s, ),
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sont satisfaites pour s= a et pour tous les t, u possibles et si P(a,t) == 1I(t)
est une matrice singuliére du rang r dont Il(t) est un mineur différent de
zéro d’ordre r

(@) @) (1)
t HU)_‘H”(r) ) '(”ﬂ(’)'
£

Py(t, u)
P(t, u)= 'l[)‘:(f, w)

alors
(10") Pu(t, u)= 11" () I(u)— 11" (t) ' 11" (t) Pu(t, u)
et

rang (/I(t) Il(u)) - rang 1I(t)
ou ce qui revient au méme
(1) Ho(u) — I () 1 (¢) " 1 (u)

[11°(t) 11" (t) " 11, (u) est indépendante de t] c'est a dire [I1)(t) est dans 11'(t)
le mineur algébrique de :v;(t) divisé par 11'(t)]:

(10) pi(t, u)= > ITi(t) | 0 (@) — > tin(t)Poi (t, 1)
kel N = 1 J

r+

(o= 1,2 s F; o1, 2 c005'0)
et

”

(11) Twi(U) = 2, -:; i () T1:() 2005 () = fus (1, 1)

(j e :J. -']—-I: [

[fni(t, ) est indépendante de t).
Si nous avons encore

iy vy ity MY, oo N)

(2’) __-E;p.;,-(!, )==1 (i=12,....r; t=u)
£
alors
(12) 2 mi)= )+ > D Wm(®)pmit, 0)=g(t,u) (=1,...,7)
J=l =1 J=1 m=rl

[g:(t, u) est indépendant de t].
On voit avec les notations
P(a,t)=1I(t)=A, P(a,u)=II(u)=B, P(t,u)= X,

que (8) resp. (9) donne (11’) resp. (10°), qui sont équivalentes a (11) et (10).
Aussi rang (A B)=rang A donne:

rang (Z1(t) 71(u)) = rang 1I(t).
D’autre part si 'on substitue (10) dans (2’)

] Z pi(t, u) = _\: E 11;; (t) |70 () — :.:? () Pus (8, H)}’
=1 = k= ; m=r+1
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alors en 'multipliant avec :t(t) (I-—1,2,...,r) et en sommant par rapport
a ¢ on obtient

II n

_.'\'_‘: .'rh'(f) e ) TJ',« (H)‘—-' - ‘-/_: Tim (f)p n_y({ H)
= J

;_. =1 k=ri

et cette équation est équivalente a (12),c. q. f. d.

Théoréme 4. Si II(t) est du rang r et Il'(t) est un de ses mineur
différent de zéro, alors (10°) et (11’) entrainent
(13) 11(t)P(t, u) = Il(u).
Si encore II(s) a le méme rang et le mineur correspondant IT'(s) est différent
de zéro, nous avons

(14) T (s)P(s, t)P(t, u) = I1(s)P(s, u) (s=t=o0)
D’autre part (10) et (12) entrainent (2’).

DEMONSTRATION. Comme nous avons vu dans la premiére partie de
ce §, (10") et (11") entrainent

(13) [1(t) P(t, u) = Il(u).
De méme
(15) [1(s) P(s, t) = II(t)

Si nous multiplions (15) avec P(f,u) de droite en prenant aussi (13) en
considération, nous avons la formule (14) cherchée.
De (10) et (12) on obtient

n
_1

S putn) = ZO| S w3 3 ) i) =

J' =1 m=r+

n H

=2 It 2, :-ru(r)+.‘., 2 ton(t) pui(ty 1) — ‘ z T (1) P (8 u)]—x

k=1 i=1 J=—1 m=r4
(:': 08
6.q. k4

83

L'équation (1°) et sa solution peuvent étre géneralisées largement a des
variétés algébriques :

Théoréme 5. Si l'ensemble A forme un groupe sous ['opération o,
alors I'équation fonctionnelle
(16) f(x,3) 0 f(3,2) = f(x,2)
(oit x,y et z sont éléments d’'un ensemble B) a toujours une solution.

La solution générale de (16) est

f(X, }') — l}'(X)O ¢ (}’)”l
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De plus, si A est un groupe et (16) est satisfait pour un z — « et tous les
x,y de B, alors il reste vrai aussi pour tous les z € B.

DEMONSTRATION. Nous écrivons (16) avec z -«
f(x!y) Df(y’“): f(x' “)

et en désignant f(x,«)— ¢(x) nous multiplions cette équation avec l'inverse
¢(y) ' de ¢(y) ce qui nous conduit a

f(x,y)=9@)c¢()!
et c’est ce que nous avons voulu montrer.

Inversement, si f(x,y) est de cette forme, alors, A étant un groupe sous
I'opération o, nous avons

fx,p) o f(2)=g(x)og(1) o g(¥) o g(2) ' = f(x,2)
gk d.
Cependant la possibilité de résoudre I’équation homogéne analogue a (16),

J(x) o f(y) = f(x+),

est caractéristique aux groupes continus a une dimension (voir p.e. L. E. ].
BROUWER [1]). Le théoréme 5 a aussi un inverse dans un certain sens:

Théoréme 6. S'il existe un ensemble B et une fonction f(x,y) définie
dans B, dont les valeurs sont éléments de A, telle que I'opération o soit définie
pour tous les f(x,y), f(y,2) et
(16) f(x,¥) 0 f(3,2) = f(x,2)
soit satisfait pour tous les x,y et z dans B et telle que f(x,y) parcourt pour
tout x fixe en variant y et pour un y = en variant x l'ensemble A entier,
— alors A est un groupe sous l'opération o.

DEMONSTRATION. Nous avons a montrer, que

1. Avec a et b aussi le produit a o b appartient & A.

2. (@aob)oc=ao(boc) pour tous les a,b,c éléments de A.

3. I’y a un élément e dans A tel que eoca-—a pour tout a€A.

4. II'y a pour tout a€A un élément a' €A tel que a 'ca=-e.

En vertu des suppositions faites dans notre théoréme il'y a un y tel
que f(e,y)=a, un z tel que f(y,2)=~>b et un ¢ tel que f(z,¢)=c. Donc en
appliquant (16) nous avons

1. aob=f(e,y)o f(,2) =f(e,2) €A,
2. (@ob)oc=[f(ey) o f(y, D) o f(2,8) = [(e,2)  f(2,1) = f(er, 1) -
=[(&1) o f, ) =f(&,y) o [f(,2) 0 fz, )] —ac (boc)

3. a—=f(e,y)=f(e,a)o f(e,y) —f(e,¢) o a
pour tout acA, donc f(e, «) = e.

et
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De méme, il'y a pour tout a€ A un s tel que f(7,«)=—a et donc

4. f(e,n) oa= f(e,n) o f(1;,¢) = f(e, ) = e

c’'est A dire fla, n)=a?, c.q.1. d.
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