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Eine Verallgemeinerung
eines Kroneckerschen Determinantensatzes.

Herrn Professor Laszld Kalmar zum 50. Geburtstag gewidmet.

Von B. GYIRES in Debrecen.

Der wohlbekannte Determinantensatz von KRONECKER wurde nicht von
ihm selbst, sondern 1858 von ZEHFUSS') mitgeteilt. Weitere Beweise riihren
von RADOs?) (1886) und HENSEL®) (1890) her. Der Satz wurde von RADOS')
in 1929 verallgemeinert. Der 1934 mitgeteilte Determinantensatz von G. HAJOs?)
enhédlt mehrere bekannten Determinantensitze, u. a. auch die Sitze von
RADOS und KRONECKER als Spezialfdlle. Verfasser gab 1951 eine Verallge-
meinerung des Satzes von RAD0s"). Von den beiden in dieser Arbeit behan-
delten Sidtzen stellt der eine eine Verallgemeinerung des RADOSschen Satzes,
der andere aber eine Verallgemeinerung des erwdhnten, vom Verfasser her-
riihrenden Satzes dar. Der erste dieser Satze ist im zweiten im allgemeinen
nicht enthalten. Der Beweis stiitzt sich in beiden Fillen auf die alternieren-
den Zahlen. Wir konnten auch denjenigen Weg befolgen, den der Verfasser
in seiner oben erwdhnten Arbeit eingeschlagen hat, aber es wiirden sich dann

— wie dies auch dort ersichtlich wird — ziemlich langwierige Beweise
ergeben.
1. Die natiirlichen Zahlen r, s, n, m, p, q sollen der Bedingung
e B
M R Y

geniigen. Mit Hilfe der aus ¢ Zeilen und p Spalten bestehenden Matrix
(2) A= (a¥
()
e=1,::.:8; J=Liialy @=L ..;;M; Z=1..,0; t=1,.::,P)

1) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 3 (1858), p. 298.

%) Matematikai és Természettudomdnyi Ertesito, 4 (1886), pp. 268—278.

%) Acta Mathematica, 14 (1890), pp. 317—319.

Y) Matematikai és Természettudomdnyi Ertesits, 46 (1929), pp. 724—737.
) Matematikai és Természettudomdnyi Ertesitd, 50 (1934), pp. 234—240.

%) Acad. Repub. Pop. Romdne. Stud. Cerc. Mat. 2 (1951), pp. 1—22.
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und mit Hilfe der aus p Zeilen und ¢ Spalten bestehenden Matrix
3) Bl — (bi)
1)

(k=l.c.om; I=1,..,0; f=1..,1r u=1l..,p; v=1..,¢Q)
bilden wir die Matrizen

Al - AT
(4) Ao ] 502w 5 1o 0 ]
Al - AG
und
B .-+ B,
(5) Bg :.( ......
Bii-+ B

Diese sind gemidf (1) quadratische Matrizen der Ordnung pr=sq, bzw.
mp = nq. Mit Hilfe der ebenfalls aus den Matrizen (2) und (3) gebildeten

Matrizen . .
Al Bl.‘ o A% B
c, :( .......... )
; A',il ;ll. e A'ir Bjk
(mit sq Zeilen und rq Spalten) geben wir die Matrix
"Cy -+ Ca
(6) C e ( ....... ]
Cot *++ Coun

an, die gemdf (1) quadratisch und von der Ordnung msq-—nrq ist. Im
folgenden soll die Determinante einer Matrix M mit |M| bezeichnet werden.

Satz 1. Es gilt

(7) ]C|‘=‘_|AI||Am |B1|IB|II-
BEweEels. Wir fiihren die alternierenden Einheiten
(8) €x(i-1)g

(re)

in der Reihenfolge
g=1,....m; i=m]l,...,8; Z2==l,...,q

ein, und aus diesen, sowie aus den Elementen den Matrizen (2) bilden wir
die alternierenden Zahlen

: e S
) A= D alleai-1
(@) i=1 =1 (a) ()

in der Reihenfolge
ol oo 05 femd il B
Nach dem bekannten Satze von GRASSMANN gilt dann

(10) LI &~ 1A [T ] e

1 (@)
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Bilden wir nun aus den Elementen der Matrizen (3) mit den alternie-
renden Zahlen (9) als Einheiten die alternierenden Zahlen

(11) =>> N7 g 48
(;1; = lu 1{M) (%)
in der Reihenfolge
B=1..,r; l=1,..,n; v=1,..,q,

dann gilt, wiederum nach dem GRASSMANNschen Satze,
(12) H IIB = | Bg| I7I1A”

Auf Grund von (10) und (9) ist dann

LU

9 HHIOB=TIIES 3 (38 e

=1 v=1 k=l i=1 I \u=1) (B)

Da auf der rechten Seite dieser Gleichung das allgemeine Glied der Matrix
(6) auftritt, so gilt, mit Riicksicht auf das Bildungsgesetz der Matrix (6) auf
Grund des GrassmaNNschen Satzes

W

) (—1ICI I H e~ T ITB,

=1 i-= i1=1 r=l ()
wo ¢ die Anzahl der Faktorenwechsel bedeutet, die wir vorzunehmen haben,
falls wir auf der rechten Seite von (13) die Multiplikation fiir / mit derje-
nigen fiir @ vertauschen. Mit Riicksicht auf (12) kann die rechte Seite von
(14) in der Form

r r i »
1186\ - TT 1111 A%
p=1 B=11=1 v=1 ()
geschrieben werden. Indem wir hier die Multiplikation fiir / mit derjenigen
fiir 8 vertauschen und (10) beriicksichtigen, erhalten wir statt der rechten
Seite von (14) den Ausdruck

(=1 [1185 - LA T 1T T e

()

Dann ergibt aber (14) auf Grund des GRrAssmMANNschen Satzes gerade das

zu beweisende Resultat.
Ist in (2) bzw. in (3)
A=Ay (ee=1,...,m),

Bf::Bu (,-3-—1....,r)

und bezeichnen wir die mit diesen Elementen gebildeten Matrizen (4) bzw.
(5) mit A, bzw. B, dann gilt auf Grund von (7)

|Cl=|A["|B[,
und das ist gerade die verallgemeinerte Form des Satzes von KRONECKER.
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2. Seien
rl;:_ﬂ”':i__\frm
natiirliche Zahlen und sei m; die Anzahl derjenigen unter diesen, die nicht
kleiner als i sind (i=1,2,...,r; r=n), m=m,.
Mit Hilfe der quadratischen Matrizen der Ordnung p
(15) A.;-"=(a:;:)

()

=8::ulhs J= iy =1, .5 M)

und

4 I
(16) B o)

k=1,...,m; I=1,...,mg; f=1,...,71)
bilden wir die Matrizen

A;l Bfla Al B';'
A g M ]
Av1By <+ A, B}
und mit Hilfe dieser die Matrix
C“ e Clm
(17) & C__ ........
Cu | et Clmn
Falls wir noch die Bezeichnungen
F 1, Sy AT,-“
(18) B ls i v stn fas
A':nl ¥ i A:'u'rt
und
Bll X Bfwﬁ
(19) Bye] o sraiovie
\
b Bflﬂl " Bﬁ'ﬂmﬂ

einfithren, so konnen wir folgendes behaupten:

Satz 2. Auch fiir (17), (18) und (19) gilt die Gleichung (7).

BewEls. Der befolgte Gedankengang stimmt im wesentlichen mit den-
jenigen des vorhergehenden Beweises iiberein.
Wir fiihren die alternierenden Einheiten (8) in der Reihenfolge

el 0 fan]inled Bt anl

ein und mit Hilfe dieser, sowie der Matrizen (15) bilden wir die alternieren-
den Zahlen
) '-tt_' p’ oo
(20) A= _:‘ l a Cas(i-1)p
(] =1 s=1 (e} ()
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in der Reihenfolge
] ity Jemd, oalt =l ntk
Kraft des GrAssMANNschen Satzes gilt dann

Ve

2 UUAf—- A IIII( e

=1 (@) s=1 («)

Mit Hilfe der Elemente der Matrizen (16), und mit den alternierenden
Zahlen (20) als Einheiten bilden wir die alternierenden Zahlen

m

(22) B.: ]j_‘; b A?

1:1 a=1t=1 (f) (@)

in der Reihenfolge

=1, ult =it} =i B
Auf Grund von (22) und (20) gill dann

ITIEITE=JTIT 113 3 2 3 atot e
r i t e ] (it

Aus denselben Grﬂnden, dle uns den Ubergang von (13) auf (14) ermog-
lichten, und da mit Riicksicht auf die Darstellung der Zahlen mp mittels der
Zahlen r, fiir die alternierenden Zahlen c.s die Gleichung

@ 1 e [T ] e

gilt, wo & die Anzahl der vorzunehmenden Faktorenwechsel bedeutet, falls
wir die Multiplikation fiir « mit derjenigen fiir 2 vertauschen, so gilt die
Gleichung
m Y P

(24) (=yric “[I'Illl{&;u-up' ”1( [llg)
Da wir die Zahlen (22) mit Hilfe der alternierenden Einheiten (20) gebildet
haben, konnen wir den Satz von GRASSMANN auf der rechten Seite von (24)
nur dann anwenden, falls die obere Schranke des zweiten Produktes nicht
mg,_sondern m ist. Um dies zu erreichen, fithren wir die Grofien

B,— A?
(25) @

B=1,...,.r; l=mp41,...,m; v=1,...,p)

ein. Durch Anwendung des GRASSMANNschen Satzes erhalten wir

m

I8~ B 1T 11 A,

v=1 ()

woraus sich, mit Riicksicht auf (25)

mg P
U515/ 1]
ergibt. i =
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Setzen wir dies auf der rechten Seite von (24) ein, und beriicksich-
tigen wir nochmals (23), so kann die rechte Seite von (24) auf Grund von
(21) in der Form

" J'“

SRS

:(_I)lﬁl_.r{|3ﬁ: ‘.!.{|Aﬂ'"lul f"[.[}eh(-f hp

=] i=] =1 (a)

geschrieben werden. Setzen wir dies in (24) ein, so liefert die erhaltene
Gleichung den Beweis unseres Satzes.

(Eingegangen am 30. November 1954.)



