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Invariante Taylorsche Reihe in einem Finslerschen Raum.

Herrn Professor Laszlé Kalmar zum 50. Geburtstag gewidmet.

Von A. RAPCSAK in Debrecen.

Einleitung.

H. S. Ruse [1] hat die Taylorsche Reihe eines Tensors in einem Rie-
mannschen Raum in invarianter Form bestimmt. Zur gewtiinschten invarianten
Darstellung gelangte er durch Verwendung von Normalkoordinaten. Im Falle
einer Mannigfaltigkeit von Linienelementen ist die Frage komplizierter, da in
diesem Falle die Kurvenschar, die der Einflihrung der Normalkoordinaten zu
Grunde liegt, — wie O. VARGA [1] gezeigt hat — im allgemeinen keine
geodatische Schar bildet.

In vorliegender Arbeit bestimmen wir die invariante Form der Taylor-
schen Reihe in einem Finslerschen Raum mit Hilfe der von O. VARGA
betrachteten Normalkoordinaten [1].

In § 1 stellen wir die Grundgleichungen der Finslerschen Riume zusam-
men, in § 2 fithren wir die Normalkoordinaten ein. Wir bezeichnen die
Bestimmung der Normalkoordinaten nach O. VARGA als quasigeoditisch. Die
zu einem Linienelement gehorigen Quasigeoditischen bilden dann ein Kurven-
feld. Die Bogenldnge des quasigeoddtischen Kurvenfeldes ist in der Umge-
bung des Mittelpunktes des Linienelementes eine eindeutige Ortsfunktion. Die’

partielle Ableitungen des mit ;— multiplizierten Quadrates dieser Ortsfunktion

liefern die Normalkoordinaten. Die auf diese Weise von neuem hergeleiteten
Normalkoordinaten fiithren wir in § 3 ein, und bestimmen mit ihrer Hilfe in
§ 4 die invariante Form der Taylorschen Reihe.

Die vorkommenden Grofien sollen reguldr-analytische Funktionen ihrer
Verdnderlichen sein.

§ 1.

Ein n-dimensionaler Raum F,, in dem das Bogenelement durch die
Funktion

£, 1) A3 = L% 8 cora X 08 o 5 0 1%)
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festgelegt wird, ') ist ein Finslerscher Raum. Von der Funktion L fordern wir,
dah sie in den dx' positiv homogen 1-ter Ordnung sei,”) und dafl sie zu
einem reguldren Variationsproblem fiihre.

CARTAN hat statt des n-dimensionalen Punktraumes eine (2n—1)-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit von Linienelementen eingefiihrt, deren Grundelement
also ein gerichtetes Linienelement (x,») ist. Fiir die Parameter +*, die die
Richtung des Linienelementes bestimmen, kommt nur ihr Verhdltnis in Betracht.

Alle Grolien werden beziiglich eines Linienelementes definiert. Die Vek-
toren und die Tensoren sollen in den ' Funktionen homogen von nullter
Dimension sein.

Der metrische Grundtensor ist durch

ORN a*L*(x, v)
(12 £l 0)= 3 ~oxor
definiert, wobei _

det ;g';;.-: =0

ist, d. h. es existiert der zu den g reziproke Tensor g*. Die Linge 4 eines
Vektors &(x, ») kann man mit Hilfe des metrischen Grundtensors durch die
Formel

(1,3) """‘Igm B — + VEE;
ausdriicken.
Der Cosinus des Winkels von zwei in demselben Linienelement ange-
gebenen Vektoren ist:
(1,4) cos (&, 1’ 1) =

&'y

VEE | '.lr’l".

Ist I'(x,») der Einheitsvektor, dessen Richtung mit der von «' {ibereinstimmt,
so sind die kovarianten bzw. kontravarianten Komponenten dieses Vektors
durch die Formeln

- o L(x, d')
(1,5a) ok

g 'J‘;
(1,5b) fi= I
(1, 6) lil;=1
angegeben.

Nun gehen wir auf die Definition des invarianten Differentials eines
Vektors &(x, +) iiber. Es ist
1.5 DE —dE + Cu(x, v)E'dv’' + Mu(x, v)E dx'
§ ¥ DE, —d:—C,;(x v)Edr' — i(x, v)Ed X,
wobei Cii(x,+) und /7(x, ) die Zusammenhangsobjekte des Raumes F, sind.

vrg,

'r_n'

1) Siehe z. B. Cartan [1] und O. Varca [2], [3].
?) Lateinische Zeiger laufen im folgenden von 1 bis n.
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Im folgenden fassen wir die wichtigsten Formeln der Geometrie von F,
kurz zusammen. Die Herleitung dieser Formeln und die Bestimmung des
invarianten Differentials kann man z. B.in CARTAN [1] finden. Es ist

1 aga(x,v
C;;.-;(x, ?) — —2_ &z('x’_f)
C:::r(x, V)= g"' Cia

Faa(x, ) = ; [ig‘i 4 28u 00 ] TR ¢ RN (0 ;

ax ax Ix*
(1,9 il e ot
=2 \ovox X
Gi:g‘-rGr
Gi-——-aG'=:,*r,f,
av”
A-'r'k - L Cf'r'k .

Die Ci, transformieren sich wie ein Tensor dritter Stufe und sie sind
in den +* von (—1)-ter Ordnung homogen; die A, bilden somit einen Ten-
sor. Die Ableitungen eines Tensors nach den ' transformieren sich wie ein
Tensor, aber wegen der Homogenitit (—1)-ter Ordnung der Ableitung
bekommt man erst nach Multiplikation mit L einen Tensor.

Aus (1,8), (1,7) und (1,7) ergeben sich:

(1,9) Ciel’ = Cauv' =0.

Wir fiihren die in den unteren Indexen symmetrischen Grofien
(1,10) i = Fa—Ci.Iat'

ein.

Aus (1,6), (1, 7) ergibt sich fiir das invariante Differential des Vektors
I' der Ausdruck:

(1,10) Dl = =dl + 1 Gidx".

Aus den Gleichungen (1,8), (1,9), (1, 10) bekommt man fiir die Iy die aus-
fiihrliche Form:

(1,11) I'i=g" ;— Laf;' %* —% + 29 CaGj— Ca Oi—C3 GL.
Endlich folgt aus (1, 10), (1,9) und (1, 8):

(1,11) o' Ia = Gu.

Das invariante Differential (1,7) 1dBt sich unter Beachtung von (1,10°) und
(1,8) in der Form

(1,12) DE —dE +[Al, DI 4-I'ii dx*) &

schreiben.
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Ist
DE

(1,13) e 0,
so ist &'(x(s), v(s)) beziiglich der stetig differenzierbaren Folge der Linien-
elemente [x(s), »(s)] parallel.

Ist
(1,14) DIl =0,
so besteht die stetige Folge [x(s), »(s)] aus parallelen Linienelementen.

Aus (1,6) und (1,11) folgt unmittelbar

(1,15) Fﬁf=%6§,
wobei

(1,15) ra=1Urry
gilt.

Es folgt aus (1,8), (1,10), dab die Funktionen 7'j; und /7. in den +* ho-
mogen nullter Ordnung sind, also

\ L5 (x,v) = (x, 1)

(1,15”)
I m.-(x, f') == ] m.-(x, J')
bestehen.
Aus (1,15) und (1,14) ergibt sich im Falle paralleler Linienelemente :
(1.16) DI' —=dl'+ I'sidx' = 0.

Endlich folgt aus (1,16), (1,15) und (1,6), wenn das Linienelement parallel
verschoben wird:

(1,17) dr*’zr"%dL--Gith’.

§ 2.

Wir fiihren nun in den Finslerschen Raum F, Normalkoordinaten ein.
Wir benutzen die Methode, die O. VARGA [1] im Falle der affinzusammen-
hdngenden Mannigfaltigkeiten von Linienelementen angewandt hat.

Wir betrachten ein Linienelement (x, /), und einen in diesem Linienele-

() (1

ment definierten Vektor &'(x, /). Bestimmen wir nun diejenige Kurve, die durch

(0 oy

den Punkt x' hindurchgeht, und die die Eigenschaft hat, daf wenn /' lings
) )

i

dieser Kurve parallel verschoben wird, die Tangentenvektoren —(‘% in Bezug

auf die erhaltene stetige Folge von Linienelementen (x(s), /(s)) eine parallele
Vektorfolge bilden.
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Die gesuchte Kurve und die stetige Folge [x(s),/(s)] konnen wir auf
Grund von (1,16), (1,13) und (1,15) durch das Differentialgleichungssystem

ax e dx* dx
@0 7 a3 U e 7 TS
2 darl L dx
(2,1) ‘K:—‘[ l‘l!(x;l)%s
mit
X(Sy) = Xx*
(0
dx'(s,) T
ds 1:’.:;:
l(s)=10
)

als Anfangsbedingungen eindeutig bestimmen.

Variiert man den Vektor &, so bekommt man, falls das Linienelement
()

festgehalten wird, eine Kurvenschar, die eine gewisse Umgebung des Punk-
tes x' schlicht bedeckt.

Die reguldren Losugen von (2,1) und (2,1°) sind fiir hinreichend kleines
|s—s,| durch die konvergenten Reihen:

Xi(5) = X'+ B — 8 — oy [, (8, DEME(s—3)—

2,2) ) @@ ©) ©
| Q— .
_"‘__'I:-:...l.‘,,(x)I)‘Ek""gk"(s""su."""'r
n: OOy (O

1) = E— I, (3, DE(s— ) — 3 Lok (x, D EsB(s — )’ —
i 10 (0) . (0) (0) (0) ()

] % - d top. =y i
(2,3) =il Lokpy.x, (X, [) Exike. . Eu(s—8p)" —---
n: O (0)(0) () ]
bestimmt, wobei
= I - 0 I'J::Iml.'” s 7] J.::I...J-'" 2l sl . .y ’
/ | A Tl 1'(‘-‘%*,.) l 3 —L PYe / 0k, —(R— I)rrkl.“k"_l rk,‘_lk,, :
v e 1 - d 1‘;;;I-"‘kn—'| 6[1!:151,-*"_ 1 g . A *p ]
Fox,..a, = n! I'(h%m) [_OX"'n —kL 9 I "k"_(n =5 )Fork""k”'g I Kn-1kn |
Fithrt man die Grofen
(2,4) f; o ‘_E‘- (S_Sn)

©)
als neue Verdnderliche in (2,2) und (2,3) ein, so haben diese Gleichungen die
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Gestalt :

(2,5) x¥ = xi}- X — 2,-17 T LIS L
() i=2 J: :

(2,5) f=f—> : rm iy X0 X,

o

Die x* sind Normalkoordinaten in Bezug auf das Anfangslinienelement

(.1‘:, I:}') und auf die Koordinaten x' mit dem Transformationsgesetz (2,5).
(M (O
Die Normalkoordinaten des Anfangslinienelementes sind (O, I').
@

Nach (2,5) ist

(2,6) "“""] =,

X" %0

§ 3.

Wir nennen die im vorigen § fiir die Einfiihrung der Normalkoordi-
naten benutzten Kurven x'=xi(s) quasigeoditische Kurven. (Diese sind im
allgemeinen von den geoditischen Kurven verschieden!) Mit s bezeichnen wir
die Bogenlinge dieser Kurven.

Wir fiihren fiir die Bogenlinge der quasigeoditischen Kurven die
folgende Bezeichnung ein:

1 s |
3,1) Q)= | ds=s—s.,
d. h.
1 :
31) Q= (s—s,
wobei

s=s(f) s(tn) Sy s(t,)=s:.
(3,2) %

ds V dx’ dx*

ar — | 81 g S

ist, und ¢ einen allgemeinen Parameter bedeutet. Es ist also nach (3,1)
und (3,2)
dx' dx*

1 o=
= i b
(3, 3) (2-(-) T = il:I| L gil.- W W df.

Wir wihlen nun in einer hinreichend kleinen Umgebung des Punktes
x' einen Punkt x', dann hdngt die Bogenlinge der quasigeoditischen Kurve
©) 0
durch die Punkten x* und x' von x’,x' und /' ab. Nach (3, 3) ist also
m © © (1) ©

(3,4) Q—Q(x, x,I).

0 (N(0)
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Hilfssatz: Die Funktion (3,4) ist nach x' und x' partiell ableitbar,
) (1)
und es ist

dx*
Q (L]
(3,5) 0% — —ga(x, DO (s,—s0),
t] X (0) ()
()
o Q d(fk
’ it )
(3! 3 ) )f; gi’-('f)s “) (5: 3(:

BewEeis. Durch Auflosung der Gleichungen (2, 1) und (2, 1’) erhélt man
die Werte x', I' als Funktionen von x, x',I' und s, also es ist

() (1)
(3,6) X=xi(s, x, x, 1)
N (1)
und _ ' _
IF'=U(x)=1I(x(s, x, x, ),
) (1) o
wo noch
(3,6 Xt = x(3%;)
()
gilt. Fithrt man einen zuldssigen Parameter  ein, so ergibt sich
3,7 Xtmm XM x, x. 1)
©) (1) )
L(X),
wobei
' X X X, )
(3 8) \ (o () (1) (@)

'( Xt = x%(t,, X, X, )
(n {0) (1) (0)

sind. Dann folgen aus den Identititen (3,6) durch Differentiation die
Gleichungen :

X' (8x) 2 dx"(sk) %P i
3,9 X 0y, PP e ;. k,j=0,1).
(1) (k)
(Nicht summieren nach /i und k!)
Es sei
(3, 10) I'=1I(x)
eine Losung von (2, 1), (2,1’), dann folgt aus (2, 1’) und (3, 10)
(3,11) dl' = —Te (x, 1) dx*,
d. h.
@3, 11') OF TR

g xv
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Aus (3,10) und (3, 11) folgt

ol af a3

J_X}; = Ux" U'x‘ T _[llj (x, l)
() () ..)

Wir betrachten nun das zu dem Linienelement (x, /) gehorige Feld von Quasi-
(0) ()
geoddtischen und messen auf jeder den festen Bogen s, auf. Bei der Para-

metrisierung s = s(f) entspreche #, dem Werte s,. In dem Integral (3, 3) ist
dann #, ein fester Wert. Ist P, irgendein fester Punkt der auf der bei der
obigen Konstruktion gewonnen ,Kugeloberfliche“ liegt, so wiederholen wir
die obige Konstruktion, wobei dann P, der ,Kugelmittelpunkt“ sei. Daraus
ergibt sich nun fiir das Integral (3,3) wenn wir beide Fille gleichzeitig
behandeln :

Ux

(3,117) (/j=0,1)

h

as _ "__________1__ __lrjg.-;. ox*™ ax" gx™
Ux" ax* O.x"" ax*™ ax at at
i 2 (] . l, . .f}
(3’ 12) (i -' l g‘\ ) at (
dgn 00" 90X 9x* d (dx ax™) o
£ al* ax* at at | g'km' axt of ) (=0, 1).
) (&)}

Fiihren wir die Bogenldnge s als Parameter in (3, 12) ein, so folgt:

"l

as % [ag,;(x ) ox* ax' ax* | oga ol 0x ox'

e e e Y i R T LT

;o ) ax ax* 4s s gl ax* s @as
G13) "o s 0 )

&
+ 2gs d (r;x rx]

Jd8 \ox") ds
()]

Wenden wir die Methode der partiellen Integration auf das letzte Glied
an, so folgt aus (3,13), (3, 6) (3,10) und (3, 117):

ﬂS ax 61'"
o [g'* *D 5% s |,
)
0gix  0Zsx 0L 1 rig .
;l: [ _"ax'- fjxd')+. 11};.
l agm * ] agik P- G.Y' “‘xl". (—'zxi' t U.x1 5240
E 3 ol Fo—— a al r;ﬁ_ _l‘jé_‘ﬂ_gw,_aggﬂ  dx* (j=01)

5]

Es folgt aus (3, 14), (1, 11), (1, 8) und (1, 15):

I oxt ox* | ) a%xy o 0X 9% | ax°
(.15 dx" [g’*( ’)ax“Es ‘ &) 5s Tl 55 35 (ox
() N o

G -——0 1.
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Ferner folgt noch aus (3,15), (2,1) und (3,9):

a8 dxt
()
o — & & D40
[0}
(3, 16) - P
(ll
0x = &alx Doe
|

Endlich bekommt man aus (3,1°) und (3, 16):

dx*
a8 Laimas O
G, 17) d{'g: s gd({ﬁ)’tg (5:—50)
dx*
(3,18) L Y FUSCE)
Jx o

M
womit der Hilfssatz bewiesen ist.
Wir fiihren nun die folgende Bezeichnungen ein :

(1) (1

982 .

— e ik (). — (I

T £: gri=8

3,19) ()
’ 082 .
= (s ik — 0®)
ax‘ S-( ] g Sz
f/j?S-i) r 3 a"Q (r)

o - = 2 gl - | == K37,
(ln;(Q Ix'agx" o Do

) (©}

Est folgt aus (3, 17) und (3, 19)
(3, 20) Xt = — 82,

Auf Grund der Gleichungen (3,20) erhalten die Normalkoordinaten
folgende neue geometrische Deutung:

Satz: Die Normalkoordinaten sind die partiellen Ableitungen der Funktion

-l—s"’———_.’

2

nach den Verdnderlichen x*, wenn man noch diese Ableitung mit den — ga(x,[)
(m (0) (0
komponiert.
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§ 4.

Es sei 4'(x,[) ein Vektorfeld. Bezeichnet man mit (X, [*) die zu dem
Linienelement (x, ') und zu den Koordinaten x' gehorigen Normalkoordina-

)
ten, so gilt nach den Transformationsregeln der Vektoren
5 = k
4, 1) L(x, )= ‘”_‘,, Lu(x, 1)
4,1) V(x, 1)~ iz-;*(x 0).
Es folgt aus (3,20) und (4,1):
4,2) hi(x, [) = —Qiphe(X, ).
Wegen (2,6) und (4, 1) besteht noch
(4, 3) 20, 1) = O A (x, ) = Z:i(x, 1)
(U] (™ (0) () (0)

(Die Normalkoordinaten des Anfangslinienelementes sind (0, I')!)
(U}

Entwickeln wir den Vektor 4;(x,!) in eine Taylorsche Reihe in der
Umgebung des Linienelementes (x, /), so ist

0 (©)
i 4 i (O(.{? - «ﬁ.v(O,“{‘) ok
(4,4) ek s "9 ey £ 1)+
21| gxhgxte a X% I
+ﬂa x| 2oy e (
alkal )

Die in (4, 4) vorkommenden Grofien

a0, 0)  3*Z(0,1)
) ) ()

Cax ’ Caxk g x*
sind die Erweiterungen des Vektors 4.

L

Da die Grofien, die durch Anwendung der Operation entstehen,

dl"
Tensoren sind, ist
#2:(0, 1)
©
alkaxs

die Erweiterung von __‘if;_

al*
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Wir fiihren fiir die durch die Erweiterung entstehenden Tensoren die
Bezeichnung
u"/'.-(O [)

(0
(X ) =—=
L ([n; .!l)| ) XJ" -0 t’

AT A (0, [)
din, ... g § T N e X ——
e = (ﬂh -")) el .. glfgXrren. .. g Xk
ein, und setzen
Ik — % =y,
Mit diesen Bezeichnungen bekommt man aus (3, 20), (4,2) und (4, 3),
(4,4):

7. SO 5 ‘ o '()r, AN
Goy AED=—8eihk {.{.)Jr [—2,C6 D%+ i, (s, D]
oy i (6, D28 05— 1,6, D)+ 25 - i (8, D] -,
. (0) (0 (0 (0 (D) ()

Die Form (4,9) ist die gesuchte invariante Formel.
Wir iiberschieben (4, 9) mit g"*‘(x, [):

Alx, [ ——(2”) il ,1 " ’! O | .‘r. '! i
(4’]0) ( ) ' (l:};{“') & ] ] [ ’ (l:‘lrs ul;) 5 kl(nxh (rll) ! ] i
[

[j' kl"s(x’ !)(2,'I (212—43 S (x, I')Q‘“'L"r’{‘ +1;' k. (x’ I)[P"l‘(,)k:l] i— "o i’

e (|I| (I'I,

wobei nach (3, 19)
g% (x, )i (x, 1) = g™ (x, D i (x, 1) = 292" (x, 1)
(0) (M L) Cn () ()
ist.
Eine dhnliche Reihenentwicklung gilt fiir einen beliebigen Tensor. Es sei
o1 %(x, 1) ein Tensorfeld, so ist

- - 2,

T.

Tawco o = (=1 L1 T o T D+

m= W
1) i
g T om0 DRY T, e, DYA] 4 -
. () () () (th

Ist S(x, ) ein Skalarfeld, dann gilt:
SC, D)= S D+ [— 8 1 (%, DR+ S (x, D] + [s 1 (X, 1) Q24—
) () 1! (0 (y 10) W

(h ¢th

— Sy (X, Q51+ Sy (X, DA ] - \
(U (0)

Wy (n
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