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Bemerkungen zur Differentialgeometrie der Raumkurven.
Herrn Professor Laszlé Kalmér zum 50. Geburtstoag gewidmet.

Von STEFAN VINCZE in Budapest.

Einleitung.

In dieser Arbeit wird auf Beziehungen zwischen der auf einer dreidi-
mensionalen Raumkurve definierten linearen Massenbelegung und zwischen
einigen differentialgeometrischen Eigenschaften dieser Raumkurve hingewiesen.
Ferner ordnen wir der Raumkurve diejenige Fliche zu, die von den Massen-
mittelpunkten der Teilbogen der obenerwdhnten Kurve gebildet wird. Es wer-
den einige bemerkenswerte Eigenschaften dieser Fliche bewiesen. Wir nehmen
an, daff die Raumkurve mindestens zweimal differenzierbar ist; in einigen
Fillen wird vorausgesetzt, daff auch die hoheren Derivierten existieren.

Der Ausgangspunkt dieser Uberlegungen ist ein von A. RENY! aufge-
worfenes Problem, welches mit der O. Ju. ScHmiDTschen kosmogonischen
Theorie im Zusammenhang steht.’) Zur Losung dieses Problems hat es sich
als notig erwiesen, dal wir in Kenntnifi der Abszissen der Schwerpunkte von
der Figur, die durch die Strecken (x,x- 4x), (0, f(x)), (O, f(x+ 4x)) und
durch den Bogen f(f) (x == x-} dx) begrenzt wird, die Kurve f(x) im
wesentlichen bestimmen konnen.

Die Paragraphen 1 und 2 enthalten die Formulierung der Sitze, § 3
die Beweise. Im § 1 werden die infinitesimaien Eigenschaften der Raum-
kurve behandelt, wiarend im § 2 die obenerwihnte ,Schwerpunktfliche“ behan-
delt wird. Im § 1 werden Beziehungen zwischen dem Gradienten eines ska-
laren Feldes und einer rdumlichen Massenbelegung angegeben auf analoge
Weise, wie dies bei der Kriimmung und Torsion einer Raumkurve geschieht.

An dieser Stelle spricht Verfasser Professoren G. HAJOS und A. RENYI
seinen Dank fiir ihre wertvollen Bemerkungen aus.

1) Vgl. St. Vincze: Bestimmung von Verteilungsfunktionen aus ihren Mittelwerten.
(Ungarisch.) MTA Osztalykozleményei 2 (1954), 513—523.
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§ 1. Zusamenhang zwischen der Kriimmung und Torsion einer
Kurve und zwischen dem Massenmittelpunkt der Belegung auf
der Kurve.

Es sei L eine Raumkurve, die im betrachteten Punkte P nach der Bogen-
linge zweimal stetig differenzierbar ist. Man nehme zwei Punkte, Q, und Q,
in der Umgebung von P, die durch P getrennt sind. Es bezeichne S den Mas-
senmittelpunkt der auf dem Bogen Q,Q. definierten homogenen Massenbele-
gung; ferner sei M der Mittelpunkt der Sehne Q,Q.. Dann gilt

(1) i iR,
Oy P Q1 Q:E 12

wobei die Grenziibergdnge voneinander unabhdngig durchzufiihren sind; hier
bedeutet k den Kriimmungsvektor im Punkte P, also den vom Punkt P nach
dem Kriimmungsmittelpunkt gerichteten Einheitsiektor. (5._5 bedeutet die Bogen-
ldnge des Bogens zwischen Q, und Q..

Es sei nun u(s) eine auf L definierte, nach der Bogenlinge s zweimal
stetig differenizerbare Massenbelegung. Es sei S der Massenmittelpunkt des

Bogens Q,Q.. Ferner sei S" der Masselmittelpunkt des folgenden Systems:
die Punkte Q, bzw. Q., die zu den Parameterwerten s, bzw. s, gehoren, seien
mit u(s,) bzw. u(s,) belegt. Der Punkt P gehisre zum Parameterwert s. Unter
den Voraussetzungen von (1) gilt dann

(1) lim 5. -——1-12(k—;-2‘"—1),
Bydy > ¥ QIQ‘.': ] u '

wobei k dasselbe bedeutet, wie bei (1), wihrend t den Tangenteneinheitsvektor
von L in P bedeutel. (1) ist natiirlich ein Spezialfall von (1°).

Wir nehmen wieder an, die Massenbelegung « sei homogen, S S(Q,, Q.)
habe dieselbe Bedeutung, wie bei (1). Durchlaufen dann Q, und Q. von-
einander unabhidngig eine Umgebung von P, so durchlduft § eine zweipara-
metrige Schar, also eine Fliche, die einen P enthaltenden Bogen von L ent-
hilt. Es bezeichne K(Q,, Q.) die im Punkte S(Q,, Q.) genommene GAusssche
Kriimmung dieser Fliche, widhrend H(Q,, Q,) die mittlere Kriimmung der
Fliche bedeutet.

Dann gelten folgende Sitze:

Ist L im Punkte P viermal stetig differenzierbar, so ist

) i K(Qu, Q) —— =

I‘Jj ‘LJ'_' -

’

j . g .01
@) i H(Qu Q)= — e l_{,:,,,].
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wobei v ' bzw. o' die Torsion bzw. die Kriimmung von L bedeuten, wihrend
der Strich Differentiation nach der Bogenlinge bedeutet.

Die erste Behauptung ist eine einfache Folge des Satzes von ENNEPER
und BELTRAML ?)

Es sei nun f(r) eine skalare Funktion des Vektors r, die in einem Punkt
P nach den Vektorkoordinaten stetig differenzierbar ist. Wir betrachten um P
eine Kugel von dem Halbmesser o. Wir definieren in der Kugel eine Massen-
belegung, deren Dichte in einem Punkt Q gleich exp f(r(Q)) ist, wobei r(Q)
den Ortsvektor von Q bedeutet. Der Massenmittelpunkt der in der Kugel
definierten Belegung sei mit S bezeichnet.

Es gilt
o PE ]
® lim =~ - grad (x),

wobei v den Ortsvektor von P bedeutet.

§ 2. Uber die wSchwerpunktfliche* einer geschlossenen
Raumkurve.

Es sei r(s) der nach den Punkten einer geschlossenen doppelpunktlosen
Raumkurve L weisende Radiusvektor. Die Variable s bedeutet die Bogen-
linge. Wir nehmen an, r(s) sei nach s zweimal stetig differenzierbar. Natiir-
lich gilt r(s) =r(s-1), wobei / die Bogenlinge von L bedeutet. Wir defi-
nieren in den Punkten von L eine Massendichte, die nach s zweimal stetig
differentierbar ist. Sie sei mit u = u(s) bezeichnet, wo wu(s)=u(s-+1). Wir
betrachten die Fldache, die aus den Massenmittelpunkten der zusammenhan-
genden Teilbogen von L besteht; diese sei mit F bezeichnet. Die Fliche F
enthdlt die Punkte von L; sie braucht aber nicht doppelpunktfrei zu sein.

Die Punkte von F parametrisieren wir auf zweierlei Arten: zuerst, es
bezeichne x(s,, s;) den nach demjenigen Punkt von F weisenden Radiusvektor,
welcher der Massenmittelpunkt des Bogen s,, s, ist; ferner, es sei x(s, o) der
Massenmittelpunkt des Bogens s—o, s-{-0, wobei 0 = 0 = [/2 ist.

Legen wir s fest und durchlduft o das Intervall (0, é] , S0 beschreibt
x(s, 0) eine Kurve, die von L zum Schwerpunkt der ganzen Belegung lauft.
Durchlduft s bei festgelegtem o das Intervall (0, /), so beschreibt x(s, o) ge-
schlossene Kurven, die o-Parameterlinien sind.

2) Vgl. z. B. W. Buascuke, Differentialgeometrie, Bd. 1. (Berlin, 1930), S. 113.
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Wir bezeichnen mit m(s, o) die Masse des Bogens s—a, s+ . Fiir die
Fldche F gilt die folgende Differentialgleichung:

r

m, m;
~ Xo = X+ 2

4) Xoo + 2

X5y

wobei die Indizes Differentiation bedeuten.
Ist insbesondere u(s)=1, so ist m(s, 0)= 20, m{= 0, m;=2. In die-
sem Falle erhdlt unsere Differentialgieichung die Gestalt

' B
(4) Xoo + -(I. Xo= Xss.

Fiir die Losung dieser Difjerentialgleichung ergibt sich folgende Dar-
stellung :

oo RS
Sy —=— gf
O | 2n:t 2nst
(5) x(s, 0)- 2, — e - (a,t cos —— s+ b.sin s) i
n=] 2”_{ ()_ { !
wobei

x(s,0) = r(s)- _‘_‘-(a cos giiisqu,‘ sin 2!;”"- s] .
Die Vektoren a,, bzw. b, sind also die Fourierkoeffizienten von r(s).

Wir betrachten die Fliche in der Parameterdarstellung x(s,,s.). Dann
geniigt F folgender Differentialgleichung:

n=>Lu

" X, = Xo,
(6) . v
wobei die Indizes Differentiation bedeuten.

Beziiglich der Tangenten der s-bzw o-Parameterlinien durch einen Punkt
der Fldache kann folgendes ausgesprochen werden:

Die Tangente der o-Parameterlinien durch den Punkt s, o ist parallel
mit der Sehne s—a, s+-o; die Tangente der Parameterlinie nach s lduft durch
den Mittelpunkt der obigen Sehne.

Aus der letzten Behauptung und aus dem in § 1 ausgesprochenen
Satze ergibt sich folgendes:

Die Kurve L ist eine Asymptotenlinie von F.

Ferner folgt, dafi der Schwerpunkt der Kurve L dann und nur dann ein
Regularititspunk von F ist, wenn L eine ebene Kurve ist. Im Schwerpunkt
S, der Kurve sind die Tangenten der s-Parameterlinien nach dem Punkte

r[s+%) gerichtet. Folglich F besitzt in §, nur dann eine Tangentenebene,

wenn L eine ebene Kurve ist.
Fiir den Flicheninhalt von F ergibt sich folgende anschauliche Formel:
Es bezeichne #(s, o) den Inhalt der durh die Punkte s—o und s-o von
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L und den Punkt s, ¢ von F bestimmten Dreieckes. Dann ist der Fldchen-
inhalt von F gleich

!

M | | %9 4sa.

n o

§ 3. Beweise.

Nun beweisen wir die ausgesprochenen Sitze.

Aus § 1 beweisen wir nur (1). (1) kann in analoger Weise durch
etwas mehr Rechnung bewiesen werden.

Es sei r(s) der nach den Punkten von L weisende Ortsvektor; wir
diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den Punkt r(0) betrachten. Im
Falle u(s)=1 ist die Masse des Bogens zwischen s, und s, gleich s,—s;;
der nach dem Massenmittelpunk weisende Ortsvektor is gleich

b ]

J. r(t) dt,

5

1
S»J_SI

wahrend der nach dem Mittelpunkt der Sehne weisende Vektor ist

% (r(s1) + 1 (s2)).
Daher ist

e 1

SM=

la H (r(s) +r(s))—r () |dt.

$—352.
Ry

Wegen der Voraussetzung iiber die Differenzierbarkeit von r(s) ist
r ] L n L4 *
r(s) =r(0)+sr’'(0)+ > s'r(0)+ o(sH)r’(s),
WORobei 1 (s) einen beschrinkten Vektor bedeutet. Daher ist
r(s) +r(s)—2r({) = (s, +s.—2)r'(0) +
Lidi DN LN L il B\ o s ’
+ 5 (i+8—=28)x"(0)+o(sr] +o(s)r: +rio(f),

wobei rf, ¥’ und rj beschrinkte Vektoren bedeuten. Nach Integration und Kiir-
zung durch s,—s, erhilt man

SM = L5 (5:—5)' ¥"(0) + 0()rs -+ 0(DrS +0(s2—)"x:.

D5
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Hieraus erhdlt man
. SM I
_-.,,I,Lm.u (E:SI-)? 12 r @)

w.z.b.w.

Auf die Beweise von (2) und (2') werden wir bei der Behandlung der
»Schwerpunktfliche“ zuriickkommen.

Wir beweisen (3).

Es sei f(r) eine skalare Vektorfunktion, definiert in einer Umgebung des
Nullpunktes; wir nehmen an, dafi die partiellen Derivierten nach allen Vari-
ablen stetig sind. Es sei g(r) definiert durch die Gleichung

g(r)=e.
Dann ist wegen den Voraussetzungen
*) £(r) = g(0)+[r grad g (0)] +o(|r|) r",

wobei O den Nullvektor bedeutet, wahrend r* einen Vektor mit beschrinktem
absolutem Betrag bezeichnet. Die eckige Klammer bedeutet das skalare

Produkt.
Der Schwerpunkt der Massenverteilung in der Kugel um den Nullpunkt

vom Halbmesser ¢ ist gleich
l ' 'g(r)rdb’

|| gwav
wobei die Integration iiber die Kugel zu erstrecken ist.

Der Ausdruck (3" stimmt mit dem Vektor PS des (3) iiberein, weil wir
ja P=0 angenommen haben. Aus (3) und (*) ergibt sich fiir den Schwer-
punkt der Belegung

(3)

[ [ [ [r grad ¢ (0)] dV-+ o(e?)
= Lyra e DIe oley
3 102(0) +0(¢)

wobei der Integrationsbereich derselbe ist, wie bei (3'). Da grad g(0)—e
\grad g(0)| mit irgendeinem Einheitsvektor e gesetz werden darf, ist das In-
tegral im Zihler von (3") gleich
'grad (0) | J‘_l‘-l.r[r eldV.

Wir zerlegen nun r in zwei komponenten, die parallel mit e, bzw. sen-

krecht auf e sind. Es ist also
r-—[rele-[rn]n, [re]r—[rel'e+[re]| [rn]n.

Integriert man iiber die Kugel um den 0-Punk und vom Halbmesser o,

so verschwindet aus Symmetriegriinden der zweite Term. Daher ist

J[reirav—e|[|irerav,



Bemerkungen zur Differentialgeometrie der Raumkurven. 67

wobei das Integral auf der rechten Seite nicht mehr von e abhingt. Setzt man
insbesondere e — (1,0, 0), so erhilt man
2 . i D«
H[x dV= 15779
hieraus ergibt sich sofort (3) wegen

gradg(0)
e T grad f(0).
Wir leiten nur die Differentialgleichung (4') fiir F bei; (4) und (6)
konnen in vollig analoger Weise gewonnen werden.
Der nach dem Punkt s, 6 von F weisende Radiusvektor kann sehr ein-
fach gewonnen werden. Es ist ndmlich

sS40

x(s, 0) = 5171 ] r(f)dt.

§=-0

Xs = ais x(s, 0)= 21—0 (r(s-+ 0)—r(s—0)),

i 1 (r(s+0)+r(s—o
x"md_rrx(s'a)“t_l( ( )2 ( )‘_X(S,”));
ferner besteht
o 1 G 1 g
Xgs — s x(s,0)— 20 (r'(s+0)—r'(s—0))

a* 1 (¥ (s40)—r'(s—0)
x‘,,,zmx(s,a)z-- = l o aeacaa

Aus den letzten beiden Gleichungen ergibt sich (4).
Aus den Ausdriicken fiir x, und x, konnen die fiir die Tangente der
Parameterlinien in s und o ausgesprochenen Behauptungen abgelesen werden.
Zur Losung der Differentialgleichung (4’) schreiben wir sie fiir eine
Komponente von x(s, o) an. Es bezeichnen u(s, o), bzw. u(s, 6), bzw. w(s. 0)

die Komponenten von x(s, o). Dann ergibt sich fiir die Komponente u

—~2x‘,J.

2
"lnr + ; Ua = u.-c.uy

dies ist eine Gleichung, die durch Trennung der Variabeln losbar ist. Macht
man den Ansatz u(s, o) = U(s) V(0), so ergeben sich fiir U(s), bzw. V(0)
die Differentialgleichungen

R
W—i—k‘U— -0

bzw.
v kg T '

Fﬂ-_r'l'—(--a-z’--{-k"V:O.
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Die erste Gleichung ist diejenige der harmonischen Schwingung, deren
allgemeine Losung
Acos ks--Bsin ks
ist; die zweite ist die Gleichung der rdumlichen Kugelwelle, die die beiden
linear unabhéngigen Losungen
cos ko o sin ko
ko ko
besitzt; da aber die Losung fiir jedes o endlich sein mufi, kommt nur die
zweite Losung in Betracht. Daher wird die Losung aus Funktionen von der

Gestalt

L7 (A cos ks + B sin ks)
ko
zusammengesetzt; da u im s periodisch ist, mit der Periode I, so ist
k= 2’;”, mit n=1,2,...,

womit wir (5) bewiesen haben.

Nun wenden wir uns den Beweisen von (2), bzw. (2’) zu. Wir nehmen
an, r(s) sei viermal differenzierbar. Fiir x(s, o) gilt dann folgende Dar-
stellung:

e I'l-
x(s, 0) =r(s)+ 71;3_('3_) o+ . ud A 5'(8) a'+r*'(s)o(o?),
wobei r°(s) einen beschrankten Vektor bedeutet.
Wir bendtigen die infinitesimalen Hauptgrdssen erster und zweiter Ord-
nung, E, F, G, bzw. L, M, N. Fiir diese erhalten wir
E—E(5,0)~x = 1+ 5 [Fr"] 0" +0(0")
F = F(s, 0) = [xsXs] = ¢,0* + 0(c*),
G=G(s,0)— x5 — —!1; ro*+o(0"),
wobei r, r’,..., an der Stelle s zu verstehen ist, wihrend ¢, von o unab-

hdngig ist.
Hieraus folgt

W2=EG—F*= %r"ﬁa*+o(n:‘).
Im Weiteren bezeichnen wir das Vektorprodukt mit X. Wir erhalten

WL = [(xs X x) Xss] = €,0" + 0(0"),
WM = [(x, X Xo) Xu] = €,0% +0(0"),

WN = [(x. X %) Xor] — 5 [ X ")E" 0"+ 0(0).
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Da

’ r T l
[ <x")r"]" 5o
besteht, ferner gilt
$ 9

0",

("X ")) =[(x'Xr")r!"]= % (

und
-‘_L [7728 5 3§
W= 57 e 0" 4 0(a),.
daher ergibt sich aus der Relation

EN—2FM+-GL 35 1= %) e’ +o(0)

2H(s, 0)= W

1 ems o g
o7 | v 0"+ 0(0%)

die Relation (2’).
(2) ist eine Konsequenz des Satzes von BELTRAMI und ENNEPER, wel-
cher besagt, dafi die Gausssche Kriimmung in jedem Punkt der Asymptotenlinie

einer Flache gleich _:]_ ist. — Aus dem obigen Ausdruck fiir x(s, o)

ergibt sich
1 §x{8,0) ¥
e T e T R ($),
also aulier dem Tangentenvektor fillt auch der Hauptnormalenvektor in jedem
Punkte von L in die Tangentenebene der Fliche.
Zum Schluff beweisen wir die Formel (7). Es seien Q, bzw. Q. die zu
den Parameterwerten s—o, bzw. s-o gehorigen Punkte von L, Q, der Mit-
telpunkt der Sehne zwischen @, und Q,; ferner bezeichne S den Schwer-

punkt der Belegung auf dem Bogen Q,Q.. Die fiir x, und x, gegebenen
Ausdriicke konnen dann in folgender Gestalt geschrieben werden :

5o
Xo= 5o QQ X0 = SQu

Der absolute Betrag des Vektorprodukts Q, QXEJ: ergibt den zwei-
fachen Inhalt des Dreiecks Q,Q.S; daher ist

_ Q. Q)
[

X \‘\ Xor

woraus (7) folgt.

(Eingegangen am 12. Oktober, 1954.)



