Beitrag zur Theorie der linearen partiellen
Integralgleichungen.

Herrn Professor Laszlé Kalmar zum 50. Geburtstag gewidmet.

Von STEFAN FENYO in Budapest.

1. In der Quantenmechanik der Felder traten jiingst Funktionalgleichun-
gen folgender Gestalt auf:

(1) @ (%1, x.) = f(xi, —"-z)‘FZJ K(xi, x,, ) [9(xi, )+ 9y, x)]dy.
Die Kernfunktion K(x,,x.,y) und f(x,, x,) is gegeben, ¢(x,,x,) bedeutet die
unbekannte Funktion. Diese Gleichung wurde von ABDUS SaLAm verallge-
meinert') und zwar es wurde von ihm folgende Gleichung untersucht:
1 1

(2) ¢(xi, x)—4 | A%, X2, ) (3, x) dy—s | B(x,,%s, 9) (%1, p)dy=F(x1, X.).

Ll 0
4 und u sind im allgemeinen komplexe Zahlen, A(x,, x,,y) und B(x,, x.,y)
sind gegebene Kernfunktionen. Diese Gleichung wurde von ABDUS SALAM als
partielle Integralgleichung bezeichnet. Das Hauptresulat der zitierten Arbeit
besagt daB, falls A und B beschrdnkt sind, und der Betrag von Z und u
geniigend klein ist, so besitzt (2) immer Losungen, und zwar unendlich viele.

Im folgenden sei die inhomogene partielle Integralgleichung
1 1

(3) q’(xlr x'.’)_;" ' A('xl! x-.':J’)‘T(y, xQ)dy_'_.“ ’ B(xl! x:r ,V)‘P(xn J') dy_

0 1]
L3

=1 | I C(xn x:! J’u}’z)‘ﬁ(}’n}’z) dyldy‘."_ f(xly xﬂ)
[T ]
untersucht. Sie ist natiirlich eine Verallgemeinerung von (2). Wir beweisen,
dab, falls |4], |#| und |»| geniigend klein sind, so besitzt (3) immer eine, und
nur eine Losung. Damit wird natiirlich das Ergebnis von ABDUS SALAM wi-
derlegt. :

1) Asous Sauam, Fredholm solution of partial integral equations. Proc. Cambridge Phi-
los. Soc. 49 (1953), 213—217.
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Einfacheitshalber setzen wir voraus, daf alle gegebene Funktionen be-
schrankt sind. Es sei folgende Bezeichung beniitzt:

1 1
[AG, %, 9) 9 x)dy = Qig; | B(x,, %, )9 (xi, 1) dy — Rog
0 0
1.3

| J €&, % 31, 3 9 (0, )y dy. = Coayg.

00
Mit dieser Bezeichnung ldt sich die untersuchte Gleichung (3) einfacher
schreiben:
(3a) g—Ldig—u Big—rCpyp=1f.

2. Es sei bei festem x; (0 = x, = 1) A(x,); die Menge der charakteris-
tischen Zahlen des Kernes A(x,, x,, y), lauft x, das Intervall [0,1] ein, so sei
die Vereinugungsmenge aller A(x,) durch A bezeichnet. Analogerweise defi-
nieren wir V(x,) als die Menge der charakteristischen Zahlen des Kerns
B(x,, x;, y) bei festem x,. ¥ sei die Vereinigung aller B(x;), falls x; das
Intervall [0, 1] durchlduft.

Nun ldfit sich (3a) in folgender Form schreiben:

(4) 9g—L A p—udp+Aud, By = f+rCpuy + And, Ryq.
Wird durch & der Identititsoperator bezeichnet, so besitzt die vorige Glei-
chung folgende Form:
(5) E—id) E—uR)e=f+rCue+ind, & q.
Falls 2¢ 3 und u & ¥, so existiert der inverse Operator von (&—A4¢l,) (E—udb,).
Der losende Kern von A sei « (x,, x., ¥; 4), die Resolvente von B sei 8(x;, X,, y; «),
SO ist
[(6—2Q)) E—uB)] ' =@+ ud) (E+ia).

Hier ist ¢, bzw. 3, der zu « bzw. § gehorende Operator. Nun erhalten wir
aus (5):

! (E’ + .“lgz) (“-S ”{"‘;vf‘:) [f+ "‘Su‘{' +Au 'ﬂu“‘}zq] =
(6) =f4+ief+upf+inge, f4+vCug 4 ire,Cng+ urvCay+

FhurBe,Crng + Aul, B,p + e, A, By + At 8,8, By 4 217 o, &L &, .
Das ist aber eine Fredholmsche Integralgleichung beziiglich der unbekannten
Funktion ¢. Und zwar entspricht der Kern dieser Integralgleichung dem fol-
gendem Operator:
Au@+p) (8+ @)@, +rE+us) (§+10)C,.
Nach der bekannten Eigenschaft eines Fredholmschen losenden Kern ist
(g’; "]|" /1(51)61[:{5[ y

also ist der obige Operator

(6a) An(&+up)e, B, 4+ &+ ul) (6 +4i,)C.
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Dann ist der ihm entsprechende Kern:
P(x,, X33 Y1, Vo3 4y 4, ¥) = A (X, Xo, Y15 4) B(31, X2, ) +
1
A | 300, x5 8 w)ex, 4y )B4, ) di+

1]
1

+vC(xi, Xz, )1, o)+ ¥ J'u(xl, Xy, t; 4) C(t, X2, Y1, y)dt+
0
1

‘ ur J-J’f(xl » Xay r! .“) C(xh t! yh J’x) dt +
11

+Auy ' J‘p;(x“ X, t; w) e(xy, t, T3 2) C(z, t,), y,) dtdz.

tuu

Nun ist unsere Gleichung (6) explizit ausgeschrieben von folgender Form:
L3

(7) ',ﬂ(xnxz)_ 1' I P(xl) x'.'; J"nyzij-n“;”) ‘f‘(yu yz)dy‘ldy:!:F(xl) x?)!
0 o
hier ist

1
F(x,x) = (& + 1) (+ae)f=F+4 | a(x, %, y; D f(0, %) dy+

1 ) B |

| B X0 33 0) 6, y) dy+du | | B, 0, 8 1) @(xa, 8, 75 2) fx, D dtd .
] ]

00

Gehoren die Parameterwerte 2 und x nicht zu den Mengen A bzw. B, so ist
die Gleichung (3) mit der Gleichung (6) dquivalent. Es folgt ferner aus der
Annahme iiber 4 und x, dali wenn f==0 ist, auch F nicht identisch ver-

schwinden kann.
Wir konnen nun folgenden Satz aussprechen:

Satz 1. Sind die Parameterwerte 7, w, v so beschaffen, daf

a) AN und n &,

b) 1 kein Charakteristischer Wert von P(x,,Xy; Y1, Y23 4,1, 7) ist, so hat
die inhomogene Gleichung (3) eine einzige Liosung. Die Bedingungen a) und
b) sind sicher erfiillt, fails
(7). AU+ |u|V+|r(W<1
ist. (A|=U;|B|=V;|Cl=W).

Der erste Teil des Satzes is evident aus den Tatsachen, welche wir
bisher festgestellt haben. Zu beweisen ist nur der zweite Teil.

Die Bedingungen a) sind sicher erfiillt, wenn

1

|4] < U und | x| <-%,~
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ist. Dann ist aber nach einem klassischem Satz der Theorie der Integral-
gleichungen

(8) lee| < ittlj}-T(f und p’|<~,l—_—bm
Die Bedingung b) ist erfiillt, wenn » so beschaffen ist, daf
|P(xy, X33 Y1, Va3 4y 41, )| < 1
ist. Nach (6a) ist aber
1 uv W
=l =10 T T—moy =Ty
Die rechte Seite ist kleiner als 1, wenn
4| || UV+[7|W < (1—|2|U) (A —|u| V) =1—|4|U—|u|V+|4][«|UV
ist, und daraus folgt die Ungleichung (7).
3. Die Gleichung (3) bzw. (3a) kann auch durch Addition von
AudB,, ¢ gelost werden statt Aud,B,¢ zu addieren, wie wir es unter 2

getan haben. Dadurch gelangen wir zur Fredholmschen Gleichung
5 |

9) ¢ (X, xﬂ)—_' l Q(xy, Xa5 V1, Vo3 4y 1, V)@ (31, ¥o) Ay, dys = G(x,, Xy),

[IR1]

P = 4] |ul 5

wo der Kern Q der Folgende ist:
Q(x1, X3 Y1, Va3 &, 1, ¥) = ;'a"ﬁ(xw Xz, Va3 "‘) A(xy, y25s 1)+
1

_}_;‘ﬂp‘l “(xlr x!! Il‘; Z)fj(t, xﬁ) J"z; -“)A(r! ]'2, yl) dt';‘ "'C(xlkx".’;yla }".’) _Ii"

0
1

1
(10) +.1:-_f«(xl,xg,t;Z)C(t,xz;yl,yz)dtﬂn'J B(x1, X, t50) C(Xs, 1, Y1, o) d i+

11

i | [, % 630 %0, 73 10) 3 31, y) dtd,

0w

und
G(x1, x) = (8 +4a) (E+up)f=
1 1
=44 a(x, X0, y; DA, x)dy+p | B, X0, y; 0)f (i, ¥) dy +
. (; L
+au | | @, xi, 2 B0t x, D S, 1) dEde
0o
ist.

Wir konnen ebenso wie im Paragraph 2 einsehen, dafl die Gleichung
(9) mit (3) aquivalent ist. Daraus folgt, daf die Gleichungen (7) und (10)
die selben Losungen haben. Denn wiéren sie verschieden, so hatte die Glei-
chung (3) zwei verschiedene Losungen. Da aber jede Losung von (3) auch
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eine Losung von (7) ist, so hitte auch (7) zwei verschiedene Losungen.
Geniigen aber die Parameterwerte den Bedingungen a) und b) des Satzes 1,
so ist das nach dem klassischem Satze von FREDHOLM unmoglich.

4. Die eindeutige Losung von (3) kann nicht gesichert werden falls:
1° Z€ A oder u € B. Ist A(x,, x,,y) bzw. B(x,, x,, y) stetig in seinen Varia-
beln, so bestehet die Menge A bzw. 3. im allgemeinen aus abzdhlbar unend-
lich vielen Kurven in der komplexen Z—(bzw. u—) Ebene. In diesem Falle
existieren fiir alle x,, x,;y,,y. Werte die Kerne P und Q gar nicht. 2°. Es
ist zwar A A und « &V, doch sind 4, « und » so beschaffen, daB 1 ein
charakteristischer Wert von P (und natiirlich dann auch von Q) ist. Diese
Werte sind natiirlich von X, und x, unabhédngig. Die Menge dieser Zahlentripel
(4, u, v) sei durch € bezeichnet. Ist A¢ A, « &Y doch (4, u, »)€C, so exis-
tiert die Losung der Gleichung (7) (und (9)) falls f(x,, x,) =0 ist. Diese Eigen-
funktionen von (7) sind die Losungen der homogenen Gleichung

¢g—ig—ud g—rC,e—0.

Die Anzahl der linearen unabhdngigen Losungen ist in diesem Falle natiir-
lich endlich. Es ist vielleicht von Interesse zu erwidhnen, dafl zu dieser end-
lichen Anzahl von Eigenfunktionen im allgemeinem unendlich viele ,charakte-
ristische Tripel“ (4, u, ») gehoren. Denn es sei D(4, u, »; L) die Fredholmsche
Determinante des Kernes P (die unabhdngige Verdnderliche ist ; 4, u, » sind
vom Kern abhdngende Parameterwerte). Wir erhalten ,charakteristische Tri-
pel“, wenn wir solche Losungen der Gleichung

D@, p,v;1)=0
bestimmen, bei welchen 42 und g nicht zu A bzw. zu 3B gehoren.
Mit weiteren — etwas verwickelten — Fragen der homogenen partiellen
Integralgleichungen beschiftigen wir uns diesmal nicht.

5. Der losende Kern kann auch in der Theorie der partiellen Integral-
gleichungen definiert werden, folgenderweise.
Es sei folgende Funktion betrachtet:
D(xy, Xo; tyy 1) == A A(Xy, Xo; 1) B(t, X, £a; 1) +
—}-/-..NB(X,, Xa, tl) “(x;, fg, tl;i) ‘i‘ ”C(x” Xg, f], fg)'{"
1

(11) +4v J.C(xnxz;y, t)e(y, t, t,; 2)dy+

1
ru | Ca X 1, 9) B(t, 3, 13 0)dy,

und suchen die Losung folgender Integralgleichung bei beliebigen, aber festen
thud , O=t,L=1):

(]2) R—ZCLR—!-‘EB-_-R—J'@;:Rz D,
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Die Funktion R existiert, falls AU, « Y, (4, u, »)GC ist, sie hdngt aufier
x, und x, auch von £, und £, und von den Parameterwerten Z, i, » ab:
R . R(xlr Xa; rl ’ f.!; ;'! w, IV)-

Sie ist eindeutig in 4, # und » in den Komplememtirmengen 2, ¥, €. Nen-
nen wir R den losenden Kern der partiellen Integralgleichung. Der zur Funk-

tion R gehorende Integraloperator
11

'. ‘ R(xn x:ryl!yi; }'1 u, r)f(y“yi’)dyldyi

sei durch &,,f bezeichnet. Wir behaupten nun
Satz 2. Ist f(x,,x)) eine beliebige, beschrinkte Funktion, so ist die
Liosung von (3) die folgende
(13) p(xi, X)) =f+iey f+up f+Rnf
Setzen wir (13) in (3), so haben wir
fHie fHudf+ Ruf—il f— 2 e, f—iu &, By f— A, R f—
— &Ry f— A uBy, f— W By f— u B R f— v O f—AvCua f—
—ruCyu B f—rCu R f= (& + Aey— A8, — 2, @) f+
FE A+ upy—u @, — 1 B2 [+ (Ry— A Ry —u BRy— v Cpa Ry —
—inl, B — A&, —rEy— vy, —uv,8) f—F.
Die Ausdriicke in der ersten und zweiten Klammer an der rechten Seite kon-
nen auf folgenden Gestalt gebracht werden:
(42, —2,—29,e0) f=(E—AA) (6 +ie)f=f
E+upy—u B — W’ BB f= (E—uB) (S +ud)f=f
und zwar auf Grund der Definition des lésenden Kerns « und 8. Der Aus-

druck im dritten Klammer der rechten Seite verschwindet identisch wegen
(11) und (12). Demnach ist die rechte Seite gleich f+ f—f=f, w. z. b. w.

(Eingegangen am 31. Dezember, 1954.)



