Remarques algébriques sur la solution donnée

par M. Fréchet a I’équation de Kolmogoroff. IL

Par ]. ACZEL a Debrecen et E. EGERVARY i Budapest.

Dans une note antérieure ([1]7), citée dans ce qui suit comme L) I'un
de nous a fait — aprés avoir reformulés des résultats de M. FRECHET sur le
cas régulier des procés de MARKOFF dans une forme un peu plus forte —
quelques remarques aussi pour le cas singulier.

Comme nous en avons parlé dans l., la probabilité p;(f, u) de transi-
tion de I'état E; a I'état E, au cours de lintervalle (¢, ) doit évidemment
satisfaire aux €quations

(1) Pa(s, u) = g pi(s, t)pi(t, u),

) ;; py(t,u)=1

dont la premiére peut étre écrit dans la forme matricielle
(1) P(s, t) P(t, u) = P(s, u).

Nous parlons du cas régulier resp. singulier (de rang r) selon que les mat-
rices P(f, u) = ||p(t, u)|| d’ordre n sont réguliéres ou singuliéres (du rang r).

Dans le § 1. de la note présente nous donnons une solution explicite
(de forme différente de celle traitée dans le § 2. de I.) dans le cas singulier
de rang r de I'équation matricielle (1) qui est postulée dans ce § pour des
s, t, u arbitraires. Dans le § 2. nous examinons cette solution quand aussi
I’équation (2) va étre postulée.

Cependant dans l'interprétation probabilistique la validité de nos équa-
tions n’est garantie que pour des variables ordonnées: s = ¢ = u. Dans le
§ 3. nous présentons des remarques de nature algébrique aussi pour ce cas
qui montrent que nos théorémes y restent valables.

1) Les nombres en parenthéses se rapportent 4 la Bibliographie a la fin de la note,



J. Aczél et E. Egervary: Sur la solution de I'équation de Kolmogoroff. II. 61

Les méthodes dont nous ferons usage sont des factorisations des mat-
rices singuliéres: celle qui suit du théoréme de LAGRANGE (voir p. ex. [3],
pp. 58—59.) et celle a facteurs basiques (voir p. ex. [2]). Le lecteur remar-
quera qu’un progrés plus rapide est rendu possible par Ja deuxiéme méthode.

Les auteurs veulent remercier M. B. GYIRES pour des remarques précieux.

1. On voit aisément (voir p. ex. I.) que la solution générale de I'équa-
tion (1) est dans le cas régulier

3) P(t, u)=II(t)" I (u)

out II(t) est une matrice réguliére arbitraire dont I7(f)™' est I'inverse.
Si (1) est valable pour tous les s, ¢, u alors & cause du théoréme connu
de SYLVESTER
rang A-B = min (rang A, rang B)
(voir p. ex. [3], p. 19.), le fait que la matrice P(f, u) d’ordre n est du rang
r, a pour conséquence que

rang P(s, u) =rang [P(s, {)-P(f, u)] = rang P(t, u)=r

et
r==rang P(f, u) =rang [P(t, s)- P(s, v)] = rang P(s, u)
donc
rang P(s,u)=r
et de méme

rang P(s, v) =rang [P(s, u)-P(u, v)] = rang P(s, u) =
=r = rang [P(s,v)- P(v, u)] = rang P(s, v),
c’est-a-dire si une solution de (1) est de rang r pour un couple (¢, u) alors
elle I'est pour tous les couples (s, »). Pour cela dans nos considérations sui-

vantes tous les matrices P seront du rang r.
Nous introduisons la notation

1 0000

N BT L Y

Eo |t

4 F:<Er,0.._.->=(0 0]= 00-+10-+0
00+ DDl

00---00---0

pour la matrice idempotente diagonale de rang r.
L’équation (1) peut étre considérée comme généralisation de I'équation

P-P=P
des matrices idempotentes de rang r qui peuvent &tre écrites, comme il est
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bien connu (voir p. ex. [3], p. 187.) dans la forme
) P=IT"'FNI
out IT est une matrice réguliére d’ordre n.
La solution générale singuliére de rang r de I’équation (1) que nous

donnerons ici, est une généralisation immédiate de cette derniere formule et
de (3):

Théoréme 1. La solution générale singuliére du rang r de I'équation

(1) P(s, t)-P(t, u) = P(s, u)

équivalente a

(1) g!p.-,-(s, t) pix(t, u) = pu(s, u) G, k=1,2,...,n)
est

(6) P(t,u) = II(t) ' FII(u),

ou dans une forme équivalente

©) pa )= 3 HyOma(@),  Gik=1,2,...,7)

oit F est la matrice (4), II(t) est une matrice réguliére des fonctions arbitrai-
res 7t;(t) avec la matrice inverse Il(t)" et IT;(t) est le mineur algébrique de
r'élément r;(t) divisé par le déterminant |I1(t)| = |ny(t)|.

DEMONSTRATION. Premiére methode. Nous aurons besoin des relations
simples suivantes:

Ar Aﬂ. Br Blﬁ . E
a) ( A An-,] F==F ( B, B,. ) si et seulement si Ay= B,=0, A,=B,

(o) r=rlys.)
et dans ce cas kol JEENS .

(C,, C.-, désigneront toujours des matrices quadratiques d’ordre r, resp
(n—r), les E des matrices unités.)
En effet

(A, o ) (E.. 0]__(A, 0] (5, 0 (B, ;B )_(B, Bu)
AnA...J\0 0) \A4,0)’ \0 OJ BuB.. \0 O

(A,- 0]_[5; 0)(A,0 ]
0 0o/ \0 0/)\0 E...)°
CrCl?]

g A, Ay . Ly o P (
b) Si A= ( A, A..-J est réguliére avec la matrice inverse A~ = CuC

alors C,,=0 resp. C, =0 entrainent A,,=0 resp. An=0.

et

.
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En effet
(Er 0 ] o TN P (Ar A ] (Cr 0 )= (Ar C+AuCn  AnC.,r )
0 E... ApnAny) \CyCi-r AnCi+ Au-vCq An,Cyr
et
(Er 0 ): E— A A =[C;Cm ) [Ar Ay )___(CrAr'l“Cm An CAp+GCy Aﬂ-r]
0 E.. 0 C.-+)\AA.-, Co-rAn Cvlliis]’
d’oil

ACar=0 resp. C..,An=0!
et étant que '
|Co-r|==0, parceque |Cur||C/|=]|A7'|=0
(voir p. ex. [3], p.43.), nous pouvons multiplier avec C.’, de droit resp. de
gauche:
A;=0 resp. Ay=0.

c) |AB+E,|=|BA+ E,| (A, B pas nécessairement quadratiques A=| a;||,
B==|Iby|l, ,1==1,2,...,7; fke=1,..., P}

Ceci peut étre démontré p. ex. par la méthode suivante?®): Soit pour
fixer les idées p =r. Avec

A B,
A=(E)=(A',...,A"), B=(5)=(3‘,...,B')
i B,

nous avons

AB'...AB B/A'...BA"
AB= ( ....... )’ BA =( ....... ) :
AR AE BA ... B A"
Alors le théoréme connu de CAuCHY (voir p. ex. [3] p. 19.) donne,

A; B A; Bz’"
(7 o e -
AimB" PR A.'”Bl"'
a;, @iy, b.h*s . bf: im
............. ,m=1, , D
B o a‘-ﬂjl e a"ufm bfmil i bf:n m p
0, m=p+1,...,r
et
B;, A", B;, Alm bj.i, by, Qs «..Qi,
8) =Z‘ ............
B .. By Ao " Sh b M sticg,

2) La démonstration présente était cordialement mise & notre disposition par M. B. Gvires.
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Soient
|AB+AE,| =246 "+ - 4c et |BA+AE|=+di* " +...4+d,
(cf. [3], p. 69.); en vertu de (7) et (8) nous avons

A, B"... A,
cm e l oooooooo —
=i =< =i,=r iy b
= AMB’ AimB' |
A, B'... A, B~
RS |=dm, m=\,...,p,
=\1=i2"=i=r| A, B"...A B™
0, m=p+1,...,r.
c’est-a-dire
|AB44E,|=4"7"|BA+4E,|
et pour i =1

|AB+E,|=|BA+E,|,
comme nous l'avons affirmé.
Pour démontrer notre théoréme nous remarquons maintenant, qu’en
vertu de (1) nous avons
9 P(t, u)= P(t, a) P(a, a)P(a, u)
et la matrice idempotente
P(a, a) = P(a, a) P(a, a)
peut &tre représentée par la formule (5):

(10) P(a,a)=IT"'FILI.

En désignant

(11) ITP(a, u) = II(u), P(t,a) 117" = IIy(t),
(9) devient

(12) P(t, u) = IIy(t) F IT;(u)

ou a cause de (1), (10) et (11)

(13 IT(t) ITy(t) = [T P(a, t)P(t, @) [T ' = ITP(a,a) 1T = [T IT'FITIT ",
II(t) Iy(t)=F.

On voit tout de suite que (12) avec (13) satisfait toujours a (1).

D’autre part, étant qu'a cause de (11) I, est aussi du rang 7, il est

possible de lui donner une représentation de LAGRANGE (voir p. ex. [3], pp.

58—59.):

(14) ITy,= AFA, |A|==0, |A"|Z=0.

En écrivant encore
Ally=B
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il suit de (13) que
AFB=F Cc'est-a-dire CF=FB (C=A""
donc par a) C,=0 et par b) aussi A, =0 ce qui n’est possible que si

|A,| =0, parce que |A,||Aur| =|A| =0 ([3], p. 43).
Ceci entraine qu’a l'aide de a) (14) se laisse mettre dans la forme

_ . A0 .
IL=AFA =F(O E,.-JA :

En désignant
A0
mO=(y y |4 (HOI=1A1141%0)

cela devient

(15) IIi(t) = FII(t).

De méme

(16) Ihwt)y=II'(t)F (|11 (t)| == 0)

et de (12)

an P(t,u)=II'(t)FII(?), (1I@®)| =0, |[IT'(t)| 5=0)

résulte. Cependant (13), (15), (16) donnent
F=FII(t)II'(t)F,

ou avec H(f)H'(f)=G=(gr gu )
(E, 0)_('1:1 0] (Gr G ](Er 0 [G' 0]
OO_OOGmGn—r 00]=0 '
donc

Pour achever, examinons & quelle mesure I7 et II’ se trouvent déter-
minées par (15) et (16). Nous écrivons

C
X

(C resp. X ont r resp. n—r lignes, D resp. Y ont r resp. n—r colonnes).
(15) et (16) donnent

(frg)(f():(g):m resp. (D,y)(f"g)=(p’0)=g“

ce qui montre que les éléments de X et Y peuvent étre choisis arbitrairement.
Nous voulons les choisir de telle maniére qu’il soit

(19) G=0II"=E,.

nz( ] Ir'=(D,Y)

D5
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Il suit de

G: G s CD.C
@  (gor)=mr=(x)en=(xp )
en vertu de (18) que
(21) CD=E,

ce qui entraine que C et D sont tous les deux de rang r. Leurs colonnes
resp. lignes peuvent donc étre rearrangées de la fagon suivante:

Dr
C=(Cn Clz)s |Cfl 4:0’ D=(Dﬂ], |l)"|=f’=0II

ce qui n'a influence que sur l'ordre des €léments de X et Y.

Nous voyons de (20) qu’aprés avoir constaté (21) il ne nous reste qu’a
assurer
(22) CY=XD=0, XY=E..,

pour arriver 4 (19). En écrivant aussi

Y,
X= (Xm, Xn—-r ’ Y= (yj:r] ’

il faudrait donc assurer qu’ils soient

Cr Y,,-}- Cm Yu-r T 0: Xsn Dr + erDm — 0,
Xi‘l ym -+ Xn—r Yn-r e En-r-

Les deux premiéres équations sont satisfaites par

(23) Vi=—C'CoYor & Xo=——X..DuD;’,
tellement que la troisiéme se transforme a

(24) Xu-e(DaD;'C;' Ca+ En-r) Yap = En,.
Mais de (21)

CrDr + CIQDN s Ef!
c’est-a-dire la matrice
E.+C;'CuDyD;' =C.' D}’

est reguliere, donc en vertu de c)
H= DD} C:'Cis+En-t
dans (24) I'est aussi et (19) est satisfait par (23) et p. ex.
Ve ' X5

(ils restent encore (n—r)* paramétres arbitraires).
(17) et (19) donnent (6) c. q. f. d.
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Deuxiéme méthode. Dans I'équation
9) P(t, u) = P(t,a) P(a, a) P(a, u)

qui suit de (1) nous donnons a la matrice idempotente P(aq,a) la représen-
tation a facteurs basiques (voir [2]):

(25) P(a,a)=P,P; avec P;P,=E,,
d’out en écrivant

(26) P(t,a) P,= II,(t), P3P(a,t)=II3(t).
(9) entraine

(27) P(t, u) = I1,(t) IT3(u).

Ici

(28)  IIi(t)IL(t)= PiP(a, t)P(t, a) P, = Pt P(a, ) Py = PiP, PiP, —E,,
en vertu de (26), (1) et (25), ce qui montre que la solution générale (27) de
(1) peut étre considérée comme généralisation de (25).

Etant que la représentation (27) peut étre écrite comme

@) P =), x0(g” o) (i)

avec des matrices arbitraires X;, X3 & (n—r) colonnes resp. lignes et & n
lignes resp. colonnes, — il ne nous reste donc qu'a montrer qu’elles peuvent
étre choisies de telle fagon que

II5(t)
G0 Ee= (R0, %0) o | = BOTO + X O X,

Mais avec [1y(t), IT3(t) étant en vertu de (27) et (1) [voir aussi (28)] une
matrice idempotente de rang r, E,— IT\(t)II3(f) reste une matrice idempotente
de rang n—r et une couple X;, X: arbitraire des facteurs basiques de cette
matrice (XiX3:= E.— II,II3) satisfait a (30). Avec

10~y

P(t,u) = II(t)"' FII(u)

nous avons donc

de (29), c. q. f. d.
I est évident que (6) satisfait a (1):
P(s, t)P(t, u) = I (s)" FO(t) II(t)" FII(u) =
=[I(s)" FEFII(u) = II(s) ' FII(u) = P(s, u).
(6) est naturellement équivalent a (6")
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2. Nous passons a I'équation

) ;:p,n(t. d)=1, (f==1.2...,8):

Dans |. nous avons montré, que dans le cas régulier cette équation est
satisfaite si et seulement si dans la matrice 7I(f) =||7zz;(¢)| de (3) nous avons

2, wj(ty=constant, (i=1,2,...,n).
=1

Comme généralisation nous démontrons le

Théoréme 2. Pour que

(1) (s, u) =§p.-,-(s, t)pi(t, u), (Lk=1,2,...,7)
(2) gpjk(t, u) =1, (=12...,1n)
et

rang || ps(f, u)|| =r
soient satisfaites il faut et il suffit que

31 » £ o constant, i=1,2,...,7s,
@1) ,Z;“‘f()“ 0, i=r+4+1,...,n
dans

(6") pa(t, H)=-§ 115(t) 7o (1)

DEMONSTRATION. En vertu du Théoréme 1. nos suppositions entrainent
(6) et en substituant cette formule dans (2) nous obtenons

1=§p,—;(i, H)=§§Hs;(’)ﬂa(u) (/=12,...,n)

Multiplions ces équations avec -;(f) (/=1,2,...,n) et sommons par rap-
port & j:

2= 3 3 O Mm@ =3 3 drale) =

2 wu(a), 1=1,2,...,r,
k=1

0, l=r+1,...,n
donc (31) se trouve démontré.
Réciproquement (31) entraine

gmk(f)=§m(u), =1,2,.:.;p
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et

2 () =0, (i=r+1,...,n)

donc

" r

3 gt =3 3 iy = 3| 1,00 3 matw)| =

k=1 =1 1=l

*o _2 IT,(t) ;:'m(f)]‘i'

s==1 |

+ 3 |10 S| = 2 3 B0y my= 3 0=,
C. G5 d.

3. Jusqu’ici nous avons fait usage de I'équation (1) pour des s, ¢, u
arbitraires. Si, en accord avec linterprétation probabilistique, les fonctions
p;(f, u) ne sont définies que pour f = u et (1) ne vaut que pour s=f=u
alors il faut définir P(t,a) pour t>a (a est un nombre fixé, t variable) de
telle fagcon que
(32) P(t, a) P(a, t)= P(t, t),

(33) P(a, t)P(t,a)= P(a, a)

soient s:tisfaites. Savoir nous avons faits usage de (1) pour des s,f,u pas
tous les trois égaux seulement dans (9), (13), (28). (Ici nous supposons en
avance que P(f,u) est de méme rang pour tous les couples (f, u)). (33) suf-
fit pour que (13) et (28) soient valables et de notre nouveau point de vue
nous n’avons besoin de (9) que pour = u et pour ce cas (32) suffit. Pour
montrer cela nous distinguons trois cas:

A) Pour t=a=u il n'y a rien & démontrer parce que (1) reste pos-
tulée pour s=1¢ = u.

B)a<t=u:

P(t, a)[P(a, a)P(a, u)] = P(t, a) P(a, u) = P(t,a)-P(a, t)P(t, u) =
=P(t: t)P(f, H):P(f, U);
C)isu<a:
[P(t, a) P(a, a)] P(a, u) = P(t, a) P(a, u) = P(t, u) P(u, a)- P(a, u) =
= P(t, u)P(u, u) = P(t, u),
en vertu de (32) et de I’équation (1) aux s=t=u.

Le probléeme de définir P(f,a) de telle fagon, qu’elle satisfasse a (32)
et (33) conduit au probléme général de trouver une solution commune aux
équations
(34) AX=P, XB==Q
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(dans notre cas spécial A= B et P, Q sont des matrices idempotentes). Nous
examinerons ce probléme (cf. [4], p. 90; [5], [6]).

Soient
(35) A=AA:, B=B\B;, P=PP;, Q=QIQ§
les représentations a facteurs basiques (voir [2]) des matrices connues dans
les équations (34) qui deviennent ainsi '

(36) A X=PP;, XBB:=Q:Q:,
d’'ox ([2])

(37) Pi=AT, Q=T:B:,
(38) X=QYP:

avec des T7i, Y, T: réguliers d’ordre r. En substituant (37), (38), dans (36)

nous avons
A;A;Ql YP;:AlTIPS, Ql yp;B;BEZQI TgBE

et étant que A,, Q, resp. B3, P sont invertables de gauche resp. de droit
(il y a des matrices avec lesquels ils peuvent étre multipliés de gauche resp.
de droit tellement que les produits soient des matrices unités) nous arrivons a
(39 AQiY=T\, YP:B,=T:.

Mais avec |71|5=0, | 72| =5=0 aussi |[A2Q:|==0, |P2B;|==0 donc Y peut
€tre exprimé de tous les deux équations (39) et pour que (34) ait une so-
lution il faut que
(40) (A3Q)'T\=Y=Tu(P:B)".

La solution
X=Qi(A:Q) "' T\P:= Qi To(PiB) ' P3,
qui suit de (38) et (40) satisfait & (34) si (37) est rempli:
AX=AAQAQ) ' ThPi =P P:=P,
XB= Qi To(P:B\) " P:B1B} = Q Q= Q.

Nous avons donc trouvé que pour que (34) ait une solution il faut et

il suffit que dans la représentation (35) des matrices donnés

Pi=AT, Q=T:B;, T\P:Bi=A:Q:T:
(Th, T, P3By, A3Q, réguliers) soient satisfaites et alors
X=Qi(A:Q) 'T\P: = Q Tx(P:B)) ' P:
est une solution.

Dans une forme equivalente nous pouvons énoncer, que pour que (34)
avec des matrices A, B, P, Q de rang r ait une solution du rang r il faut et
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il suffit qu'il soit
ffit 4 PB=AQ

avec tous les deux cotés de rang r.
En effet les équations
P1=A1T1, Q;“ Te&; T1P531=A§Q1 T,

ont pour conséquence
PP3B\B: = A1 AsQ1Q8, PB=AQ,

(ce que nous obtenons en multipliant avec A, et B; de gauche resp. de droit)
et A cause de la régularité supposée de P3B;, A3Q; les deux cdtés de cette
équation sont de rang r.

Vice versa PB=AQ avec des cdtés de rang r a pour conséquence
[en appliquant les propriétés fondamentales de la factorisation a facteurs ba-
siques (voir [2])]:

P\P3B,B: = A A2 Q1 Q2 |P:B; |40, |[A2Qy| =0

P=AT, Q=TB5, |Ti|==0, |T2|==0

AT\ P:B B =AAQT:B:, T\P:B—=A:QT:, - L

Dans notre cas special nous avons
A=B=P(a,t), P=P(a,a), Q=PFP(,1) (@a=1t)

ce qui montre que la condition
PB=AQ, P(a,a)P(a, t)=P(a, t)P(t, t)= P(a, t), rang PB=rangP(a,t) =r
est & cause de (1) (s =t = u) évidemment remplie, ce qui donne le

Théoréme 3. Les théorémes 1., 2. restent valables pour des pj(t, u)
(t =u) si (1) et (2) ne sont postulés que pour des s =t = u.
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