Eine Beziehung zwischen affiner und Minkowskischer
Differentialgeometrie.

Von DETLEF LAUGWITZ in Oberwolfach.

Im n-dimensionalen zentrisch-affinen Raum betrachten wir eine geschlos-
sene konvexe Hyperfliche J, welche den Nullpunkt O im Innern enthalte
und fiir das folgende ausreichende Differenzierbarkeitseigenschaften besitze.
Eine solche Flache gibt Veranlassung zur Einfilhrung zweier zundchst ganz
verschieden definierter Metrisierungen, ndmlich einmal der Minkowskischen
Metrik des Raumes, und zum zweiten der Flichenmetrik der homogen-affinen
Geometrie’). Wir setzen uns hier das Ziel, eine Beziehung zwischen diesen
beiden MaBbestimmungen herzuleiten.

Die Minkowskische Metrik F(x) zur ,Indikatrix“ J ist definiert durch

F(x)=1 fiir die Punkte x von /,
F(x) von erster Ordnung positiv homogen.

Nach unseren Voraussetzungen iiber / ist F eine im ganzen Raum definierte,
positiv-definite Funktion. Zu dieser Minkowskischen Metrik gehort ein Fun-
damentaltensor

a°g(x) L

Wir spezifizieren jetzt die noch offenen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
iiber / dahin, daB g(x) fiir x==0 viermal stetig differenzierbar sein soll,
und daB ga(x)y‘y* fiir jedes x==0 eine positiv-definite quadratische Form
sein soll; dies sind die (iblichen Voraussetzungen in der Minkowskischen
Differentialgeometrie.

1) Fiir den Fall n=3 sind die vorausgesetzten Begriffe im Lehrbuch [6. § 37] von
Sakowski dargestellt. Wir werden, da dies keine gréBeren Schwierigkeiten bedingt, eine
Darstellung fiir den n-dimensionalen Fall geben; die Grundform der affinen Fldchentheorie
im n-dimensionalen homogen-affinen Raum bestimmt sich dabei in Analogie zum dreidi-
mensionalen Fall und zur n-dimensionalen Geometrie der volumtreuen Affinititen [1, § 65].
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Andererseits gehort zur Fliche /, welche wir uns in Parameterdarstel-
ang x‘(u®) (griechische Indizes stehen fiir die Flachenparameter; die Tangen-

: i d
ialvektoren Xxq = =

ua

seien linear unabhdngig) gegeben denken, der Funda-

nentaltensor der homogen-affinen Flachentheorie

o et {Xup, Xos Xay oo X0-1
(1) Saf = Get B e s i)

(Die Nennerdeterminante ist wegen der Konvexheit von J von O verschieden.)
Dieser Tensor ist auf der ganzen Hyperflache J definiert.

Um beide MaBbestimmungen vergleichen zu kdnnen, schrinken wir die
Minkowskische Metrik in folgender Weise auf die Hyperfliche J ein. Der
Tensor gi(x) definiert im ganzen Raum auber in O eine positiv-definite
Riemannsche Metrik ds*=ga(x)dx'dx* (ein Studium dieser MaBbestimmung
findet man in [5]). Betrachtet man J als Untermannigfaitigkeit dieses Rie-
mannschen Raumes, so wird auf / selbst eine Riemannsche Metrik induziert,
welche den Fundamentaltensor hat

(2) Zap (1) = XaXpgar(x (1)
(Diese Flachenmetrik betrachtet — unabhdngig von der Metrik gu(x) im
Einbettungsraum — O. VARGA [8].) Man erhdlt so aus jedem der beiden
Ansdtze in (1) und (2) je eine affininvariante Riemannsche Metrik auf der
Hyperflache J.

Zum Vergleich von (1) und (2) berechnen wir jetzt s.s aus (1) fiir einen
beliebigen festen Flachenpunkt x(z). Die Determinante

det {a, X, Xy, o5 Xact)

in diesem Punkte kann aufgefasst werden als Skalarprodukt des Raumvektors
a mit der kovarianten Vektordichte n; mit den n—1-reihigen Unterdetermi-
nanten der Matrix (x,,...,X.1) als Komponenten. Damit wird mit einer
zundchst beliebigen euklidischen Raummetrik gu

a'xt )

( x.,g fiir ah'c_ah'ﬂ

k
xXap Nl
(3) Sag = SaXeph nt=g¥p,,

Nun wollen wir fiir g eine spezielle Wahl treffen: Wir nehmen fiir ga die
zum betrachteten Flachenpunkt gehorige ,oskulierende“ euklidische MaBbe-
stimmung g (x(z)) der Minkowskischen MaBbestimmung. Mit dieser gilt

4) niXe=gu(x(u))Xen" =0,
weil der links stehende Ausdruck gerade gleich der Determinante

:xar Xy, xz: "-1xn-l}
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ist. Andererseits hat man aber wegen gu(x)x'x*==1 und wegen der Euler-

schen Homogenitétsrelation g (x)x* =0 (gfjk=—ax'-a;_“§_“—w) auch die Bezie-
hung

(5) ga(x(u))Xax" =0.

Aus (4) und (5) folgt aber

(6) nf=c-x*

wobei ¢==0 wegen der linearen Unabhingigkeit der x,, ..., x,.1; geometrisch
bedeutet das: n' und x' sind senkrecht zu J in der Riemannschen Metrik
&in(X).

Aus (5) folgt durch Differentiation nach #? noch
M Gun(x () XapxX' = — gia(u)) xa X3,
wobei wieder die Eulersche Homogenitatsrelation verwendet wurde. Durch
Einsetzen von (6) in (3) unter Beachtung von (7), (2) und der Relation

F*(x) =ga(x)x’x*=1 fiir x=x(u)

ergibt sich : _
 @a(x())xain’  gaxapx'

s R i _k
T ga(x(u))xXint T guxix* guXaXp,

Sap
also

(8) Sap=—gap.
Damit haben wir den

Satz. Die auf der Indikatrix | durch die von ihr definierte Minkows-
kische Metrik induzierte Riemannsche Metrik (2) und die Metrik (1) der
homogen-affinen Fldchentheorie stimmen bis aufs Vorzeichen iiberein.

Dieser Satz kann dahingehend interpretiert werden, daB die homogen-
affine Differentialgeometrie der Fliche / und die Minkowskische Differential-
geometrie der Eichfliche / im wesentlichen identisch sind.?) Daraus ergeben
sich sofort einfache Beziehungen zwischen den geometrischen Grofen in bei-
den Auffassungen. Bekannt und wichtig ist die von A. DEICKE [3] verwendete
Tatsache, daB die Fliachen / konstanten Affinabstandes vom Nullpunkt (die
sogenannten ,eigentlichen Affinsphdren“) und die Minkowskischen Rdume mit
g7°g..=0 einander entsprechen, so daB die Kennzeichnung der Ellipsoide
als geschlossene Affinsphédren der Kennzeichnung der euklidischen Rdume durch
diese Tensorbeziehung korrespondiert. Entsprechend kann man sofort sehen,

2) Andere Zusammenhinge zwischen Minkowskischer und affiner Differentialgeometrie
fiir n =2 hat W. Souss [7] angegeben.
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daB der affingeometrische Kriimmungstensor von J und der Riemannsche
Kriimmungstensor zu (2) identisch sind. Fiir den letzteren hat VARGA [8]
(vgl. auch [5]) gezeigt, daf er eine geometrische Deutung des einen Kriim-
mungstensors S der Theorie von CARTAN [2] liefert. Dieser letztere Tensor
besitzt also nach dem Gezeigten auch eine einfache affingeometrische
Bedeutung.

Uberhaupt ist evident, daf unser Satz gerade fiir die Finslerrdume von
Interesse sein wird. Denn dort handelt es sich ja — im Tangentialraum jedes
Punktes des Finslerschen Raumes — um zentrisch-affine Rdume, in denen
eine Fliche J ausgezeichnet ist. In der lokal-Minkowskischen Auffassung der
Finslerschen Rdume (RUND, BUSEMANN, BARTHEL u. a.) faft man / als Indi-
katrix auf und macht den Tangentialraum dadurch zu einem Minkowskischen
Raum. Diese Auffassung ist geometrisch befriedigend, fiihrt aber rechnerisch
oft auf schwer zu behandelnde nichtlineare Probleme. Die Auffassung von
E. CARTAN ist dagegen zwar kalkiilmiBig wesentlich leichter zu behandeln,
wird aber oft als geometrisch unbefriedigend empfunden, weil Gegenstand
dieser Theorie nicht der Raum selbst, sondern das iiber ihm als Basisraum
errichtete Faserbiindel der Richtungselemente ist. Die Ergebnisse aus [8], [5]
und der hier bewiesene Satz legen nun die folgende Auffassung der Fins-
lerraume nahe. Der Finslerraum werde — genau wie in der lokal-Minkowski-
schen Auffassung — als ein Punktraum aufgefasst, in dessen zentrisch-affinen
Tangentialrdumen in jedem Punkte eine Fliche J ausgezeichnet ist. Diese
Flache definiert nun aber aufier der Minkowskischen Metrik mit / als Indi-
katrix noch eine affininvariante Riemannsche Metrik (unser gix(x)). Dies hat
den Vorteil, daf alle Ergebnisse der CARTANschen Theorie hier in einem
Punktraum einen geometrischen Sinn erhalten, wodurch eine Synthese der
beiden Auffassungen erreicht wird. Auflerdem erreichen wir den praktischen
Vorteil, daB die Ergebnisse und Formeln der homogen-affinen Differential-
geometrie uns hier niitzlich sind

Umgekehrt scheint der bewiesene Satz auch fiir die Affingeometrie
insofern eine begriffliche Verbesserung zu ergeben, als der Ausdruck —gq;
fir die Fundamentaltensor oft rechnerisch handlicher ist als der schwerfallige
Determinantenausdruck. Der Tensor gus ist auBerdem nicht explizit dimen-
sionsabhdngig; das ermoglicht einen Aufbau der homogen-affinen Geometrie
der Hyperflichen in unendlichdimensionalen affinen Rdumen mittels des Kal-
kiils der Arbeit [4]. Die in der letztgenannten Arbeit eingefiihrte invariante
Deutung der Tensorrechnung erlaubt es iibrigens, auch im endlichdimensio-
nalen Fall die Formeln der homogen-affinen Geometrie ,basisfrei“ zu lesen,
ohne daf das Erscheinungsbild der Formeln abzudndern wire. Man kann
also direkt mit Vektoren rechnen, wodurch Invarianzbeweise wegfallen.
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Zusatz bei der Korrektur am 4. Mai 1957. Inzwischen ist eine Arbeit
von A. KAwaGucH! erschienen (On the theory of non-linear connections II.
Theory of Minkowski space and of non-linear connections in a Finsler space,
Tensor N. S. 6 (1956), 165—199), in welcher verwandte Fragen behandelt
werden. Auf S. 173 dieser Arbeit wird der hier bewiesene Satz ebenfalls
gezeigt, allerdings ohne unsere geometrische Interpretation in der homogen-
affinen Geometrie. KAWAGUCHI deutet vielmehr einige Grofen der Minkowski-
schen Geometrie im Rahmen von BLASCHKEs Geometrie der inhaltstreuen
Affinititen und kann daher natiirlich dort keine Deutung der Flichenmetrik
geben, da diese eine invariante Bedeutung nur gegeniiber der tatsdchlich
wesentlichen Gruppe, ndmlich der der homogenen Affinititen, hat. — Weitere
Zusammenhdnge mit der radial-affinen Geometrie gebe ich in einer anderen
Arbeit an (Mat. Z. 67 (1957), 63—74).
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