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Uber die autoparallele Abweichung in allgemeinen
metrischen Linienelementriumen.

Von ARTHUR MOOR in Szeged.

Einleitung.

Bei den Untersuchungen tiber Fragen ,im GroBen“ der Riemannschen,
bzw. Finslerschen Rdume, spielt die Gleichung der geodatischen Abweichung
eine fundamentale Rolle. Man kann zum Beispiel mit ihrer Hilfe beweisen,
dab falls der Kriilmmungsskalar K(x) die Relation

K(x)E_’-'A%

befriedigt, die grofte Entfernung zweier beliebiger Punkte des Raumes die Zahl
stA nicht iibertreten kann. (Vgl. [7], § 3 und [9], § 4)).

Im folgenden wollen wir die Frage untersuchen, inwieweit diese Glei-
chung auch in denjenigen metrischen Linienelementrdumen L, bestimmbar ist,
in denen die Ubertragung nicht durch die CarTANschen Ubertragungspara-
meter I'Y: und G (vgl. [3]) bestimmt ist. Eine derartige Geometrie haben
wir in unserer Arbeit [5] entwickelt. In einem Raum L,, wo die Ubertragung
nicht die CARTANsche ist, sind die Extremalen und die autoparallelen Linien
im allgemeinen verschieden. Verwenden wir jetzt statt der Extremalen die
autoparallelen Kurven, so erhalten wir eine Gleichung die das Analogon der
Gleichung der geoditischen Abweichung ist. Diese Gleichung (vgl. (3.7))
wollen wir die Gleichung der autoparallelen Abweichung nennen.

Mit Hilfe der autoparallelen Abweichung kann eine wichtige Frage der
autoparallelen Kurve beantwortet werden; es kann ndmlich bestimmt werden,
ob die aus einem Punkt O ausgehenden autoparailelen Kurven eine Hiillkurve
besitzen, oder nicht. Im Falle, in dem die autoparalielen Kurven mit den
Extremalen identisch sind, geht unsere Theorie in die bekannte Theorie der

geodatischen Abweichung iiber.

1) Siehe die Literatur am Ende unseres Artikels.
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Die Theorie der autoparallelen Abweichung werden wir fiir den n-
dimensionalen Raum entwickeln, die Anwendungen in § 4 werden wir aber
nur fiir den zweidimensionalen Fall behandeln. Nur in dem letzten Paragra-
phen wollen wir kurz auch den n-dimensionalen Fali untersuchen.

Dementsprechend werden wir in § 1 die wichtigsten Formeln der Theo-
rie der allgemeinen metrischen Linienelementrdume angeben; in § 2 entwickeln
wir die Theorie der m-dimensionalen Unterrdume, soweit wie wir sie bend-
tigen werden, in § 3 werden wir die Gleichung der autoparallelen Abwei-
chung ableiten; weiter untersuchen wirin §§ 4 und 5 mit Hilfe der Gleichung
der autoparallelen Abweichung die Frage der Existenz der Hiillkurve der
autoparallelen Linien in einem L, bzw. in einem L,. Wir wollen noch darauf
hinweisen, daB die Bestimmung der autoparallelen Abweichung einen wesent-
lichen, dem Kriimmungsskalar entsprechenden Skalar des Raumes L, ergibt.
(Vgl. (4.2), (4.3a).)

§ 1. Grundformeln der allgemeinen metrischen
Linienelementriume.

Zu Grunde gelegt sei eine (2n—1)-dimensionale Mannigfaltigkeit L.
von Linienelementen (x', +)*). Im Raume L, seidurch einen metrischen Grund-
tensor gu(x,v) die Metrik des Raumes festgelegt. Die Lange eines Vektors
& im Linienelement (x, v) ist demnach durch die Formel

(1.1) £V ga(x, D)5

definiert. Die Linge einer Kurve x'=x'(f) zwischen den Parameterwerten
4, t, in L, beziiglich des Richtungsfeldes +'(f) ist durch

(1 2) S1,2 =J'. Vg{k(X(f),‘l-‘(t))iii'kdf, X = %"

erklart. (Vgl. [5), § 1). Im folgenden wollen wir immer annehmen, daB das
Richtungsfeld +*(f) mit dem Feld der Tagentenrichtungen x'(f) der Kurve
x'(f) zusammenfalit.

Mit Hilfe des metrischen Grundtensors g kann man im Raum L, auch

eine Fundamentalfunktion durch die Formel

(1.3) F(x, v) = Vga(x, v) vt

definieren. Mit Hilfe von (1.3) kdnnte man in unserem Raum L, auch eine
FINsLERsche Metrik definieren. Dazu miifte man nur statt des Tensors g

?) Die lateinischen Indizes laufen immer von 1 bis n.
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den Tensor

ol &FF
(l. 4) }’{k(x: U)z“fw

fiir den metrischen Grundtensor des Raumes L, wihlen. Die durch (1.4)
definierte Metrik ware mit der von ga bestimmten Metrik nur dann iden-
tisch falis

6g.g

T das
giiltig wiére. (Vgl. [5], § 4). Wenn nicht nachdriicklich betont wird, werden
wir aber immer die durch gi bestimmte Metrik benfitzen.

Die Winkelmetrik werden wir jetzt fiir ein L, anders definieren, als in
unserer Arbeit [5]. Unsere folgende Definition ist die Verallgemeinerung der-
jenigen von H. RunD (vgl. [10], § 2).

Die CARATHEODORYsche Indikatrix eines Linienelementraumes L, im
Punkte (Jg; hat die Gleichung

P
wo die Funktion F(x,v) durch die Formel (1.3) bestimmt ist. Die & be-
zeichnen die laufenden Koordinaten der Indikatrix. Wir bezeichnen ferner
mit z und 7+ dnf noch zwei infinitesimal benachbarten Einheitsvektoren im
Punkte x' die die Richtung ihrer Stiitzelemente haben. Offenbar befriedigen

diese Vektoren die Gleichung der Indikatrix, da
Fx, n)=ga(s =1

und analog fiir (n'd7)
F‘(fg; n+dn)=1

besteht; #' und (7*-+d7’) waren ndmlich nach unserer Annahme Einheits-
vektoren.

Die Vektoren #' und (i +d7’) bestimmen somit zwei Punkte der Indi-
katrix, die die Entfernung

(1.5) d6— Vg-w% dn)dridn*

haben. d§ kann schon als ein WinkelmaB betrachtet werden, das durch (1. 5)
auch im (2n—1)-dimensionalen L, definiert ist. Ist in einem L, die Linge
der Indikatrix gleich o, so ist

(1.6) a6% ) 46—\ Vautx, dnydnar
ag g [}
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ein normiertes WinkelmaB, das dieselbe Eigenschaft hat, wie das WinkelmaB
von H. RunD (vgl. [10], § 2), d.h. der Winkel von zwei entgegensetzten

parallelen Richtungen ist gleich —;— Der Unterschied besteht darin, da8 in
unserem L, der Normierungsfaktor ¢ vom Orte xo: abhdngig ist. o ist nur
(
dann von x‘ unabhingig, falls auch ga von x' unabhidngig ist.
©

Im folgenden brauchen wir noch die Formel des invarianten Differen-
tials eines Vektors &. Nach der Definition (vgl. [5], Formeln (2.4) und
(2.5)) ist:

(1.7 DEX gEi 4 Ly, Fdx* + M5 o*(d),
wo L} und M die Ubertragungsparameter bedeuten, und
vl

FA=DF, =g

ist. Flir die expliziten Formeln von L% und M. verweisen wir auf die
Relationen (2. 16) und (2.24) unserer Arbeit [5]; hier bemerken wir nur so-
viel, daB diese Ubertragung metrisch ist, d h.

Dgua=0

besteht. Aus dieser Bedingung ist L§% und M/ nur bis auf einen in (i, )
schiefsymmetrischen Tensor oy bestimmt. Z. B. wird L% die Form:

(1.8) Li'v=TI7%—AfoJi 0)x+ s, Ajir = '%'gf‘"r

haben (vgl. [5], Gleichung (2.24)). Die Operation ||, bedeutet die partielle
Ableitung nach +* multipliziert mit F.

Die Gleichung der autoparallelen Linien — falls fiir Parameter die
Bogenlidnge gewihlt wird, und das Richtungsfeld +*(s) mit dem Feld der

Tangentenvektoren LA zusammenfallt — ist:

ds
a*xt o O dx
(-9) a5 Thhv g a5 =0
(vgl. [5], Gleichung (5.5a)). Eine kurze Rechnung zeigt, daB (1.9) mit
o'(d)
(1.10) D=0

dquivalent ist (vgl. [5], § 5). Wir bemerken noch, daB nach (1.2) und (1.3)

d¥ .1 -dx
(1.1]) E——P(x,ﬁ)
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besteht, da s die Bogenldnge bedeutet.

Der Hauptkrimmungstensor R des Raumes ist durch die Formel
(1.12) R 2 3;;;* e L L[]
bestimmt, wo [k|m] den vorangehenden Ausdruck, aber mit vertauschten In-
dizes (k,m) bedeutet (vgl. [5], Formel (7.7)).

§ 2. Grundziige der Theorie der m-dimensionalen Unterriume.

In diesem Paragraphen entwickeln wir einige Fundamentalrelationen
der Theorie der Unterrdume, soweit wir sie im folgenden brauchen konnen.
Ein m-dimensionaler Unterraum U, ist durch das Gleichungssystem

@1 Xi=xi(u', &, . ..,u")

angegeben. Die Grofen
i def OX' P s
B;=W” (e=1,2,...,m)®
bestimmen die m Tangentenvektoren der Flache, die die Richtung der Para-
meterlinien haben.

Den durch das Gleichungssystem (2. 1) angegebene Unterraum U, er-
weitern wir zu einer (2m—1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit der Linien-
elemente (u% &*), indem wir zu jedem Punkt u* von U, e¢ine Richtung &°
zuordnen. Wir fordern, daB die durch &* bestimmte Richtung zur m-dimen-
sionalen Hyperfliche tagential sei. Analytisch bedeutet das im L, fiir die
Raumkomponenten +* von i#* das Bestehen der Relationen

(2.2 o' =Ba "
(vgl. [4], Gl. (3)). Die Gleichungen (2.1) und (2.2) bestimmen somit eine
Teilmannigfaltigkeit des Linienelementraumes L.

Die Metrik von L, induziert nun eine Metrik in der durch (2. 1) und

(2. 2) bestimmten Mannigfaltigkeit der Linienelemente. Der Metrische Grund-
tensor wird:

(2.3) Zap(u, 1) 2g;(x(u), v(u, ) BaBj,
wo die x'(z) und die v*(u, ) durch (2.1) und (2.2) bestimmt sind. Die
griechischen Indizes bedeuten in der Gleichung (2. 3), sowie auch im folgen-

den, daB es sich um Hyperflichentensoren handelt, wihrend die lateinischen
Indizes die im L,-Raum angegebenen Komponenten der Tensoren bedeuten.

3) Die griechischen Indizes bedeuten in diesem Paragraphen immer die Zahlen1,2,...,m.
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Auf Grund von (2.2) und (2.3) wurde aus dem Unterraum U, ein
metrischer Linienelementraum, den wir mit L,. bezeichnen wollen. Mit Hilfe
von g.s kann man eine Ubertragungstheorie der Vektoren und Tensoren im
Raum L, ebenso entwickeln, wie das im L,-Raum in [5], § 2 durchgefiihrt
wurde. Die Form des invarianten Differentials eines Hyperflichenvektors
E* wird die Form:

2. 4) DE = dE* + L% du” + M5 E o°(d), o 5LF"

haben.!) Selbstverstindlich sind die Ubertragungsparameter L%, und M:2,
durch den metrischen Grundtensor ges von L, nur bis auf einen in (e, p)
schiefsymmetrischen Tensor G.p, bestimmt. Man erhilt z. B. fiir L%#, analog
zur Formel (1. 8):

2.5) LASL — AL ety by, =t
wo A.f, ebenso aus (2. 3) abgeleitet werden kann, wie im Finslerschen Raum
(vgl. [4], Gl (9)). Es ist

Asgy = AipB.B}B.
Diese Relation driickt aus, daB der innere Torsionstensor von L, die Projektion
von Aiix auf L, ist.
Die Fundamentalfunktion von L, ist nach (2.2) und (2. 3):

F(u, it) = ) gap a® it? = F(x(u), v(u, i)).

Die autoparallelen Linien sind dadurch gekennzeichnet, daB ihr Tangenten-
vektor l"=% lings der autoparallelen Linie parallel verschoben ist. Nach
der Definitionsgleichung des invarianten Differentials folgt dann ebenso wie
im n-dimensionalen Fall, daB die Differentialgleichung der autoparallelen
Linien die Form

8", . 040"
.6 I Tl K T Tk
hat. (Vgl. [5], § 5).

Es entsteht die Frage, unter welchen Bedingungen die autoparallelen

Linien von L, auch autoparallele Linien des Raumes L, sind? Es besteht der

Satz 1. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daf
die autoparalielen Linien von L., zugleich autoparallele Linien von L, sind ist

%) Ly*s und M3% sind in der Formel (2.4) nicht unbedingt die Projektionen der
entsprechenden GriéBen von L, auf Lm.
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das Bestehen der Relationen:

i o [ du)due du® i B « [ : du') oj o | du® du’
(2.7) B,Lw{ ) “[ > +ij(x (), B: Q?]BQB"]?E*&?‘

“ds)ds ds ~ |Towr
BewEls: Betrachten wir eine Kurve C mit den Gleichungen:
(2.8) xt = x'(ue(s))

von L, und nehmen wir an, daB fiir C sowohl (2.6), wie (2.7) erfiillt sind.
Nach (2.6) ist also C eine autoparallele Kurve von L,.. Berechnen wir jetzt

. Nach der Gleichung (2.8) wird:
&#x 0B, dutdu  _; d*u°
9 ds ~ quw ds ds T ds

0
Substituieren wir jetzt in diese Gleichung den Ausdruck ﬁ:% von (2. 6),

beachten wir dann die Relationen (2.7), so wird man in Hinsicht auf

dx i du®

e 3
aus (2.9) eben die Gleichung (1.9) bekommen, und das bedeutet, dal C
eine autoparallele Linie von L, ist.

Die Bedingung (2. 7) ist also hinreichend. Ihre Notwendigkeit folgt un-
mittelbar aus (2.9) und (1.9). Sind ndmlich die Bedingungen (2.7) nicht
giiltig, so konnen die Gleichungen (2.6), (2.9) und (1. 9) nicht gleichzeitig
bestehen, woraus die Notwendigkeit von (2.7) folgt.

Wir bendtigen in folgenden noch eine Formel, die fiir den Finslerschen
Raum von H. RUND abgeleitet wurde (vgl. [8], Gl. (3. 16)). Wir konnen diese
Formel in unserem L,-Raum auf folgender Weise formulieren :

Satz 2. Besteht in einem Unterraum L. der durch (2.1) und (2.2) be-

stimmt ist, die Relation (2.7), und ist & ein Vektor im L., der lings einer
autoparallelen Kurve C definiert ist und der die Richtung von C hat, dann
bestehen lings C die Relationen :

(2.10) 2yB, DE' =y, DE',
wo E = B.E" bedeutet.

Bewels: Da die Kurve C auf Grund des Satzes 1. sowohl fiir L, , wie
fir L, eine autoparallele Linie ist, wird lings C:

wi(d) =0, we(d)=0
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bestehen. Nach (1.7) wird dann:

D¥ d(BiE)  .ei piveex dU°
gaJBp ds guB;("'_("a";_—"'_Lj kBEHS— B:tr "E).
Beachten wir jetzt, daB nach unserer Annahme
()
2. 11) gzg%
ist, so bekommt man

y DE . g 9 ( p ,,) du’ du]
8iBe s =&uBe| B & T au‘+L"‘B Be ) s ds
Nach den Gleichungen (2.7) und (2. 11) ergibt diese Relation eben die Formel
(2.10), w.z. b.w.

Die Annahme (2.11) kann man unter gewissen Bedingungen fallen
lassen. Es besteht der

Satz 3. Besteht im Satz 2. statt der Bedingungsgleichung (2.7) die
stdrkere Bedingung:

i o du’ 98B o [ 2 du) . ; du”
(2.12) BiLyo 5= du;’+L,»k(x (")'B:E)Bt"B:]E'

so kann E® im Satz 2. ein beliebiger Fldchenvekior sein.

~ Beweis: Da & ein Flichenvektor ist, hat man fiir die Raumkomponenten
& die Relationen: £ — B,E®. Besteht nun Gleichung (2. 12) so besteht offenbar
auch (2.7), somit ist eine autoparallele Linie von L, auch eine solche von
L,. Somit wird:
0B} OF — i [B 9 1 (P2, 13 i) 40|
Beachten wir jetzt (2. 12), so erhdlt man aus dieser Gleichung im Hinblick
auf (2.4) wegen w’ =0 eben die Relation (2.10) w.z.b.w.

Wir bemerken noch, daB die Relationen (2.7) und (2. 12) im wesent-
lichen fiir die in den Formeln (1.8) und (2.5) vorkommenden Tensoren o;;
und 0.s, gewisse einschrankende Bedingungen bedeuten. Man kann leicht
verifizieren, daB G.s, und o, im allgemeinen so gewdhlt werden konnen,
daB (2.7), oder moglicherweise auch (2.12) erfiillt seien, da o und Gapy
zusammen mehr Komponenten haben, als die Zahl der Bedingungen notig
macht.
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§ 3. Ableitung der Gleichung der autoparallelen Abweichung.

Betrachten wir die durch einen Punkt O hindurchgehende Schar der
autoparallelen Linien. Es soll C und C zwei unendlich benachbarte Kurven
dieser Schar bedeuten. Die Gleichung von C, bzw. C ist

“ . dx dx*
(3. 12) B L) 222X g,
a s ~ dy d
(3. 1) L) S-S —o,

wo der Parameter s, bzw. o die Bogenldnge auf der entsprechenden Kurve
(gerechnet vom Punkte O) bezeichnet. ¢
Zwischen den Punkten der Kurven C bzw. C soll die Gleichung:

(3.2) Y(0) = x'(s) +-E(s), §(0)=0

bestehen, wo Ei(s) einen infinitesimalen Vektor bedeutet und der Zusammen-
hang zwischen s und o weiter unten angegeben wird. Ebenso wie im Fins-
lerschen Raum (vgl. {9], § 2) wollen wir noch von dem Vektor &(s) annehmen,
daB die erste Ableitung seiner Ldnge nach s auch infinitesimal sei, und daB
sowohl die Ldnge von &, wie die seiner ersten Ableitung dieselbe GroBen-

ordnung habe, wie der Winkel d6 zwischen C und C. Die Parameterwerte
s und o sollen die Relation

3.3) g§= 144(s)

befriedigen, wo 4i(s) die Grofenordnung von d0 hat. Im Falle, in dem die

einander entsprechenden Punkte von Cund C gerechnet vom Punkte O gleiche

Bogenldngen bestimmen, ist 4(s)=0, und o=s. Man hat offenbar immer
E(0)=0, 4(0)=0,

da die Bogenlinge vom Punkte O gerechnet wurde. Es wird sich heraus-

stellen (Gleichung (3.8)), daB durch unsere Forderungen eine eindeutige

Zuordnung zwischen den Punkten beider Kurven hergestellt ist.

Nun werden wir die GroBen von (3.1b) mit Hilfe von (3.2) durch
x‘(s) und E(s) ausdriicken. Die Glieder, die in & bzw. 4 eine grojere Ord-
nung besitzen, werden wir immer vernachldssigen. Somit bekommen wir aus
der Gleichung (3.2) im Hinblick auf (3.3):

dy _(dx‘ d§")
do —\ds T ds ) 146D
DE¥

Bestimmt man jetzt‘:;—i‘auf Grund von (1.7) durch—g, beachtet man dann,
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daB (1.10) giiltig ist, da C eine autoparallele Linie ist, so wird:
dy' dx £ ) R dx"
(3.4) 5 = g5 U4+ — LW
wo die einzelnen Grofen langs C gebildet sind.
Differenzieren wir jetzt (3.4) nach o, so wird wieder im Hinblick auf

(3.3), (1.7) und (1.10):

&y [ dx ,dxi D . D¥ dx*
o’ _[ a7 WA=kt o=t et
i pdx-ﬂ— _ ,dx" aL -dx“dx"_aL}‘k dx* db]
+LjeLint ds ds Ljik de® 6% " di ds a vt & ds ds (1=4).
T dv* d&'x ” :
Beachten wir jetzt, daBi a7 °) ist, ldngs C die Gleichung (3. 1a)
besteht, weiter I"=%§, und A(s) infinitesimal ist, so wird:
a*y ; D& o D¥
&0) = Tma—am—r G S 21y
(%—L"&H;LZ%. — Ly Lt — LYy L;*,..] 4 3
Endlich bekommt man nach (3.2) und (1.7) wegen (1.10):
oLy

(3.6)  Liw(w ¥)=Lh0s )+ ST B — L L+ L O

Nun miissen wir die entsprechenden Gréofien aus den Gleichungen (3. 4),
(3.5) und (3.6) in die Gleichung (3. 1b) einsetzen, und dann (3. 1a) beachten;
auf diese Weise bekommt man schon eine Gleichung die die autoparallele
Abweichung bestimmt, doch wollen wir diese Gleichung noch etwas umformen.
Setzen wir namlich

L= L%+ 2827%,
wo Q% den schiefsymmetrischen Teil von L} bedeutet, so wird bei Be-
achtung der Formel der kovarianten Ableitung (vgl. [5], Gl (2.8)):

§ y D
@3.7) v aan T ipen g+

+ (2L}‘1H:1’f"93*m +Ro am + 2!2:"“[0)? =0;
dabei haben wir noch [*;=0 beniitzt (vgl. [5], Gl. (2. 28)).

5) Im § 1. haben wir vorausgesetzt, daf das Richtungsfeld vi(s) mit dem Feld der
Tangentenvektoren x'i(s) zusammenfillt.
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Die Formel (3.7) ist die Gleichung der autoparallelen Abweichung in
ihrer allgemeinsten Form.

Bevor die Gleichung (3.7) auf eine skalare Form gebracht wird, werden
wir vorher A(s) berechnen. Da o auf C die Bogenldnge ist, besteht offenbar

dzp) dyidy*
g-*(‘»”'ﬁ Hode -

2
‘;—‘s’) und beachtet man (3. 2), so wird:

(‘;_g) [g‘k(x, ) +aga§’+g-k|b )( F ks di‘] (‘:if-l- t;‘ik]

Auf Grund von (3. 3) wird nach Vernachldssigung der hoheren Potenzen von
Z und & in Hinsicht auf

Multipliziert man diese Gleichung mit(

Zu(x, X)xix* == 1,
fiir A(s) die Formel

;.(s)—-—(ﬁ}"ﬂg..ll,&”) Xix* g X EX,

bestehen, wo der Strich die Ableitung nach der Bogenlinge s bedeutet.
Diese Formel kann nach (1. 7) unter Beachtung von @* =0 und x*=F in
der Form

(3.8) )= 5 LGP 4 (e Au) [ 22— L318)

geschrieben werden. Nach der Formel (2. 18) von [5] ist:

; LT Y

Setzt man diese Formel und L;*, aus der Gleichung (1.8) in (3. 8), so wird
wegen der Symmetrie von I7%, in j,m

(3.9 z(s)=(tk+Am)[9d-§f+Af,, Po, & —a,-",s").

Jetzt konnen wir weiter fast ganz analog dem Finslerschen Falle ver-
fahren (vgl. [9], §§ 3, 4), denn die Formel (3.9) zeigt zwar, daB in unserem
Raum 4(s)=0 nicht mit L. D§ =0 &quivalent ist, doch bedeutet das fiir das
Folgende keine wesentliche Schwierigkeit. Wir bestimmen aber & auf die
Weise dal

(3. 10a) L =ga S8 =0
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bestehe, d.h. & soll zu der Kurve C orthogonal sein. Differenzieren wir
{(3.10a) nach s, so wird langs C wegen (1. 10):

D
(3. 10b) L= =0

bestehen. Nach (3.9) wird jetzt offenbar A(s)=3=0 bestehen, doch hat das
augenblicklich keine wesentliche Bedeutung.
Ebenso wie H.RUND im Finslerschen Raum (vgl. [9]) verfuhr, setzen wir

(3.11) E=EX, S=Vafl,
wo X' den Einheitsvektor in der Richtung von & bedeutet. Wenden wir auf

(3. 11) die Operation ~£— an, so wird:
D& E dg
i) =t Eds’

da das invariante Differential angewandt auf einen Skalar, eben das ge-
wohnliche Differential ergibt. Uberschiebt man (3. 12) mit 4, so wird im Hin-
blick auf (3. 10a) und (3. 10b)

DXt
(3.13) l‘—_ds =0.

Betrachten_ wir jetzt die vom Punkte O ausgehenden autoparallelen
Kurven C und C. Sie bestimmen einen autoparallelen Unterraum L, der da-
durch charakterisiert ist, dal die autoparallelen Kurven von L,, die durch den
Punkt O gehen, auch beziiglich des Raumes L, autoparallel sind. Wir nehmen
an, daB in L, Iangs der durch O gehenden autoparallelen Linien (2. 12) be-
steht. Bezeichnen wir die Komponenten von /' bzw. X" in bezeug auf L, mit
[* bzw. X*, so bekommt man aus (2.10) nach einer Uberschiebung mit /°
auf Grund von (3. 13)

D X*

(3.14) ly

=0,

denn [l'= % bezeichnet den Tangentenvektor von C; somit ist /' ein Flachen-

vektor von L,, d.h. es besteht die Relation I'= BjI°.
Aus der Gleichung (3. 14) kann man ebenso wie im Finslerschen Raum
auf die Giiltigkeit von
DX*
(3.15) e =

D8
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folgern (vgl. [9), § 4). Die Moglichkeit dazu sichert die in § 1. eingefiihrte
Winkelmetrik von L,.

Bemerkung: Im Finslerschen Raum (vgl. [9]) sind die autoparallelen
Linien mit den Extremalen des Raumes identisch. Eine Extremale von L, ist
aber offenbar gleichzeitig eine Extremale von L,, falls sie in L, liegt. In un-
serem Raum L, ist das aber nach Satz 1. nur unter gewissen Bedingungen
richtig. Dafiir widre schon die Bedingung (2. 7) hinreichend, doch miissen wir,
um die Sdtze 2. und 3. anwenden zu konnen, die stirkere Bedingung (2. 12)
voraussetzen die letztenfalls, wie schon bemerkt, eine Beschrankung fiir o
und dapy, bedeuten.

Ist der Raum L, zweidimensional, dann ist offenbar L, mit L, identisch
somit vereinfacht sich auf Grund von (3. 15) die Formel (3. 12). Differenzieren
wir jetzt diese Gleichung nach s, wir bilden selbstverstindlich das invariante
Differential auf beide Seiten von (3. 12), so wird in Hinsicht auf (3. 11) und
3 15):

s D¢

i e

0.

) =

Substituieren wir jetzt in diese Gleichung die Formel von —%2-;_— aus der Glei-

chung (3.7), und iiberschieben wir dann die erhaltene Relation mit X;, so
wird in Hinsicht auf (3. 10a), (3. 11) und (3. 15):

a&'E
ds
wo die Invarianten R* und I™ durch die Formeln

(3. 16a) R (x, X, X) % (Roioj +22550) Xi X0 + 230|201, U0 X : X"
(3. 16b) r*(x,x, X)Ly EX Xt + 28250 X X*

bestimmt sind Die Gleichung (3. 16) ist die gesuchte invariante Form der
Gleichung der autoparalielen Abweichung.

Im zweidimensionalen Raum kann X° wegen (3. 10a) durch [/, abgesehen
von dem Vorzeichen, eindeutig bestimmt werden (vgl. [1], § 4). Aus (3.16a)
und (3. 16b) folgt aber dann, da R* und [I™ allein von (x, x") abhédngig sind.

(3.16) P00, X) S5 R (1, X, X)E= O,

§ 4. Uber die Hiillkurve der autoparallelen Linien.

Wir werden in diesem Paragraphen ein Kriterium angeben fiir das Vor-
handensein einer Hiillkurve der Schar, der durch den Punkt O hindurchge-
henden autoparallelen Linien. Wir nehmen an, daB der Raum ein L,-Raum
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ist. Diese Untersuchungen iiber die Existenz einer Hiillkurve wollen wir
mittels der Gleichung (3. 16) duchfiihren. In einem Riemannschen, oder in
einem Finslerschen Raum ist diese Gleichung die JacoBische Gleichung des
durch (1.2) bestimmten Variationsproblems. Das Vorhandensein einer Hiill-
kurve der autoparallelen Linien, die in diesen Riumen eben die Extremalen
sind, bedeutet, da der Raum endlich ist, d.h. die Entfernung von zwei
Punkten kann nicht unendlich grof werden (vgl. [2], § 100, und [9], § 4).
Dabei kann diese Hiillkurve moglicherweise in einen Punkt entarten, wenn
niamlich die aus O ausgehenden Extremalen in einem anderen Punkte einander
schneiden. Im Falle der autoparallelen Linien kann man aus dem Vorhandensein
der Hiillkurve noch nicht folgern, daf der Raum L, endlich ist, denn die
Differentialgleichung (3.16) hat mit der Variationsrechnung nichts zu tun,
doch bestimmt die Existenz der Hiillkurve der autoparallelen Linien eine
charakteristische Eigenschaft des Raumes.

Vorher dndern wir die Gleichung (3. 16) etwas ab. Nach der Transfor-
mation

@1 E©) =2 ()
bekommt man aus (3. 16):
d .
'&?*[R —f'ﬁ—:’”]’F -
Die einzelnen Funktionen in (4.2) sollen selbstverstiandlich alle langs der
autoparallelen Kurve C gebildet werden.

Wir beweisen den folgenden

Satz 4. Besteht fiir den Skalar

(4.2)

dx | des 1. 8™ 1
ldngs jeder autoparallelen Linie die Ungleichung:
dx 1
(4. 3b) K(x, E] > F ’ A = konst., > 0,

so haben die durch den Punkte O gehenden autoparallelen Linien eine Hiill-
kurve.®)

BewEls: Betrachten wir die Differentialgleichung
dn* 1

st =0

(4.4)

%) Dler Skalar K ist nach (4.2) und (4.3a) die Verallgemeinerung der Finslerschen
inneren Kriimmung des L.. Vgl. [12], § 3, insb. Gleichungen (21) und (22).
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Die Losung dieser Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung »*(0) =0,
hat die Form:

3*(s)=a sin % & a = konst.

Die nichste Nullstelle von 7"(s) liegt somit bei dem Parameterwert s = A.

Nun stimmen die Nullstellen von &(s) und #(s) auf Grund der Formel
(4. 1) iiberein. Wegen der geometrischen Bedeutung von E&(s) (vgl. § 3, insb.
Gl. (3. 2)) ist aber §(0)=0, somit wird auch 7(0) =0 bestehen. Vergleichen
wir jetzt die Gleichungen (4.2) und (4.4), so folgt nach dem Sturmschen
Satz iiber die Nullstellen von #(s) und »%*(s) auf Grund von (4.3a) und
(4. 3b) (vgl. etwa [6]), daB #(s) fiir einen Parameterwert s, <A eine Null-
stelle haben wird.

Aus 7(s,) =0 folgt aber nach (4. 1) auch &(s,)=0, und das bedeutet,
falls die Metrik positiv definit ist, was wir annehmen wollen, daB &(s,))=0
ist und nach (3.2) folgt dann, daf C und C den Punkt xi(s,) gemeinsam
haben. Nach (3. 11) ist ndmlich & eben die Lange des Vektors &'

Nach der bekannten Theorie der Hiillkurven liegt aber x(s,) auf der
Hiillkurve der Schar der durch den Punkt O gehenden autoparallelen Linien,
w.z.b.w.

Der Punkt x‘(s,) ist der konjugierte Punkt von x*(0). Die Variations-
rechnung beniitzt eben diesem Umstand, denn falls C eine Extremale ist,
bedeutet schon die Existenz eines konjugierten Punktes, daB die Bogenldnge
der Kurve C nicht beliebig grof sein kann (vgl. [7], § 3). Auf Grund des
Satzes 4. ist der Skalar K eine charakteristische Invariante des Raumes L,.

§ 5. Bemerkungen iiber den n-dimensionalen Fall.

Im n-dimensionalen Riemannschen Raum konnte S. BYRON MYERS mit
Hilfe des Analogons der Gleichung (3.7) fiir die konjugierten Punkte der
Differentialgleichung der geoditischen Abweichung eine Abschitzung angeben,
und damit konnte er fiir den Durchmesser des Raumes eine obere Schranke
bestimmen. Seine Methode beruhte darauf, daf im Riemannschen Raum in
einem geeigneten Koordinatensystem langs einer Extremale

1 gy =0y, T/ =0

erreicht werden kann; somit bekommt man D§ = d¥&, und auf die Gleichung
der autoparallelen Abweichung kann man unmittelbar den von M. MORSE
verallgemeinerten Sturmschen Satz anwenden (vgl. [7], § 3 und [6], § 11).

In unserem Raum kann diese Methode nicht angewandt werden, da im
allgemeinen die Relationen (5.1) nicht erreicht werden kodnnen, und die
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Gleichung (3.7) der autoparallelen Abweichung mit der Methode von MYERS
nicht auf eine skalare Form gebiacht werden kann. In gewissen speziellen
Fallen kann man aber auch aus (3. 7) die Existenz der zu dem Punkte O
konjugierten Punkte beweisen.

Wir wollen das fiir drei Fille zeigen:

1) Der Vektor & soll lings C in einer Form & =& X* darstellbar sein,
wo X' langs C die Relation DX'=0 befriedigt. Dann bekommt man aus
(3.7) nach einer Uberschiebung mit X; eine Gleichung die die Form (3. 16) hat.

Wenn X.‘:;J: ==0, dann muB noch Z'(s) aus (3.9) berechnet werden. Offen

-
=

bar werden aber jetzt die Koeffizienten von —gg- und & andere Werte haben,

als in der Gleichung (3. 16). Jetzt kann man aber weiter ebenso verfahren,
wie in § 4.

2) Liegen je zwei der durch O gehenden autoparallelen Linien in einem
autoparallelen Raum L,, d.h. die autoparallelen Linien von L sind auch be-
ziiglich des Raumes L, autoparallel, so kann immer entschieden werden, ob
zwei benachbarte autoparallele Linien einander schneiden oder nicht. Man
kann namlich in diesem Falle die Rechnungen nach unserer Annahme in
einem L3-Raum erledigen ebenso, wie in § 4. Somit kbnnte man die Exis-

tenz der Hiillkurve mindestens in den autoparallelen L bestimmen. Ein Nach-
teil dieser Methode 1st, daf statt der Kriimmungsgréfen von L, die von
L; bestimmt werden miissen.

Im Finslerschen Raum vereinigte H. RUND die Methode 1) und 2). Er
bestimmte den Vektor & in der Form & = £X’, und dann fiihrte er die Rech-
nungen in einem geodatischen Unterraum U, weiter (vgl. [11]). Der geoda-
tische Unterraum U, im Finslerschen Fall entspricht dem autoparallelen Un-
terraum L}. Diese Methode konnten wir auch anwenden, doch miiiten wir
vorher die Theorie der Unterrdaume von L, in groferem Male entwickeln,
als das in § 2. durchgefiihrt wurde. Wenn im Raume L, die oben erwdhn-
ten autoparallele Unterriume L] existieren, dann konnte man H. RUNDs
Methode auch in den L,-Raum iibertragen. Dies wird aber nicht immer mog-
lich sein, da die autoparallelen Kurven von L, — wie wir es schon bemerkt
haben, — nicht immer autoparallele Kurven von L, sind.

3) Berechnen wir das erste und zweite invariante Differential von &
mittels (1. 7) unter Beachtung von ®*(d) =0 und wihlen wir noch 4(s) =0,
d. h. o==s (vgl. Gl (3.3)), so erhilt man endlich aus (3.7) eine Gleichung
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von der Form:

a’E
ds®
P, q; sind hier im allgemeinen keine Tensoren. Diese Gleichung hat die Form
(2. 1) von [6]. Nach gewissen Transformationen kann man entscheiden, ob
konjugierte Punkte existieren oder nicht, wenn namlich (4. 2) noch selbstad-
jungiert ist. Diese Untersuchungen wiaren dann zweckmdBig, wenn die auto-
parallele Linie C zugleich eine Extremale wire. (Fiir die Bedingung dafiir
vgl. [5], Theorem A in § 5.) Dann konnte man auch, mindestens langs C
den Durchmesser des Raumes L, abschitzen.

dox @8 ¢ dpsud ;
(4.2) + pj(s) =T gi(s)8' =0;

Literatur.

[1] L. Berwaro, On Finsler and Cartan geometries lIl, Annals of Math. 42 (1941), 84—112.
[2] W. Buascuke, Vorlesungen {iber Differentialgeor etrie 1. (dritte erweiterte Auflage),
Berlin, 1930.
[3] E. Carran, Les espaces de Finsler, Actualités Sci. Industr. 79, Paris, 1934.
[4] E. T. Davies, Subspaces of a Finsler space, Proc. London Math. Soc. (2) 49 (1947), 19—39.
{5] ArtHur Moor, Entwicklung einer geometrie der allgemeinen metrischen Linienelement-
riume, Acta Sci. Math. Szeged 17 (1956), 85—120.
[6] Marston Morse, A generalisation of the Sturm separation and comparison theorems
in n-space, Math. Annalen 103 (1930), 52—69.
[7] Sumner Byron Myers, Riemannian manifolds in the large, Duke Math. J. 1 (1935), 39—49.
[8] Hanno Ruwnp, The theory of subspaces of a Finsler space I., Math. Z. 56 (1952), 363—375.
[9] Hanno Runp, Eine Kriimmungstheorie der Finslerschen Réume, Math. Annalen 125
(1952), 1—18.
[10] Hanno Runp, Zur Begriindung der Differentialgeometrie der Minkowskischen Ridume,
Archiv der Math. 3 (1952), 60—609.
[11] Hanno Runp, The scalar form of Jacobi’s equations in the calculus of variations, Ann.
Mat. Pura Appl. 35 (1953), 183—202.
[12] O. Varoa, Uber das KriimmungsmaB in Finslerschen Rdumen. Publ. Math. Debrecen 1
(1949), 116—122.

(Eingegangen am 30. Juli 1956.)



