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Uber eine spezielle Klasse von Finslerschen Riumen.
Von GY. SOOS in Debrecen.

Wir werden in dieser Arbeit diejenige Finslersche Rdume betrachten,
die den folgenden Bedingungen geniigen :
(l.a) A}g|1=0
(1.b) ﬁ_;::q». =0
wobei Ay den Torsionstensor und R’ — R’ — A’ Ry den sog. Hauptkriim-
mungstensor des Raumes bezeichnet. Finslersche Raume mit der Eigenschaft
(1.a) und (1.b) bilden, in einem gewissen Sinne, die Verallgemeinerung der
symmetrischen Riemannschen bzw. symmetrischen affinzusammenhingenden
Radumen. Im folgenden bezeichnen wir die Riume die den Relationen (1.a)
und (1.b) geniigen als quasisymmetrisch.

Die Bedingung (1.a) ist, nach Formel (44) des Buches [1], Les espaces
de Finsler von CARTAN gleichbedeutend mit

.
(2) I‘;;“: = L 6;;’,& ==()

d. h., das Zusammenhangsobjekt I'; hingt von den Koordinaten des Linien-
elements nicht ab.

Finslersche Rdume mit der Eigenschaft A;z; =0 wurden von CARTAN
betrachtet und von geometrischem Standpunkt aus charakterisiert. Im fol-
genden geben wir eine gruppentheorische Charakterisierung der quasisym-
metrischen Finslerschen Rdumen.

Wir stellen nun einige Konsequenzen der Bedingungen (1.a) und (1.b)
zusammen.

Wegen (2) stimmt die Form des Hauptkrimmungstensor Rj, mit der des
Kriimmungstensors des Riemannschen Raumes {iberein und hédngt von den
Koordinaten des Linienelements nicht ab:

@) B
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Nach (2) ist in einem quasisymmetrischen Raum die Operation der
kovarianten Ableitung mit der der Teilableitung nach den ¢ vertauschbar:

a Tij _3 T.'j|,..
Der Kriimmungstensor Pj; der CARTANschen Theorie verschwindet, ferner ist
nach (1.a) und (1.b)

(5) S;Hpn —
(6) Rijklln =,

In einer vorangehenden Arbeit (2) beschiftigten wir uns mit den affinen
Transformationen einer affinzusammenhadngenden Mannigfaltigkeit von Linien-
elementen. Wir hatten die Bedingungen festgestellt, die notwendig und hin-
reichend fiir die Existenz einer infinitesimalen Affinitit sind. Die dort aus-
gefilhrte Betrachtungen und Ergebnisse sind auch im Fall eines Finslerschen
Raumes richtig. Wir reproduzieren hier einen Teil der dortigen Ergebnisse.

Die infinitesimale Transformation

=0

(M X' = x'+§(x) ot

heiBt eine infinitesimale Affinitat, falls das Vektorfeld &(x) den Gleichungen
(8) deTp =

9 4:Ch=0

geniigt, wo 4 die Liesche Ableitung bedeutet.
Im Falle von Finslerschen Riumen kann man die obigen Gleichungen
in der Form

(10) e = Ein+ F,-‘i||u§‘|'6+§jh§' =0

bzw.

A) 4G —Cont™ + 2 B — CRE + Calf+ Cn B0
schreiben.

Die Integrabilititsbedingungen der Gleichungen (10) besteken, falls man
(11) als Nebenbedingungen betrachtet, aus der folgenden Gleichungskette :

(12.a) df[:':.rl...:.,=0 (r.;.;—- 6['" ]
(12.b) Agr?kl.l....l‘ls,L.. s, =0 (r=1,...,p)
(12.c) 4;Rju=0

(12.d) A¢Rjajm,)... jmy =0 (s=1,...,9)
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terner

(13.2) 4¢Ci=0

(13.b) 4;Cpx.y,...1,=0

(13.¢) 4:Chjmy)...m,=0 (v=1,...,aq)
(13.d) 4:Chs,y...1 o). jms =0 (z=1,...,b)

Wir untersuchen nun die Existenz einer infinitesimalen Affinitat in einem
quasisymmetrischen Finslerschen Raum. In diesem Falle sind die Bedingungen
(12.a), (12.b), und (12.d) wegen (2) identisch erfiillt. Es bleibt nur die Be-
dingung
(14) dekja=0.

Wegen (1.a) und (4) bleiben aus der Gleichungsgruppe (13) nur die
beiden Gleichungsketten

(15) 4:Cy=0
(16) s C_:k.z,... , =0
zuriick.

Zur Existenz einer infinitesimalen Affinitit gentigt es, nach der Theorie
der partiellen Differentialgleichungen, die algebraische Kompatibilitit des
Gleichungssystems (14), (15) und (16) fiir die Unbekannten E",g—i} nach-
zuweisen.

Nehmen wir die Eigenschaften (1.a), (1.b), (3) und (4) in Betracht, und
schreiben die tibrigbleibende Bedingungsgleichungen (14)—(16) ausfiihrlich
aus. Diese lauten wie folgt:

(17) ReniEl} + Rjniklk + RiimEl — Riakim =0
(18) C;k.nEch"“*Cﬁl.Ef- +C:;§E+C;. Ex=0
(19) C;k-h tp.mEjet —Cira,... c,giu + Cay... o517 +

<+ }...:l...:,&:‘ +ZC;k.i....r,_lmr,+,...l,,§::=0-
Man sieht, daB diese Gleichungen nur die Derivierte £ enthalten.
Andererseits bestehen, wegen (1.a) und (1.b), die Gleichungen
Riuipie—Rpuap =0, Cisipla— Civiatr =0,
C.;k-f: e lplpie™ C,;U. wlelglp = 0. _

Nach den Vertauschungsformel der Finslerschen Geometrie und (3) er-
halten wir, als linke Seiten der obigen Gleichungen die folgende Relationen :

(21) J':ﬁ:'n— :!kﬁ;lpq_dm ﬁ:pq_q':knﬁ:;qv'zo
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und
(22) C;:l. irﬁitm_c::nk.i'lm L. __;:;q_" C;m.ll... 1, k:'pq P
_Zc:;k.l,._. Iy ymlg .‘.JPR_;:M—_C;I:.I,... lr.nlﬁr‘pqv. — 0-
Eine einfache Vergleichung des Gleichungssystems (17), (18) und (19)
mit (20), (21) und (22) beweist die gesuchte algebraische Kompatibilitat.
Daraus folgt die Existenz wenigstens einer infinitesimalen Affinitdt und folg-

lich einer endlichen affinen Transformationsgruppe.
Der folgende Satz faft das obige Ergebnis zusammen.

Satz. In einem quasisymmetrischen Finslerschen Raume existiert immer eine
(wenigstens einparametrige) kontinuierliche Gruppe von affinen Transformationen.
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