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Quelques remarques sur un ouvrage de M. V. Ptik.

Par AKOS CSASZAR i Budapest.

1. Soit /=/|a;, b;] lintervalle a;=x;=b; (j=1,..., m) de 'espace
euclidien & m dimensions E, et appelons paramétre de régularité de cet
intervalle le quotient

ot |E| désigne la mesure extérieure m-dimensionnelle de Lebesgue de I'en-
semble EC E, et L —max (b;—a;). De fagon analogue, désignons par r*(/)
le quotient

r'(l)z%,
oit /=min(b;—aj;). On a l'inégalité évidente
(_l_)"‘{[.t...L..{ [

7 ol A
ol L;= bj—a;j, c’est-a-dire
(1.1) rrH=r()=r().
Dans ce qui suit, nous désignerons toujours par F(/) une fonction
d’intervalle réelle et finie, définie pour tous les intervalles /< E,.. Une fonc-

tion de ce genre étant donnée, considérons pour 0 <« = 1 les nombres déri-
vés extrémes de cette fonction en un point x € E,.

Fa(x)= lim _@: Fa(x)= lim B ’
H=a |” r(H=e Ill

Fa(x)= lim &, Fa(x)= lim ——FU),
() =a I” r*{h=a I”

les limites extrémes étant prises toutes les fois pour les intervalles / tels que
x €l et d(/)—0. En vertu de (1.1), on a évidemment pour0<e=1,y=|e
(1.2) Fo(x) = Fo () = F, (%), Fy(x)= Fa(x) = Fa(x)
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et pour O<e<pg=1

(1.3) F)(x) = Fp) (x) = Fipy (x) = F (%),
(1. 4) Fe (x) = F3(x) = Fp(x) = Fa ().
Ces inégalités entrainent que _

inf Fw(x)= inf F.(x)

D<a<l <1
et que et =

sup  F(x)= sup Fo(v);

O<a<l 0<a<l
la valeur commune des deux bornes inférieures en question sera désignée
par F(x) et celle des deux bornes supérieures par F(x).

Cest A. J. WARD qui a généralisé le théoréme de DENJOY, YOUNG et
Saks sur les nombres dérivés extrémes bilatéraux des fonctions a une vari-
able, aux nombres dérivés F(x), F(x), Fa(x) et Fa(x) des fonctions additives
d’intervalles m-dimensionnels F(/). Le théoréme de WARD peut étre formulé
de la fagon suivante:’)

(1.5) F(I) étant une fonction d'intervalle additive quelconque, on a
presque partout
soit F(x)=Fa(x)=—oc, F(x)=Fa(x)=+
pour tous les nombres 0 <e <1,
S0it — o0 < F(x) = Fa(x) = Fa(X)=F(x) <+ oo
pour tous les nombres 0 <ea < 1.
Eu égard aux inégalités (1.2), ce théoréme est équivalent au suivant:
(1.6) F(!) étant une fonction d’intervalle additive quelconque, on a
presque partout
s0it F(x) = Fia)(x) =—o0, F(x)=F)(x)=+ o<
pour tous les nombres 0 <ea <1,
soit — oo < F(x) = Fia)(x) = Fa)(x) = F(x) < 4 o0
pour tous les nombres 0 < a < 1.

Le théoréme (1.5) (ou (1.6)) contient, comme résultat particulier, le
théoréme suivant:

(1.7) F(I) étant une fonction d'intervalle additive quelconque, on a
presque partout

soit F(x)=—oc, F(x)= + o<,
S0it — oo < F(x) = F(x) < + o<.

1) Voir [1].
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M. V. PTAK a réussi®) de donner une démonstraticn, bien plus siinple
que la démonstration originelle de WARD, au théoréme (i.7). L'idée fonda-
mentale de la démonstration de M. PTAK consiste & considérer les nombres
dérivé~ extrémes, formés a I'aide d’un réseau dyadique, de la fonction F(/).
Considérons a cet effet pour k=0,1,2,... le réseau (9. des cubes
[pi/2%, (pi + 1)/2*) (p; =0, +1, +2,...; j=1,...,m) et soit

ot PUK) = —— F(K)
F(x) =lim =22, - =, 7 0
E(x)=lim Ve F(x)= lim K
les limites extrémes étant prises pour des cubes K appartenant chacun a un
des réseaux (5, ct tels que x€K, d(K)—0. M. V. PtAk a démontré le
théoréme de DENJOY, YOUNG et SAKS pour les nombres dérivés F(x) et F(x),
c’est-a-dire il a établi le théoréme suivant:?)

(1.8) F(I) étant une fonction d'intervalle additive quelconque, on a
presque partout

soit F(x)=—oc, F(x) =+ =,
50it — oo < F(x)=F(x) < -+ .

En s’appuyant sur ce théoréme et a l'aide de trois lemmes, M. PTAK
arrive a la démonstration du théoréme (1. 7).

Le but de ce travail est de montrer que les méthodes de M. PTAK
permettent de démontrer méme le théoréme plus général (1.5), ou le théoréme
(1.6) qui lui est équivalent, de WARD. Il suffit pour cet effet de généraliser
le premier lemme (et de modifier légérement les deux autres) de M. PTAK.

2. Commengons par la démonstration du lemme suivant qui est la
généralisation du lemme (2. 1) de I'ouvrage [2]:

(2.1) Les nombres 0<ae<1,0<y<1,0<4<1 étant donnés, il existe
un nombre ¢ =o(w,y,4) >0 tel que, a tout intervalle | de diamétre o(J) < 1
et de parameétre de régularité r(J) = e, on peut trouver deux intervalles R;
et R. qui satisfont aux relations R:c Jc R., |R:|>(1—2) /|, |R.|<(1+4)|/],
dont chacun est la réunion de cubes, de mesure supérieure a o|J|, d’'un méme
réseau Gy, et tels que chacun des ensembles R.—] et J—R; est la réunion
d’un nombre fini d’intervalles non empiétants, de mesure supérieure a o|]| et
de paramétre de régularité supérieur ou égal a 7.

i

DEMONSTRATION. Choisissons un nombre g >0 tel que
(143" <144, (1—=8)" >1—i

?) Voir [2).
%) Voir [2], th. (1. 4).
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et posons « = /7. Nous allons montrer que le nombre
: 1 ahe B 1
o(e, 7, ) =min I[ﬁ aﬁ) ; {—6- ep(l1 -—p)] ]

satisfait aux conditions demandées. En effet, considérons un intervalle
J=Ia;, b;] tel que d(J)< 1 et r(J)= e« et supposons, ce qui est légitime,
que les nombres L;= b;—a; satisfont aux inégalités L, =L, = -+ = La<1;

on aura alors d’aprés (1. 1) r*(J)=L./Ln =r(J) = «. Posons h = % Lg<
5 1
? L[ < ?
[a;—wh, b;+wh]. On a évidemment
JecJach=]Jchc)

< et désignons pour w=—2,—1,0,1,2 par J. [lintervalle

et

Al _[I(1+ ] f](w%)qn.[.g)»d“,
|]| _I}(]_m)}ﬂ[l——)>(l—ﬁ‘)“>l_

En choisissant un entier k tel que 27**' > h = 2, désignons par R; et par
R, la réunion des cubes du réseau &, qui ont de points communs avec J_; et
avec /, respectivement. Les inclusions évidentes J.C R/, cJcC/icR.C ),
entrainent les inégalités

a? <aj<al’ < b < b;< b?,
oii on a posé R;=|[a¥", b ’] R. =[a?, b] et oii la différence de deux mem-
bres consécutifs quelconques est supérieure ou égale a h. Par conséquent
chacun des ensembles R.—/ et /—R; est la réunion de 3™—1 intervalles
non empiétants dont les c6tés sont supérieurs ou égaux a h.
Considérons un quelconque de ces intervalles et partageons chacun des
cOtés de celui-ci en autant de segments égaux que la longueur commune de

ces segments soit située entre (1—u)h et ]_T‘“h. ) Ceci est possible car, en
désignant par $h (9 = 1) la longueur d’'un des cotés en question, on a

i A Jh ___&( o o
(I—w)h 1—p, T l—e T—u
u

)-szt

4) Ce n’est qu'en cette idée que notre démonstration différe de celle du lemme (2. 1)
de l'article [2] de M. Prik.
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de sorte qu’il existe un entier s tel que
4 {
DS :f o i
—h

T—u)h’

lIA
lIA

u

et en partageant ce coté en s parties égales, on aura pour la longuer #h/s
des parties qui en résultent les inégalités

1R

(1—u)h = 5 - h.

u

L

Pour chacun des cotés en question, élevons un hyperplan perpendiculaire a
ce cOté par chacun des points de la subdivision que nous venons d’effectuer;
ces hyperplans déterminent une subdivision de I'intervalle considéré en inter-
valles non empiétants de parametre de régularité supérieur ou égal a

(1—p)k

m

== I{l’”' === ?

et de mesure supérieure ou égale a
S " (1 VT s
(1 ""“.l{)mh"l = 1—5— L];‘J’(] —.ﬂ) ’ - (E LI) I 6_ « l't)n‘(‘] _‘“) I -:_‘

Zo(e, 7, ) Lo = o(e, 7.4) 1] |-

En appliquant la subdivision considérée a chacun des 3"-—1 intervalles
qui forment l'ensemble R.—/ et a ceux qui forment I'ensemble /—PR., on
termine la démonstration par la remarque que la mesure de chacun des cubes
du réseau (9, est égale a

o h ‘)m_'_— f -1* ‘J)m 5 ( ” ‘]m 4 1 ‘)!'II' S
@) >|5) = l__loL“’ >(i1#) [t g -
= ola, 7.8 La = o, 2, D)t
Remarque. Observons qu’'on a dans la construction précédente
L,
2
A l'aide du lemme (2.1), on peut démontrer par un raisonnement
emprunté entierement a !'ouvrage [2] de M. PTAk la généralisation <uivante
de son lemme (2. 2):

(2.3) F(I) étant une fonction additive d'intervalle et 0 <« <1 étant

donné, soit D un ensemble tel que Fy(x) >—oc pour x € D. On a en ce cas
Fiy(x) = F(x) presque partout sur D.

TR L0 [ TR ke
(2.2) F+2h= [1+ 5»")& 5 (1)< 5 V2
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DEMONSTRATION. En supposant que la proposition est fausse, eu égard
a ce que d’aprés (1. 3) on a
Fa)(x) = Fy (x) = E(x),
on peut trouver des nombres réels r, p et g et un ensemble A< D de mesure

extérieure positive tels que, avec la notation G(/)= F(/)—r|l|, on a pour
x € A les inégalités

0<Ga(x)<p<g<Gx)

Ceci entraine I’existence d’un ensemble EcC A de mesure extérieure positive
et d’'un nombre 0 <o <1 tels que

JE=£0, rifl=e d(J/)<o  entraine G(J)>0,
KE=+0, K€ G,, Jd(K)<o entraine G(K)>gq|K|.

Désignons par x, un point de densité extérieure de I'ensemble E. Posons
y=a et A=(¢—p)/q dans le lemme (2.1) et soit e=o(e, y,4). Il existe
en ce cas un 7 >0 tel que, pour tout intervalle / qui contient x,, de dia-
métre d(J)<n et de paramétre de régularité r(/)=e, on a I'inégalité
|EJ|>(1—e)|/|. En conséquence de G)(x,)<p, il existe un intervalle J
tel que

%€/, r()ze, d(J)<min(g,n), GCGU)<pl/|

et par conséquent que |EJ|>(1—o)|/|. D’aprés le lemme (2.1) on a une
décomposition /=K, + -+ K.+ J,+ -+ +J; en intervalles non empiétants
de mesure supérieure a o|/|, ou les K; sont des cubes appartenants a un
réseau (; et le parameétre de régularité des intervalles J; est supérieur ou égal
4 a. Il s’ensuit que chacun des K; et des J; posséde au moins un point
commun avec E et que le diamétre de chacun d’eux est inférieur & o, donc,

en posant R= > 'Ki:, S=_2Ji, on a G(S)>0 et G(R) > ¢|R| et, en vertu
1 1

de (2.1),|R| > [1—¥)U|=§UI. On en tire

G(J)=GR)+G(S)>G(R)>q|R[>pl|]|
ce qui est impossible.
Ceci établi, on démontre le lemme suivant, dont la démonstration est
analogue a celle du lemme (2.3) de I'ouvrage [2]:

(2.4) F(/) étant une fonction additive d’intervalle, soit 0 <y <1 et sup-

posons qu'on a Fi,(x) >—oce, F(x)=+ > en tout point x d’un ensembe D.
Dans ces hypothéses, on a |D|=0.
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DEMONSTRATION. En vertu de (2.3) et (1.8), il existe un ensemble
McD tel que |D—M|=0 et que, pour X €M, — oo < Fp)(x) = F(x) ==
F(x) <+ oe.

Supposons qu'on a |[M|>0. On peut trouver en cg¢ cas des nombres
réels r et p et un ensemble B M de mesure extérieure positive tels que,
avec la notation G(/)=F(/)—r|l|, on ait pour x € B

0<Gm(®=0Cx)=Gm<p, Gx)=+x.

Il existe ensuite un ensemble Cc< B de mesure extérieure positive et un
nombre O <« <1 tels que, pour x€C,

0<Gy(®)=Gx)=Gx)<p, GCuwl(x)>2p.

On détermine alors un ensemble Ec C de mesure extérieure positive et un
nombre O< o< 1 tels que

EJj+0, d(J)<o r())=7y entraine G(J) >0,
EK=+0, d(K)<o, Ke€G entraine G(K) < p|K]|.

Posons0 <1< 1 et p=0¢(g, y,4) d’aprés le lemme (2. 1). En désignant par x,
un point de densité extérieure de 'ensemble E, il existe un nombre 5 >0
tel que

X%€J, r(J)=e, d(J)<zu entraine |Ej|>(l——?2—~‘)|j|.

En conséquence de G (x;) > 2p, on trouve un intervalle / qui satisfait aux
conditions

€S, r=e d2))<min(o,n), G()>2p|/],

ot 2/ désigne l'intervalle concentrique a Jetde mesure 2|/|. Tout intervalle
partiel de 2/, de mesure supérieure a ¢|/|, contient donc au moins un point
de E. Appliquons le lemme (2. 1) et considérons l'intervalle R,>/ qui est
la réunion d’'un nombre fini de cubes d’'un réseau ,, dont chacun a la
mesure supérieure 3 ¢|/|. On conclut de (2.2) que R.,c< 2/, de sorte que
G(R.)<p|R.|=2p|J|. L'ensemble R.,—/ étant la réunion d’'un nombre fini
d’intervalles non empiétants et dont chacun posséde la mesure supérieure a
el/| et le paramétre de régularité supérieur ou égal a y, on a G(R.—/)>0.
[l s’ensuit G(R.) > G(J)>2p|J!, ce qui est impossible.

Passons a I démonstration du théoréme (1.6) de WARD. Soit D un
ensemble tel que F(x) > -—oo pour x € D et désignons par D,, pourO<r<1
rationnel, I'ensemble des points x€ D tels que F, > —oc; on aura alors
D= D'D,. D'aprés (2.4),0n a F(x) <+ oo presque partout sur D,, donc

presque partout sur D, ce qui entraine F'u;.z,(x) < 4 oo presque partout sur D.
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En appliquant le lemme (2.4) pour la fonction —F(/)==H(I), la relation
Hys(x) >—oc a pour conséquence I'inégalité H(x) < 4 oc, c’est-a-dire
F(x) > — oo presque partout sur D. On a donc pour 0<r<1 fixé

— 0o < F(x) = Fiy(x) = Fp(x) S F(x) <+ o=
presque partout sur D, par conséquent d’aprés (2.3) (appliqué pour F(/)
et pour H(/))

Fin(x) = E(x)= F(x) = Fi»(x)

presque partout sur D. Ceci étant valable presque partout sur D pour tous
les nombres rationnels 0<r <1, on a pour presque tous les points x€D

F(x) = inf F(,, (x) = sup Fiy(x) = F(x).

L’hypothése F(x) < + oo pour x € D a la méme conséquence (en donnant
le role de F(I) a —F(I)), ce qui fournit la proposition 2 démontrer.
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