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Uber eine Verallgemeinerung des Smith’schen
Determinantensatzes.

Von BELA GYIRES in Debrecen. -

Die meisten Lehrbiicher und Monographien der Determinantentheorie
erwidhnen bei der Erdrterung von Beispielen symmetrischer Determinanten
den folgenden, vom englischen Mathematiker SMITH herriihrenden Satz ([4]):

Bezeichnet (/, k) den groften gemeinsamen Teiler der natiirlichen Zah-
len j und k, dann ist

(1,1 (1,2) ... (1,n)
1) (22) ... (2n)

Q) =¢(1)9(2)...9(n),

..

(n,1) (n,2) ... (n, n)
wo ¢(k) die Eulersche Funktion bedeutet.
Beim Beweise dieses Satzes spielt die Tatsache, daB sich jede natiir-
liche Zahl m in der Gestalt

) m =§ 9(d)

darstellen 1aBt, eine entscheidende Rolle. In einer Arbeit des Verfassers ([2],
S. 52.) wurde als Verallgemeinerung dieser Formel eine (2) entsprechende
Darstellung fiir die Potenz m™' (r eine nichtnegative ganze Zahl) angegeben.
Natiirlicherweise entsteht dabei die Frage, ob man nicht unter Benutzung
der verallgemeinerten Gestalt von (2) ein dem SmiTHschen Satz entsprechen-
des Resultat fiir diejenige Determinante erhalten kann, welche aus der auf
der linken Seite von (1) stehenden hervorgeht, wenn man jedes Element
durch die (r+1)-te Potenz desselben ersetzt? Mit dieser Frage beschaftigt
sich die vorliegende Arbeit. Im § 1. stellen wir diejenigen Resultate de Ar-
beit [2] zusammen, die wir im Laufe unserer Darlegungen gebrauchen wer-
den. § 4. enthdlt die Verallgemeinerung des SmiTHschen Determinantensatzes,
dessen Beweis zu erbringen der Ziel unserer Arbeit ist. § 2. und § 3. ent-
halten je einen Hilfsatz, welcher fiir den Beweis des verallgemeinerten Smith-
schen Satzes von Wichtigkeit ist.
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§1.
Bedeutet N, (a, m) die Anzahl der inkongruenten Losungen der Kangruenz
(3) X1... X1 = a(mod m) xi=l....,m; i=1,...,r+41)

wo m eine natiirliche Zahl und a eine ganze Zahl bedeutet, dann erfiillt
N,(a, m) die folgenden Eigenschaften ([2], S. 52.):

4) N.(a, m) = N,((a, m), m).
Ist
di’|mf’ dﬂimﬁ" (m!, mfﬁ)= I’
dann ist
B) N,(d'd”, m"m")= N,(d’, m") N.(d”, m").

Ist d|m, bedeutet m=p\'...p." die Zerlegung von m in Primfaktoren,
und ist d=pY...pl, dann gilt auf Grund von (5) die Beziehung

(6) N.(d, m)= N,(p}, p1). .. Ne(pi, P')-
Ist m=p’, wo p eine Primzahl und e eine nichtnegative ganze Zahl
bedeutet, dann ist

™ nen=(" e est<o,
r (k+e—1
® N =3 T peng e,

wo ¢ wiederum die Eulersche Funktion bezeichnet. Durch (4), (6), (7) und
(8) wird die zahlentheoretische Funktion N,(a, m) offenbar in jedem Falle
vollstindig bestimmt.

Auf Grund von (4) gilt der Zusammenhang

) i N.(a, m)= % @(d)N, [-’;—l : m] =m,

a=1
Wegen N,(a, m)=1, ist dies eine Verallgemeinerung des beim Beweise des
SmiTHschen Satzes zur Anwendung kommenden Identitit (2), welche auch in
der Einleitung erwdhnt wurde.

§ 2.

Es sei m eine natiirliche Zahl. Definieren wir die Zahlen M, (a, am)
mit der rekursiven Formel

(10) M.(1, m) = N,(1, m),
(11) M, (a,am)= N,(a, am)—‘dlz M,(d, da) @=23,...).

d<a
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Es sei weiters am=p{...p. die Primfaktorzerlegung von am und
a=pt...p".
Lemma 1. Es gilt
a) die Identitdt
(12) M. (a, am) = M,(pt, pY) ... M.(p.:, pi)
und fiir eine Primzahl p
(13) M.(p', ;)= NP, ;)—N.(p,r")  (0<t=e);
b) weiters die Ungleichung
(14) M,(a,am) = 0,
wobei Gleichheit dann und nur dann besteht, falls a > 1 und r=0 ist.

BEwels. Ad a). Da auf Grund der Rekursionsformeln (10) und (11) die
Identitat

(15) N.(a, am) = ;M[% %m]

besteht, ist der Umkehrungssatz von MOBIUS (S. z. B. [1], S. 23.) anv ~dbar
und so erhalten wi

a a
‘ S —— —_—
(16 Mo =3 w@N. (%, & m),
wo u(d) die Mobiussche Funktion bedeutet. Ist in der obigen Darstellung
vonat;zl (j=1,...,9), tu=+-=4t=0,¢g=1 und pp}'...p\'=m’

((a, m*)=1), und bedeutet weiterhin «{”, ..., " eine beliebige, der zusitz-

lichen Bedingung x;=0,1 (j=1,...,9) gentigende Losung der Gleichung
X\+-+x,=k (0= k =gq), dann ergibt sich auf Grund der Definition der

Mobiusschen Funktion aus (16) der Ausdruck
3 a ¢ (k) r.-a{n #, -am »
Mg, amy=2(—1) 3 N, gt g m),

... +al=k
a(*' =0,

bzw. auf Grund der Eigenschaft (5) und (6) der Funktion (4) der Ausdruc’
M, (a, am) =

q
=N1,m) 2 (—1) X N@, )N, ).
F=0 a¥s. ra=k

Il(n:;{l,l

Letzterer 1abt sich aber — wie man leicht einsieht — in der Gestalt
M, (a, am)=
= N,(1, m*) [N,(p, p)—N.(p'", pr ). .. NP, P — NP, 277
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schreiben. Nehmen wir jetzt darauf Riicksicht, daf N,(1, m*) multiplikativ
ist, und daf sich im Falle m* =1, ¢=1, t, =1t genau (13) ergibt, so ist
damit der Nachweis von (12) bereits beendet.

Ad b). Aus (7) und (8) ergibt sich leicht

N:(p',p) = N(p", p") (1=t=e),
wobei Gleichheit dann und nur dann gilt, falls r=0 ist. Darum ist auf Grud
von (12), (10) und (13) auch die Behauptung b) richtig.

Obwohl wir davon keinen Gebrauch machen werden, scheint es doch
wiinschenswert zu erwdhnen, daB fiir die Funktion (4) auch eine andere, (15)
analoge Zerlegung giiltig ist, welche sich zugleich auch fir die rekursive
Berechnung von (4) eignet. Es gilt nimlich die Identitdt

(17) N.(a, m)= > d¢ (—’;i] Noildm) e=1.23:.9

d|(a, m)

Beweis. Die Anzahl sidmflicher inkongruenter Losungen der Kongruenz
(3) erhalten wir offenbar, indem wir

a) bei gegebenem d|(a, m) die Anzahl samtlicher inkongruenter L8sungen
der Kongruenz
(18) 0x,.1 =a (mod m)
suchen, welche mit den, der Bedingung (b, m)==d geniigenden Zahlen &
des vollstindigen Restsystems von m gebildet ist.

b) auf die Anzahl der inkongruenten Losungen der Kongruenz
(19) X ...x==b(mod m)

Riicksicht nehmen,

¢) und endlich unsere bisher gemachten Erwdgungen auf simtliche Tei-
ler von (a, m) iibertragen.

Bei gegebenem & hat die Kongruenz (18) d inkongruente Losungen, im
=
d
(b, m)=d ist, und die Anzahl der inkongruenten Losungen von (19) betrigt
N,-1(b, m). Somit betrigt die Anzahl der zum Teiler 4 von (a, m) gehdrigen

vollstindigen Restsystem von m finden sich q)( ]Elemente fiir welche

inkongruenten Losungen der Kongruenz (3) dgc(%]N,-,(d, m). Indem wir

nun fiir sdmtliche Teiler von (@, m) summieren, erhalten wir (17).
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§ 3.
Es sei
(20) i N.-( L) k}) fir dij und df,
0 in allen anderen Fillen

Ukd=12,...,n; r=012,..)).
Lemma 2. Falls in (20) d== &, und o)k (k=1,2,...,n) ist, so gilt

(i} M) (de) (ds) !

i M s By aws |
(1) (LN (B (Ba) |
(2]) an a» ... Qx ... Qn | _
il fl'io ﬂ‘ (1%
a,,l) awl e a‘,, « . aEm)

2 k n
L 1)M,.(B:,2]... M..(Ek-.k].. . M,A(a:,n),

wo die Griope M, (; k) aurch (12), (10) und (13) definiert wird.
k

BEWEIS. @) Vor allem machen wir die Voraussetzung r>0. Um unter
dieser Voraussetzung die Giiltigkeit unserer Behauptung zu beweisen, geniigt
es offenbar, durch Umformungen, welche den Wert der Determinante nicht
verindern, die k-te Spalte (k= 1,...,n) auf eine Gestalt zu bringen. bei

welcher die Elemente mit Zeilenindex »k (r=:=1,2,...) gleich M, (; ,k)

sind, wahrend die iibrigen Elemente verschwinden.

Fiir die erste Spalte ist diese Bedingung erfiillt, da auf Grund von (20)
und (10) @' = N,.(1. 1) = M,(1,1) ist.

Die Maglichkeit der gewiinschten Umformung besteht aber auch fiir
k=2. Gilt namlich 6,— 1, dann ist wegen (20) ai’i2=N,(1,1), as>=
= N,(2, 2). Subtrahieren wir jetzt die erste Spalte von der zweiten. Nach
dieser Operation sind die Elemente der zweiten Spalte gleich 0 bzw. wegen
(11) gleich N,(2,2) —M (1,1)= M,(2,2), je nachdem die Zeilenindizes un-
gerade oder gerade sind. Ist aber d,=2, dann sind wegen (20) und (10) die
Elemente der zweciten Spalte gleich O bzw. gleich N,(1, 2)=M.,(1, 2), je
nachdem die Zeilenindizes ungerade oder gerade sind.

Nehmen wir jetzt an, daff wir durch Umformungen, welche den Wert der
Determinante nicht beeintrachtigen, die ersten k—1 Spalten der Determinante
(21) bereits auf die gewiinschte Gestalt gebracht haben, d. h., daf in der
J-ten Spalte fiir /-~ 1, ..., k-~1 das Element mit Zeilenindex »j (r=1,2,...)
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-
.

gleich M, H—, j) ist, die iibrigen Elemente aber verschwinden. Wir zeigen, daB
J

dann auch die k-te Spalte auf eine ebensoiche Gestalt gebracht werden kann.

Ist d.=k, dann stehen in der k-ten Spalte — wegen (20) — auf den
Stellen, deren Zeilenindizes ganzzahlige Vielfache von k sind, die Elemente
N.(1, k) = M,(1, k), wahrend die iibrigen Elemente verschwinden, so daB
auch diese Spalte die gewiinschte Gestalt hat.

Es sei jetzt d, < k. Nach (20) sind in diesem Falle in der k-ten Spalte
nur diejenigen Elemente von O verschieden, deren Zeilenindizes Vielfache
von J; sind, und zwar gilt fiir diese

G kY (. k g
a’,;‘kk—N,-((V. a)' (V, a)d}.) (] _],2,'”).

Es seien d,=1<d,<---< d, <d£~ samtliche Teiler von dﬁ Da r>0 ist, ktn-
k k

nen wir auf Grund von Lemma 1. b) durch Multiplikation der Elemente der
d,0;-ten Spalte mit einem geeigneten Faktor erreichen, daB die nichtver-
schwindenden Elemente dieser Spalte gleich N,(1, d;) sein sollen. Falls wir jetzt
die derart umgeformte d,d;-te Spalte von der k-ten Spalte subtrahieren, so
werden in dieser aufer denjenigen Elementen, welche bereits urspriinglich
gleich O waren, auch diejenigen Elemente verschwinden, fiir welche
(r, §)=1 gilt. Wo aber (v, di) > 1 ist, dort tritt an die Stelle des Elemen-
k k
tes mit dem entsprechenden Zeilenindex »d; auf Grund von (10) der Aus-

druck M[(n,di],[y, di)dk)—M,.(l,dk). Da jeder Teiler von d zugleich
k X k

auch Teiler von (—,k— ist, kann d,, auBer sich selbst, nur d, als Teiler haben.
k

Dann steht aber wegen (11) in der k-ten Spalte an denjenigen Stellen mit
Zeilenindizes »d,, fiir welche (v, gk-):dg gilt, der Ausdruck N,(d., d.d:)—
k
—M.,(1, 0;) = M,(d,, d,d;). Multiplizieren wir nun die Elemente der d,d,-ten
Spalte mit einem entsprechenden Faktor, dann kdnnen wir wegen r >0 auf
Grund von Lemma 1. b) erreichen, daf die Elemente, deren Zeilenindizes
Vielfache von d.d, sind, den Wert M,(d., d.d,) annehmen, wéahrend die iib-
rigen Elemente natiirlich verschwinden. Subtrahieren wir die derart umge-
formte d,d;-te Spalte aus der k-ten, dann wird aus allen Elementen mit Zei-

lenindex »d,, fiir welche d,

[f’, di) gilt, M,(d., d,d,) abgezogen, so daB in
K
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dieser Spalte aufier denjenigen Elementen, welche urspriinglich gleich Null

waren, jetzt auch noch die der Bedingung (v, d£]=d’ geniigenden Elemente
k

di ist, hat d; auBer sich selbst nur
k
die Teiler d, und d,. Folglich steht nach unseren obigen Darlegungen und
auf Grund von (11) an denjenigen Stellen mit Zeilenindex »d;, fiir welche

mit Zeilenindex »d; verschwinden. Da d;

(v, di] =d, ist, M,(ds, d;d;). Unter Zuhilfenahme der d;d.-ten Spalte konnen
k
wir auf die schon erorterte Weise erreichen, dafl aus sdamtlichen Zeilen mit
(v, di) gilt, M.(d,, d;d:) subtra-
k

hiert wird. Damit erreichen wir, daB auBer den bereits verschwindenden Ele-
menten jetzt auch noch in denjenigen Zeilen vom Index »d, Nullen auftreten,

Index »d. der k-ten Spalte, fiir welche d,

fiir welche die Bedingung (r, d£)=d3 erfiillt ist. Dieses Verfahren setzen
k

wir nur fort. Nach dem (s—1)-ten Schritt verschwinden in der k-ten Spalte

samtliche Elemente mit Ausnahmen derjenigen vom Zeilenindex »d,, fiir

welche d,
O

vd; steht nach (11) M,(d,,d.d;). Jetzt konnen wir, wiederum wegen r >0

auf Grund von Lemma 1. b) mit Hilfe der d.di(< k)-ten Spalte erreichen,

daB in der k-ten Spalte, auBer den bereits verschwindenden Elementen, auch

[v, di) gilt. In den (v, £]=d. entsprechenden Zeilen mit Index
k

O
lichen Zeilen mit Ausnahme derjenigen vom Index vk Null stehen soll. Da
% auBer sich selbst die Teiler d,, d,, d;, ..., d, hat, so treten nach den soeben
erorterten Umformungen, welche den Wert der Determinante nicht beeintrich-
tigen, an die Stelle der Elemente mit Index »k der Ausdruck

in den (v, £]=d. geniige leistenden Zeilen mit Index »dx, d. h. in sdmt-

N, (dﬁ : k) — S M.(d,dd)
k k
d'—é-’-‘-
<k

d. h. kraft (11) der Ausdruck M, (di’k]' Damit haben wir unseren l.emma
k

fiir r = 1 beweisen.
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b) Im Falle r==0 ergibt sich aus (20)

b 0|1 fur dljdlk,
(22) 7710 in allen anderen Fillen.

Es sei dy=—k, dann ist jedes Element der Hauptdiagonale der Determinante
(21) gleich 1, die Elemente iiber der Hauptdiagonale verschwinden, und folg-
lich ist der Wert der Determinante gleich 1. Wegen (10) ist aber jeder Fak-
tor auf der rechten Seite von (21) gleich 1, so daf (21) auch in diesem
Falle giiltig ist. Ist hingegen d; <k, dann gibt es in der Folge 1,4,,..., d:
mindestens zwei iibereinstimmende Zahlen, und das bedeutet auf Grund von
(22), daB mindestens zwei Spalten der Determinante (21) iibereinstimmen,

d. h. daB die Determinante (21) verschwindet. Da aber 3’£>1 ist, gilt auf
k
Grund von Lemma 1. b) Mo(i, k]=0, und wegen des Verschwindens auch
k

der rechten Seite von (21), gilt somit die Identitit (21) auch im Falle r==0.

§ 4.

Es sei k=pi' ... p.* die Primfaktorzerlegung der natiirlichen Zahl k.
Wir fiihren die zahlentheoretischen Funktionen

I iy k==,
D, (k)=
@ gk'“(l-p;”)--.(l—pll) for k=23, ...
(r=0,1,2,..))

ein. Wegen @,(k)=q(k) darf diese Funktion @®,(k) als Verallgemeinerung
der Eulerschen ¢-Funktion angesehen werden. @, (k) gibt die Anzahl der
Elemente in der vollstindigen Restfolge der Zahl k™'an, deren groBter ge-
meinsamer Teiler mit A" keine Primzahlpotenz p* mit @ > r enthlt.

Der Satz, dessen Beweis zu erbringen der eigentliche Ziel dieser Arbeit
ist, lautet nun folgendermafien:

Satz.
L W o (LR
@3) Du—|@DT @27 ... @A _p)0,@)... D)

(n, 1)r+l (n, 2)r+l b, (fl, n)r+l
(r=0,1,2,...).
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BeEwEIS. Wenden wir wieder die Bezeichnungen von (20) an, so erhal-
ten wir mit Riicksicht auf (9)

(24) G =aRe()+al 9@+ - +aie(m)  (ik=1,...,n)
Indem wir nun diese Ausdriicke an der linken Seite von (23) einsetzen, er-

halten wir

(d, (dn
o |0 .- ag?

" In

(25) Dyy= 23 -+ 2

=1 dni=1

¢(d)... 9 (d)

at ... |

Da gemiB (20) auf der rechten Seite von (24) bei festbleibendem k fiir
jeden Index j diejenigen Glieder verschwinden, deren oberer Index kein
Teiler von k ist, so betrdgt auf der rechten Seite von (25) die Anzahl der
nicht identisch verschwindenden Determinanten o(1)o(2)... e(n), wobei durch
o(k) die Anzahl samtlicher Teiler von k bezeichnet wird. Falls wir in (25)
nur diese Determinanten ausschreiben, so ergibt sich

(1 On
oy ol ...

M a@ ... a@”
Dr == g S‘ aﬂl 29 oy d Wy d" :
" % o i 9(1)9(3.)... 9(d.)

ﬂf.’:’ a@  qlon)

Die in der Summe auf der rechten Seite auftretenden Determinanten haben
offenbar dieselbe Struktur, wie die Determinante (21). Setzen wir fiir diese
den Wert von (21) ein, so erhalten wir

(26) D1 =S8,(1)S.(2) ... S:(n),

wobei

7 S, (k) = % M,.(-;‘; . k) 9 (d)

ist. (23) wird zu einer evidenten Behauptung, falls wir nun zeigen kénnen, daf
(28) S, (k) = D.(k).

Die Richtigkeil dieser Gleichung ist trivial fiir k=1. Fiir £ >1 kann
nun auf folgende Weise eingesehen werden :

Da (12) gilt und @(k) eine multiplikative Funktion ist, ist auch S,(k)
multiplikativ, d. h.
(29) S (k) =S, (p\) - .. S:(pl).
Nunmehr beriicksichtigen wir die Tatsache, daf die Summe

S.(p)= ;’M.-(p"‘, ) e(p)
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wegen (10) und (13) auch in der Gestalt
-1
Sp)= 2 NP, )= NP, P D ¢ (P) + N1, 2) 9 (P)

geschrieben werden kann. Hieraus ergibt sich aber auf Grund von (9) der
Ausdruck

Sr(p') _.____,p(r+ne__p(r~+|:(-.—11
und so folgt mit Riicksicht auf (29) unsere Behauptung (28).

Setzen wir in (24) beliebige b,, 6., ..., b, fir ¢(1),9(2), ..., ¢(n), so
besteht die Identitit (26) mit b,, bs,, ..., bs, statt @(1), ¢(dy), ..., ¢(d.) auch
fiir die so gewonnenen Determinante D,.,. Die hieraus entspringende Aussage
ergibt fiir r=0 einen Determinantensatz von MANSION ([3]).
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