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Representation hypergéométrique de la solution
pour une classe d’operateurs d’ordre deux

Par A. BENTRAD (Reims)

Abstract. This paper deals with the Cauchy problem for a certain class of Tri-
comi’s type operator. We use the theory of hypergeometric function to construct the
solution and give its analytical continuation.

0. Introduction

J. URABE [9] a étudié, au voisinage de 1'origine de C2, le probleme de
Cauchy, a coefficients holomorphes, suivant:

P(x,D)u=0
(0.1) u(0,z1) =0
Dou(0,z1) = (=1)* 0l z7¢, €N,

P(z,D) = D§ — xoD} + a1 (z, D),
ai(z, D) = a(x)Do + b(z)D1 + ¢(z), D; =0/0z,
Dans [10], reprenant la méme méthode, il étudie, au voisinage de 0 de
C™*+1 le probleme pour un opérateur linéaire, & coefficients holomorphes
au voisinage de l'origine de C"*!, du méme type & savoir
P(, D) = P¥(z, D) — Q(z, D) + R(x, D)
ou ord Py(z,D) =m, ordQ(z,D) =2m et ord R(z,D) <2m —1.

Seulement, la solution qu’il a construite dans [9] et [10] présente des anom-
alies.
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Notre objectif dans ce papier est de:

i) montrer que la solution dans [9] et [10] n’a pas de sens.

ii) étendre I’étude a des données présentant des singularités plus géné-
rales.

Nota: pour simplifier les calculs, on se limitera & D3 — xoD? + a;(z, D).

1. Position du probléme

On considere, au voisinage 2 de l'origine de C**!, 'opérateur linéaire
n

a coefficients holomorphes: P = DZ — 20D} + > a;(x)D; + b(z). Soit le
i=0
probléeme de Cauchy a données singulieres:

1L0) {PuzO

Diu/s =wp(2"); h=0,1; ' = (z1,...,7,).

Ou S : g = 0. Les wy(z") sont singulieres sur 7' : zp = x1 = 0. Plus
précisement, les données de Cauchy sont de la forme:

w(z') = xf(lnml)qvo(x’) + 2fvi(z'), aetBeC, ¢geN.

La fonction 2 (Inz1)? est x1-Fuchsienne & croissance lente (cf. [4]). vo(z')
et v1(2’) sont holomorphes sur Q N S. Les wy sont donc holomorphes
au voisinage de y € QNS — T'. Par suite d’apres le théoreme de Cauchy-
Kowalewski, le probleme (1.0) alors admet une unique solution holomorphe
au voisinage de y.

La méthode utilisée pour résoudre ce probléeme consiste a chercher la
solution sous la forme d’une série de fonctions hypergéométriques qu’on
construira.

Montrons d’abord que la solution construite dans [9] est incorrecte en
effet, auteur cherche la solution de (0.1) sous la forme:

u(zx) = Z Un Xpn—0(2) + v, Do Xp—p + hpnYo—o(2) + gn Do Yn—1(2) .
n>—/¢

¢ étant ’ordre du pole.
Xo =0,Uqy et Y, =0,V,. U, et V, représentent les solutions de:
D%U,, — 20D?U, =0 D2V, — xqD3V, =0
(1.1) Ua(0,71) = 2¢/T(a+1) (1.1) Vo(0,21) =0
DoyU,(0,21) =0 DoV, (0,21) = z¢ /T (a + 1)
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On voit que U, et V,, jouent un role primordial dans la construction
de la solution de (0.1). L’anomalie se situe justement au niveau de la
résolution des problemes (1.1) et (1.1)". En effet s’inspirant des travaux
de [3], concernant l'opérateur de Tricomi dans le réel, 'auteur ramene
I’étude de (1.1) a celle d'une équation hypergéométrique en posant U, =

2.3/

. 2 , P
§%u, ou § = x1 — $xy’ " est 'une des coordonnées caractéristiques. U, est

donnée alors par:

(x) Uy=F (é, —a, %,s) E/T(a+1) ous=(1—-n/E) = —41;3/2/35
F étant la fonction hypergéométrique de Gauss et n = =1 + %xg/ ? la
deuxieme coordonnée caractéristique. Si dans le réel ceci ne pose pas
probleme, dans le complexe la solution U, ainsi construite n’a pas de sens
(xg/ % est multiforme sur S : zg = 0). Montrons le. Le probleme (1.1) étant
non caractéristique, il admet une unique solution holomorphe au voisinage
du point (0,z1), z1 # 0 (théoreme de Cauchy-Kowalewski).

Or U, donnée par (x) n’est pas holomorphe au point (0,z1). En effet
si on calcule formellement DZU,, on a:

1 1 -
DgUa =-F (6,—a,§;s) xol/zago‘_l/2f(a+1)_|_..._|_...‘

On voit déja que pour xg = 0, D3U, devient infini. Donc I’anomalie se
situe au niveau du changement de fonction U, = £“u.

2. Etude du probléme (1.0)

Vu la forme des données de Cauchy et en tenant compte du principe
superposition, il suffit d’étudier les deux problemes de Cauchy:

q
2.1) { w(0,7) = avi(2)  (2.1) { u(0,2') = (x? lnxl) vo ()
Dou(0,2") =0 Dou(0,2") =0.

Notre résultat principal est le:

Théoréme. Le probléme (2.1) resp. (2.1)" admet une unique solution
u ramifiée autour de K : x3 — (4/9)z3 = 0. Autrement dit, il existe
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un disque ouvert Dr € V(0) tel que u se prolonge analytiquement au
revétement universal R(Dg — K). En outre, u(x) est représentée par:

u(@) =Y ue(@)UF () + ge—1(x) DoUf (x) + ve(2) Vi ()
=0
+ he—1(z)D§ V()
u(@) =Y ue(x) DU (x) + go—1(z) Do D{U () + ve(x) DEV/ ()
0

+ he—1(z) Do DSV ()
ot les ug, vy, ge—1 €t hy_1 sont holomorphes sur Dg.

Remarque. Si o = [, le probleme (2.1) est un cas particulier du
probleme (2.1)". I correspond au cas ¢ = 0. Par commodité, nous noterons
B au lieu de « car la solution de (2.1)" se déduit de celle de (2.1).

3. Calculs préliminaires

Dans ce paragraphe, nous allons construire les suites de fonctions

vérifiant les formes d’ondes de LubpwiG [5]. Nous définissons Uf et Vf
comme solution respectivement, des problemes de Cauchy:

(D3 — 2o D})U, =0 (D — 20D}V =0
(3.1) § UJ(0,21) = Dy %! (3.2) { V (0,21) =0
DoUY (0,21) =0 DoV (0,21) = Dy

zq
D' =D7oD o0 DT avec Dl_ez/dt, BeC, £eN.
0
De la méme maniere, nous définissons DgU f et DqﬁVf comme solution
de:
( (D} — 20D} DU =0
D%Uég(O,ml):<(lnx1)q—D5(ln TT(B+4) - (Inay)d'—-

=1

(3.3)

~

~Dj(n T (5 + 1) - Dr'af

1=

DoD4U (0,21) =0
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( (D3 — 20D DLV =0
qy/8 —
DEVA(0,21) =0

(B-49 DeDLVE (0, xl):<(lnw1)q—D5(ln (B+1)- (Inzg)d—1—-

=1

_D4 - —£,..8
Dg(In JT (8 + 1)) Dy
i=1

\

En posant Uf = Uf — Dféa:f, le probleme (3.1) est équivalent:

{ (D3 — xOD%)Ug = v(wg, 1)
Div)/S=0; h=0,1.

o0
En cherchant la solution sous la forme: Uf = > vp(x1) - (z0)?/p! et en
p=z

posant: Z = (4/9)(x3/2?%), on obtient:

vf :Dl_gxf {F<_€2_B, _6_26+1,2/3;Z) —1},

F désigne la fonction hypergéométrique de Gauss. D’ou

Uf = Dl_efo (#, %,2/3; Z). En procédant de la maniere, on
obtient la solution du probleme (3.2)

Vi =xoDy 2l F (# —LopHL 93, Z). Par suite, DU 5, et DIVP g,

satisfont respectivement, aux problemes (3.3) et (3.4).
Exemple.
(D2 — 2oDHUP = 0.

UL 0,21) = ;'3
D()U(/)B(O,xl) =0.

La solution de ce probleme est donnée par
Uy (xo,21) = 1/(aF — (4/9)z3) /6.
Ug est bien ramifiée autour de K : 23 — (4/9)z3 = 0.
Lemme 1. Les fonctions (U f ) et (Vf ) vérifient les relations suivantes:
iy DU} =U) iii) D; DU, = DU, |
i) DiVi=V/, iv) D1DIV/ =DV .
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PrEUVE. Il suffit de montrer (i). U, f_l est I'unique solution du prob-
leme de Cauchy:

(D3 —woD}U} (wg,21) = 0
(3.5) Uy [ (0,21) = Dyl
DoU}_(0,21) =0.

D’autre part:

-8 —4—B+1
Dy Uf:D;“leF( 52 ﬁ, ¢ 2ﬁ+ ,2/3,2)—
_ -8 —0—B+1
- D)y (< T s 2)

Dy DyU; = Dy al (4/3) (w0 /21)2Fy( ) + (8/9) - moDy ‘ol Fy( )+
+(16/3) Dy el zdFy (.. .)

(D2 — 2oD?)DyU} = Dy(D2UY — DUy = 0
i.e:

(D2 — 29D}) DU, =0
DU/ (0,21) = Dy af
DoD1UY(0,21) = 0.

Par suite: D Uf = Ueﬁq (unicité de la solution du p.c (3.5)). De la méme
meniére, nous vérifions (ii), (iii) et (iv).

4. Construction de la solution formelle

Nous construisons d’abord la solution du probléeme (2.1). En appli-
quant l'opérateur P a: u(z) = > ugUf +gg_1D0UZB + Ugi + hg_lDOVf
(=0

Pu = Z { [(220 Do + 1) g¢ + 2x0 Dyug + Toaoge + arug + Pue_1] Uy 4
=0

+ [2Doug — 229 D1gr + ao(x)ue + a1(x)ge + Pge—1] DOUEB
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+ [(2x0 Do + 1)he — 220 D1ve + zoaohe + a1ve + Pvg_q] ‘/,gﬂ_l
+ [2Dgvy — 2w D1 he + ao(@)ve + a1 (z)he + Phe_1] DOUf}

ou U1 =V_1=0G-1—= h_l = 0.
D’autre part, les conditions de Cauchy donnent:

u(0,2') = ug(0,2)U)(0,2") + he—1(0,2') DoV (0,2") = 2w (2) ,
£=0

Dou(0,z) = i Doug(0, 2" YUP (0, 2") 4 ve(0, 2') DU (0, 2')
=0
+Dohg—1(0,2") DoV (0,2) = 0,
ie.
up(0,2") = vy ()
wue(0,2") = —hy_1(0,2"), £>1
ve(0,2") = —Doug(0,2") — Dohy—1(0,2"), £>0.
Pour que u soit la solution du probleme de Cauchy, il suffit que I'on ait:

(2x0Do + 1)ge — 2x0D1ug + xoaoge + aruy = —Pug_q
(4.1) 2Dous — 2x0D1g0 + aoue + a19e = —Pge—1
up(0,2") = vi(x'), we(0,2") = —he_1(0,2") h>1

(229Dg + 1)hy — 220 D1v + zoaohe + a1ve = —Pvg_q
(4.1,) 2Dogv1 — 2x0D1hy + CL()({L‘)UZ + a1 (x)hg = —Phy_q
ve(0,2") — Doug(0,2") — Dohe—1(0,2"), £>0.

Remarquons qu’on est retombé exactement sur les équations de [10],
[11] et qu’en appliquant P & la solution formelle du probleme (2.1)" nous
obtenons de nouveau les équations (4.1) et (4.1)’. Autrement dit les
systemes (4.1) et (4.1)" ne dépendent pas de la nature des singularités
des données. Cela est di a la forme de la solution (série de fonctions
hypergéométriques dont les singularités sont portées uniquement par ces
foctions). (4.1) et (4.1)" définissent deux systéme linéaires du premier
ordre du type de Fuchs dont les solutions sont non seulement uniques
et holomorphes au voisinage de 'origine, mais admettent en plus un do-
maine d’existence d’holomorphie commun (pour la preuve cf. [10] et [11]).
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Nous rappelons, brievement, la méthode. Les fonctions de transport sont
déterminées par induction en utilisant la méthode des coefficients indéter-
minées de Fuchs. La domaine d’holomorphie commun est déterminé par la
méthode des fonctions majorantes qui nous permet d’affirmer I'existence
d'un réel r > 0 tel que: |ug|, [vel, |ge—1], |he—1| < C 2175

5. Ramification de la solution. Convergence de la solution.

Etant donné la forme de la solution des problemes (les singularités
sont portées uniquement par les fonctions hypergéométriques) I’étude la
ramification revient a donner le prolongement analytique des germes de

fonctions auxilliaires Uf et Vf et leurs estimations pour la convergence.

Uf et Vf définissent des fonctions multiformes de la variable Z, ayant
pour points singuliers Z = 0, Z = 1, Z = oo. D’apres la théorie des
fonctions hypergéométriques (cf. [7]), les séries Ueﬁ et Vf pour |Z] < 1,
se prolongent analytiquement en les fonctions notées aussi Uf et Vf et
définies par: pour |1 —z| < 1

UﬂzAlDl_la:fF(a,b,a-l-b—c-l- ;1 —2)
+A2D1_£:Jc?(1—z)c_“_b-F(c—a,c—b,c—a—b+1;1—z)

Vf = AgacODl_eaU?F(a’, b,a +b —c +1;1—2)+
-+ A4d1_£x?m0(1 — )R —d =, —d =V +1;1—2)

1
Uf:A5D1_£x?(1—z)aF(a,c—b,a—b+1' )+

"1—2

1
+A6D1_€mf(1—z)bF(b,c—a,b—a+1;1 )
—z

VP = 4Dy 20 (1 — 2)" Y F(d', ¢ — b ,d' — b +1;1/(1 — 2))+
+ AsDT almg(1— 2) Y PV ¢ —d' b —d' +1;1/(1 — 2))
pour |[1/(1—2)| <1

_I'(¢g)l(c—a—b) _Tla+b—c)(c) _I'(b—a)(c)
Al_r(c —a)[(c— B)’ A= T(a)D(b) A5_F(c — a)I'(b)

T'(a—b)I(c) CI(I( —ad =) Tla"+b + ()
AG_F(C —b)I'(a)’ AS_r(c/ —a)T(d = V)’ A= INCAIND
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' —a)T() T'(a' —v)T()

A7:r(c/ — L)’ As:r(cf — )T (d)’
a:a//:_gz_ﬁa b:b/:#7 C:—2/3; 0/2_4/3.

Notons que les branches de ces fonctions sont uniformes dans chaque
domaine considéré. Mais quand Z décrit un lacet autour d’un point sin-
gulier la valeur de la branche est multipliée par une constante. En effet,
sil’'on effectue un tour autour de Z = 1 (respect. Z = oo) dansle sens
direct, nous obtenons pour arg(l — z) = 0 sur (0,1):

UéB = AL F (0, 351 — Z) + Age?™ B0 By (0351 — Z)
Vf = AsF3(0, 3;1 — 2) + Aye>™ A0S0 By (0811 — 2)

— —0—B+1

UP = 45> STV Fy(€,8;1/(1 — 2)) + Age®™ (T2 ) Fe(0,8;1/(1 — 2))

VP = Are?™ T B0, 8,1/ (1 — 2)) + Ase™ P02 By (0, 8;1(1 - 2)).

Les F}; désignent les valeurs des branches initiales. Les fonctions Uf et Vf
sont multiformes. Elles peuvent étre uniformisées localement au voisinage
de Z=0o0uZ =1, en posant Z = €™ ou Z = ™ + 1. En représentant
les fonctions hypergéométriques par leurs séries on obtient le

Lemme 2. Il existence des constantes positives indépendantes de /,
cg, g et g telles que:

0 F(-e—ﬁ ——B+1

,—€—5+3/2—k;z) <

2 2
<<05F(6—;8,£+;+1,£+s+3/2+k;z)
(ii) F(“fﬂg, _€+2ﬁ+1+k,1/2;z) <
<<ch(HTS+/<:,£+ST+1+I£,€+S—$—]€+1/2;2)
(iii) F<_€;ﬁ,e+§+l+k,1/2;z><<

l l 1
<<ch< —;S, +;+ +k,€+8+2;z>
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- — 1/
(iv) F( f_l— , ;ﬁ —|—k:,3/2;z> <
l 1/
<<ch< +;+ , ;S+k,€+s+2;z>

otus=|Ref|+|ImB|, k=2/3ouk=4/3.
Lemme 3. Sia,b,c et ¢ — b — a sont positifs alors:

I'(e)l'(c—b—a)

F(a,b,c; Z) < F(a,b,c;1) = T(c—a)l(c—b)"

En appliquant les Lemmes 2 et 3 et en raisonnant comme dans (2) on

N

ala

Proposition. Il existe une constante positive ¢ et un compact KCR
(Dr — K) tels que:

l
. T
(i) U7 et V7| < e o
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